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Obične knjige imaju samo jedan predgo- 
vor. Ovo je neobična knjiga. Stoga će i 
predgovora biti više. Čitatelj može izabrati 
onaj koji mu se najviše dopada ili potpuno 
preskočiti sve uvodne napomene i upozore- 
nja. 

Ponovimo: 

Ova knjiga sastavljena je prema zabilje- 
škama s predavanja nobelovca Richarda 
Feynmana održanih na Caltechu od 1961. do 
1964. godine Feynman lectures on Physics 
i noticama koje je pripravio prof. Boran 
Leontić dok je držao kurs Opće fizike na 
zagrebačkom PMF-u. Grafički je slikom i 
riječju tekstove oplemenila dr. Vlasta Horva- 
tić, a prijelom i stilsko ujednačavanje učinio 
dr. Darko Androić, oboje studenti profesora 
Leontića i zadivljenici djela legendarnog Ric- 
harda Feynmana. 

Nastanak ove knjige pričinjao nam je 
mnoga zadovoljstva, zadovoljstvo učenja, za- 
dovoljstvo otkrivanja, zadovoljstvo prouča- 
vanja, i nadasve zadovoljstvo stvaranja i kre- 
iranja potaknuto nebrojenim razgovorima i 
prepiskama. 


Zagreb, svibanj 2024. 
Vlasta i Darko 
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O knjizi 

Knjiga FIZIKA — pojavnost, ideje i formula- 
cije elektronička je knjiga otvorenog pristupa 
i otvorenog sadržaja koja nudi široki raspon 
fizikalnih tema ne samo studentima fizike 
ili fizičarima-profesionalcima već i široj, in- 
ženjerskoj i matematički pismenoj, javnosti 
zainteresiranoj za probleme i fenomene su- 
vremene fizike. U vremenu kad u fizikalnoj 
literaturi prevladavaju, s jedne strane, stan- 
dardno ujednačeni kursovi opće fizike s bez- 
brojnim varijacijama numeričkih zadataka 
za samoučenje, a s druge strane znanstveno- 
popularna literatura u kojoj su čak i najslo- 
ženiji fizikalni pojmovi pojednostavljeni do 
banalnosti, ova knjiga pokušava naći sred- 
nji put koristeći prikaz fizikalnih koncepata 
spregnutih plauzibilnim matematičkim apa- 
ratom. 

Knjiga ima dugačku povijest nastanka. 
Okosnicu knjige predstavljaju tekstovi koje 
je profesor Boran Leontić pripravio za svoje 
studente dok je sedamdesetih i osamdesetih 
godina prošlog stoljeća bio nositelj četiri- 
semestralnog kolegija Opća fizika na zagre- 
bačkom PMF-u. Tekstovi inspirirani zabi- 
lješkama s predavanja nobelovca Richarda 
Feynmana održanih na Caltechu od 1961. do 
1964. narativom slijede uvriježeni raspored 
fizikalnih tema na kolegiju opće fizike: me- 
hanika, elektromagnetizam, valne pojave i 
termodinamika. Sam materijal obiluje broj- 
nim originalnim zabilješkama, komentarima 
i matematičkim izvodima koji po svom sadr- 
žaju i formi daleko nadmašuju oblik konden- 
zirane skripte kreirane za pomoć studentima 
koji nisu vični učenju iz literature na stra- 
nom jeziku. 

Stjecajem okolnosti taj se rukopis, kodi- 
ran u LaTeX-u i bez ijedne ilustracije, u 
elektroničkoj formi na disketi našao kod 
profesora Darka Androića koji je na zagre- 
bačkom PMF-u godinama bio nositelj dvo- 
semestralnog kolegija Uvod u opću fiziku 
za matematičare. Ideja fuzije edukacijskih 
materijala dva, osim po imenu, potpuno 
različita kolegija, dvojice fizičara različite 
generacijske i znanstvene provenijencije is- 
prva se nije činila ostvarivom. Prvenstveno 
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je trebalo razriješiti izostanak ilustriranja 
postojećih tekstualnih sadržaja. U prvoj 
iteraciji profesor Androić prikupio je, što 
iz svoje arhive, što iz internetskih izvora, 
preko pet stotina, više ili manje adekvat- 
nih, ilustracija fizikalne problematike koja 
se izlaže u knjizi. Pored mjestimično diso- 
nantnih tonova prisutnih u tekstu pisanom 
tijekom dugog vremenskog razdoblja stilom 
dva potpuno različita autora prijelomom je 
dominirala stilska kakofonija eklektično pri- 
kupljenih ilustracija. U tom se momentu u 
projekt uključila dr. Vlasta Horvatić, jed- 
nako kao i prof. Androić studentica prof. 
Leontića i poklonica Feynmanovih lekcija 
iz fizike. Svojim talentom potpuno je pro- 
mijenila vizualni izgled knjige, te fizikalnim 
znanjem unaprijedila brojne ne samo izgle- 
dom neatraktivne već i sadržajno netočne 
slikovne predloške. 

Tijekom osam mjeseci intenzivnog rada na 
tekstu i na slikama, te kroz svakodnevnu ko- 
munikaciju, Vlasta i Darko su uspjeli uobli- 
čiti i stilski ujednačiti materijale u beta ver- 
ziju prezentabilnu široj javnosti. Prema ri- 
ječima iz predgovora knjiga je još daleko od 
svoje finalne verzije s obzirom da postoje 
brojni elementi koje bi trebalo unaprijediti. 
Autori očekuju da će otvorenim pristupom 
knjizi osigurati ne samo veću vidljivost fi- 
zike u populaciji već i potaknuti svoje kolege 
fizičare, osobito one koji s njima dijele fas- 
cinaciju djelom Richarda Feynmana, da se 
aktivno uključe u popravak i nadopunu do 
sada objavljenih materijala. Knjiga je, za 
sada, objavljena u vlastitoj nakladi, nema 
recenzen(a)ta, niti je lektorirana od strane je- 
zičnog profesionalca. Otvorenom e-formom 
knjige želi se kreirati aktualno i dobro for- 
mulirano fizikalno štivo. 


Petrinja, listopad 2024. 
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Provisional English Preface 


TO WHOM IT MAY CONCERN 


Some time ago, while making a backup 
copy of my computer, I rediscovered diskette 
images of raw text teaching materials pre- 
pared by Prof. Boran Leontić, our under- 
graduate general physics teacher. In the 
1970s and 1980s, he taught a four-semester 
course in General Physics at Physics De- 
partment of the University of Zagreb. Later, 
during 1990s we worked together at Faculty 
of Science teaching different courses and be- 
ing engaged in scientifically different areas 
of physics, he in solid state physics and I 
in high energy nuclear and particle physics. 
When he was about to be retired, he gave me 
a raw LaTeX source with thousands of very 
useful equations, but without a single figure 
inserted in the blanks provided. He proba- 
bly thought that this material could be of 
use to me, considering that as a web editor 
of the Croatian Physics Society publication 
FIZIKA, I had certain skills in LaTeX envi- 
ronment clipping. In addition to the great 
effort of creating a huge number of equations, 
the bare text also contained interpretation 
drafts, commentaries and his lecture notes 
on The Feynman's Lectures on Physics, the 
official literature he used for that course. 


Hundreds of Croatian physicists were edu- 
cated and profiled their physics expertise on 
the three-part book: The Feynman lectures 
on physics (FLP). Since then (in the last half 
a century) physics educational literature has 
“evolved" towards university physics textbo- 
oks, which all resemble each other. With 
their huge number of pages and countless 
numerical exercises, they systematically de- 
motivate both students studying physics and 
the mathematically oriented engineering pu- 
blic who might be interested in a deeper 
understanding of physics. At the same time, 
on the margins of the physics community, 
there exists an old shaped but pertinent 
book which, perhaps now more than ever, 
has something to offer the physics-inquisitive 
public. Despite its age, FLP has still re- 
tained its brilliant conciseness, clarity and 
mathematical simplicity in clarifying physi- 
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cal phenomena. Although with its spartan 
appearance it seems closer to the forgotten 
Sommerfeld's Lessons in theoretical physics 
than to contemporary glossy-colored univer- 
sity textbooks in physics, in terms of content 
it is still a modern physics reading. 


Compiling the quarter-century-old LaTeX 
source wasn't much of a problem, but the 
places reserved for images were still empty. 
As a first step, I inserted several hundred su- 
itable images from personal teaching archive 
(most of them freely available on Internet) 
into the appropriate positions in the textual 
source, but still some places remained empty. 
At that moment, I decided to hire my out- 
standing colleague, Vlasta Horvatić, to help 
me with her drawing skills and her expertise. 
After 8 months of intensive work on the text, 
removing obsolete parts, sometimes adding 
new, or sometimes merging my pre-existing 
lecture notes to the appropriate places; after 
innumerable reordering of graphic elements; 
after countless, both minor and major inter- 
ventions on the language and writing; after 
thousands of exchanged emails, and hours of 
phone conversations, we find ourselves very 
close to the desired result. 


What has been so far achieved may be 
seen in a single portable document file you 
are reading. The material is still corrected 
and improved daily. The planned (LaTeX- 
hyperlink) e-document grew to 500++ pages 
with an index, bibliography, and contents. 
It is encoded in UTF-8, so the e-browser 
reading machines can successfully read it in 
Croatian. This allows access to content for 
visually impaired people. A few explanatory 
physics and mathematics appendices are still 
waiting to be added. Teaching materials 
should be permanently updated if expected 
to be contemporary actual. 


None of us (neither Boran nor I) ever in- 
tended to translate parts or total of FLP. 
Usually, we would just reformulate the FLP 
lesson in a way that suited our lecture needs, 
student groups, or experiments we perfor- 
med in class. Frequently some situationally 
specific objectives were added. On the ot- 
her hand, it is obvious that the prepared 
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XVili 


material is definitely "in the style" of FLP. 
The exposition mainly follows that of FLP. 
Some equations order and redesigned illus- 
trations have been more than obviously ins- 
pired by the original illustrations from FLP. 
Still, the general content scheme is comple- 
tely different from FLP. Some parts have 
been added to support the specific reguire- 
ments of classes at the University of Zagreb. 
The order of the chapters is adapted to the 
four-semester scheme of the General Physics 
course we had in mind when modifying the 
course. Sometimes the text follows the order 
of presentation from the FLP, and someti- 
mes it doesn't. Some passages may look like 
a translation, but it is more of an interpre- 
tation than a translation. 


In educational literature, people very of- 
ten use other people's expressions or ideas. 
We did the same. Considering that for 
lower years students the language barrier 
and usage of foreign literature is a problem 
of no small importance, for more crucial 
parts of the book we made a free, author’s 
translation. All graphic elements that had 
been previously gathered from different so- 
urces have been completely reinterpreted by 
Vlasta, colorised and labelled in Croatian. 


Presently the volume is very close to its 
planned final visual appearance. Some in- 
dex items and bibliography object are still 
waiting to be completed. Also, some yet un- 
discovered errors will be, I hope, corrected 
in a process of extended online proof-reading 
by my colleagues. As I said before, quality 
teaching materials ought to be kept up to 
date at regular intervals. My personal wish 
is to include a few more interesting mate- 
rials beyond FLP. This is the reason why 
we would like to keep both the open e-book 
license and the open content model. Such a 
book is difficult, if not impossible, to print 
in Croatia due the small number potential 
buyers of printed copies. Therefore, for now, 
we intend to self-publish the e-book under 
the Creative Commons GLP license (visible 
and declared on the second page of the abo- 
vementioned document). It should be noted 
that everything made thus far has been done 
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out of personal enthusiasm and without any 
budget whatsoever. 

We believe that the final version will not 
violate any of FLP’s existing license rights. 
Nevertheless, before proceeding to the offi- 
cial publication we would still like to ask for 
confirmation and/or eventual permission to 
use reshaped material. We are not entirely 
sure which level of annotated credit /thanks 
ought to be stated, but we wish to preserve 
connection to FLP since our project is, in its 
essence, a renewed and redesigned spiritual 
successor to Feynman’s lectures in physics. 


University of Zagreb 


Augst 2024 
Darko Androić 
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XIX 


Predgovor 


Ovaj kurs fizike sastavljen je uz pretpos- 
tavku da će slušač jednom biti fizičar profe- 
sionalac. Da bi to student postigao trebat 
će mnogo toga naučiti. Ovaj kurs predstav- 
lja samo prvi korak. Fizika kao znanost 
stara je oko 250 godina i predstavlja jedan 
od ogranaka ljudskog znanja koji se najbrže 
širi. Bilo bi stoga nemoguće naučiti u četiri 
godine sve detalje čak ni sve važne stvari. 
Stoga student valja u to kratko vrijeme na- 
učiti ona bitno i, što je još važnije, valja 
naučiti misliti kao fizičar. 

Cilj je istraživanja fizičara naći zakone koji 
nam objašnjavaju kako se prirodni procesi 
odvijaju. Znajući zakone možemo predvi- 
djeti kako će se neka pojava odvijati u vre- 
menu i prostoru, a da pri tome ne ulazimo 
u detalje procesa. 

Teškoća kod učenja fizike je međutim u 
tome što mi ne poznajemo sve zakone, a 
ni ovi koje znamo nisu nužno sasvim točni, 
iako za mnoge vjerujemo da jesu. Fiziku 
stoga ne možemo učiti kao što bismo učili 
npr. matematiku gdje počinjemo od nekog 
određenog zakona, pa samo učimo njegovu 
primjenu na pojedinim primjerima. 

Čak i dobro zaokruženo znanje nekog po- 
dručja fizike za fizičara je u stvari više ili 
manje aproksimacija realnosti, jer je vrlo 
teško precizno opisati sve detalje realnih po- 
java u kontekstu fundamentalnih jednadžbi 
fizike, čak i onda kad su zakoni u pitanju 
potpuno točni. Kad ni zakoni nisu sasvim 
točni onda je problem opisivanja realnosti 
još i teži. Stoga će i zakoni koje naučimo 
doživjeti , nadopune", dok će jednostavan i 
približan opis nekih pojava valjati s vreme- 
nom nadopuniti detaljima. 

Fizika je eksperimentalna znanost što ne 
smijemo nikada ispustiti iz vida. To znači 
da je potvrda svakog zakona ili hipoteze u 
pokusu. Valja istaknuti, međutim da su i 
nove hipoteze i novo otkriveni zakoni rezul- 
tat pokusa. Da bi se, dakle, na osnovu niza 
pokusa došlo do hipoteze ili čak do novog 
zakona potrebno je koristiti maštu i prijaš- 
nje znanje. Ali i eksperimentalni rad je sve 
više zahtjevan s obzirom na stalnu evoluciju 
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eksperimentalne tehnologije, pa i fizičari sve 
više dijele istraživački posao tako da teorijski 
fizičari rade najviše na primjeni matematič- 
kih metoda, te na maštanju i stvaranju hipo- 
teza, dok eksperimentalni fizičari, na osnovu 
maštanja i hipoteza kao i primjenom pos- 
tojećeg znanja, razvijaju nove i poboljšane 
eksperimente kako bi u laboratoriju ostvarili 
procese koji omogućuju mjerenje pod kontro- 
liranim uvjetima veličina bitnih za provjeru 
teorijskih modela kojima se nastoje ti i slični 
procesi opisati. Na ovaj način stječu se saz- 
nanja koja vode do općenitih zaključaka, a 
konačno i do novih zakonitosti. Dobar eks- 
perimentalni fizičar mora dakle poznavati 
kako teorijske osnove predmeta koji istra- 
žuje, tako i tehnologiju eksperimentacije i 
računalne tehnike. Vidimo iz svega toga da 
se ovdje radi o veoma teškoj i zahtjevnoj 
profesiji pa je studij fizike težak. 

Kad smo rekli da su zakoni fizike kat- 
kada nedovoljno točni, ili čak aproksima- 
tivni, imali smo svakako u vidu njihovu ne- 
dovoljnu provjerenost s eksperimentom. Ne 
radi se o tome da je eksperiment pogrešan 
(ima doduše i toga!), već o tome da je ne- 
dovoljno točan. Nedovoljno točni pokusi 
nužno dovode do nedovoljno točnih zakona, 
pa je stalno poboljšanje točnosti pokusa ta- 
kođer jedan od ciljeva fizike. Jedan od klasič- 
nih primjera nedovoljne točnosti zakona su 
Newtonovi zakoni dinamike koji pretpostav- 
ljaju konstantnost mase. Mi danas znamo 
da masa nije konstantna, ali u Newtonovo 
doba eksperimentalni dokaz o tome nužno 
je izostao zbog niskog tehnološkog nivoa eks- 
perimentalnih metoda. 

Neki zakoni fizike zahtijevaju od studenta 
prihvaćanje načina mišljenja na koji nije na- 
viknut. Stoga se tradicionalno nastava fizike 
odvija tako da se neki zakoni ispočetka na- 
uče samo u svom najjednostavnijem obliku 
koji se potom nadopunjava. Ovako ćemo i 
mi postupiti i to na raznim mjestima i na 
razne načine. 


Boran Leontić 
negdje pri kraju drugog tisućljeća 
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profesor Baltazar 


1.1 Struktura materije i svemira 


Fizika se kao znanost rodila iz čovjekove 
radoznalosti o svijetu koji ga okružuje. Po- 
čevši od materijalnih predmeta koji su na 
istoj skali dimenzija kao sam čovjek!, kre- 
nuli su istraživači u oba smjera prostornih 
entiteta tako da se proučavanja fizike danas 
prostiru po skali dimenzija od preko 40 re- 
dova veličina. Tako se u fizici elementarnih 
čestica proučavaju procesi koji se odvijaju 
na udaljenostima od 10716 metara (u nekim 
slučajevima i do 10-1 metara) i u vreme- 
nima od 10-25 sekundi, dok se u astrofizici 
vrše promatranja i analize procesa u pros- 
toru reda 1027 metara i vremenu od 101% 
sekundi (što je red veličine starosti svemira, 
= 1010 godina). Iz svega ovoga vidimo da je 
interes fizike zaista sveobuhvatan. 


1Powers of Ten vodi nas u avanturu velikih veli- 
čina. Započinjući na pikniku uz jezero u Chicagu, 
ovaj slavni film prenosi nas na vanjske rubove sve- 
mira. Svakih deset sekundi promatramo početnu 
točku s deset puta veće udaljenosti sve dok naša vlas- 
tita galaksija ne postane tek svjetla točkica među 
mnogim drugima. Vraćajući se na Zemlju brzinom 
koja oduzima dah, krećemo se prema unutra, u ruku 
usnulog izletnika, s deset puta većim povećanjem 
svakih deset sekundi. Naše putovanje završava unu- 
tar protona ugljikovog atoma unutar molekule DNK 
u bijelim krvnim stanicama. POWERS OF TEN O 
1977 EAMES OFFICE LLC 
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1.1.1 Počeci 


Fizika je, kako je već spomenuto u predgo- 
voru, eksperimentalna znanost. To znači 
da je naše fizikalno znanje verificirano bar 
jednim eksperimentom koji je imao snagu 
potkrijepiti ili opovrgnuti nekad ,očigledne" 
tvrdnje, a nekad tek zaključke donesene stro- 
gim logičkim i/ili matematičkim formaliz- 
mom zasnovanim na prethodno pokusom 
provjerenim činjenicama. Eksperimentalna, 
provjerljivost važna je karika u nastajanju 
onog što zovemo spoznajom u prirodnim 
znanostima. Struktura našeg znanja o pri- 
rodi procjenjuje se snagom eksperimentalne 
potkrepljivosti i permanentno se nalazi na 
kušnji provjerljivosti. Naravno da kroz povi- 
jest nije uvijek bilo tako. U samim počecima 
znanstvene misli (antička Grčka) znanja su 
bila dominantno formirana na temelju oči- 
glednosti i logičnosti, ali i na volatilnim tvrd- 
njama eksperimentalno neprovjerljiva tipa. 

Stoga neki početak ,prave" fizike vežu 
uz sustavno provođenje fizikalnih eksperime- 
nata. Ponekad literatura kao „оса” fizike 
spominje Galilea, čovjeka koji je svoja fi- 
zikalna uvjerenja primarno konstruirao na 
opažanjima (teleskop) i mjerenjima (giba- 
nja) koje je samostalno provodio. Ipak kada 
je trebao u raspravi objasniti svoje znans- 
tvene stavove imao je velikih poteškoća. Nje- 
govo očajnički vapaj: ,Ipak se kreće!" koji 
neki tumače kao izraz znanstvenog prkosa, a 
drugi kao inferiornost znanstvene spoznaje, 
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1. Počela 


kako im već svjetonazorski odgovara, u ko- 
načnici je pokrenuo plodonosnu znanstvenu 
lavinu koja je okrunjena newtonovskom ak- 
siomatskom teorijom mehanike (— Newton, 
1686).2 Ta je teorija s kraja XVII. stoljeća 
otvorila Pandorine kutije, prvo u XVIII. sto- 
ljeću termodinamičkih, a potom u XIX. sto- 
ljeću i elektromagnetskih spoznaja o kojima 
će u ovoj knjizi biti još dosta riječi. 

Jednako tako, s pravom, bismo mogli za- 
četke fizike vezati i uz Leibnitz-Newtonov 
matematički formalizam diferencijalnog i in- 
tegralnog računa. Taj matematički aparat 
primijenjen na prirodne pojave koje su se 
prije toga stoljećima razmatrale isključivo 
jezikom euklidske geometrije dao je opažaj- 
nim prirodnim fenomenima dinamičnost u 
kojoj je bilo moguće matematičkim deter- 
minizmom predviđati buduće ili pojašnja- 
vati prijašnje događaje. I dok je formalizam 
euklidske geometrije često bio zloupotreblja- 
van kao argument za teleološka i nefizikalna 
objašnjenja prirodnih pojava, diferencijalni 
račun je, nasuprot toga, bio oslobođen dog- 
matskih formi i kao takav bolje se sljubio s 
opažajnim fenomenima i planiranim poku- 
sima, s eksperimentom. 

S druge strane mogli bismo začetak fizike 
pomaknuti vremenski u daleku prošlost, u 
same prapočetke razvoja civilizacija kad nas- 
taju prvi alati i pomagala bazirani na nesum- 
njivo fizikalnim principima koji su ljudski 
rad učinila učinkovitijim, u vrijeme poluga i 
kolotura npr. Pisani spomenici od nas traže 
da zakon poluge pripišemo Arhimedu, no 
sam zapis zakona poluge vjerojatno nije isto 
što i otkriće. Puno je vjerojatnije da su 
ideje i nepisane verzije tog zakona postojale 
i ranije, možda i davno prije pojave samog 
pisma. 

U potrazi za počecima fizike mi ćemo 
krenuti jednim „srednjim putom". Zapo- 
čet ćemo našu priču o fizici s Eratostenom 
iz Cirene (276.pr.Kr.-194.pr.Kr). Tog pred- 
stojnika Aleksandrijske knjižnice, najveće 
koncentracije znanja antičkog svijeta, mate- 
matičari prepoznaju po Fratostenovom situ 


2Prvi Newtonov aksiom, onaj o mirovanju i jed- 
nolikom gibanju po pravcu u odsustvu djelovanja 
vanjske sile neosporno je prvi formulirao baš Galileo. 
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i prim brojevima. Geografi ga vole spomi- 
njati kao oca zemljopisa i kartografije. Mi 
ćemo ga ovdje slaviti kao tvorca prvog pravog 
planiranog fizikalnog mjerenja, određivanja 
opsega Zemlje. Naime Eratosten je znao 
da na dan ljetnog solsticija svi štapovi ba- 
caju najmanju sjenu dok u Sijeni (današnji 
Asuan) ta sjena gotovo potpuno iščezava. 
Mjereći spomenutog dana točno u podne 
dužinu sjene štapa u atriju Aleksandrijske 
knjižnice napravio je prvo planirano fizikalno 
mjerenje. Iako dominantno u svrhu premje- 
ravanja Zemljinog opsega ovo mjerenje imalo 
je ili je bar trebalo imati za antički svijet 
puno dalekosežnije, kozmološke dosege. 

Na slici 1.1 geometrijski je skicirana shema 
temeljne ideje eksperimenta. Naime ako je 
Sunce jako udaljeno od Zemlje njegove zrake 
podaju paralelno na osvijetljeni dio Zemljine 
površine. Ako je pak Zemlja sferična oblika, 
a pomrčine sunca su i tada na to ukazivale, 
onda možemo staviti znak jednakosti između 
kuta pod kojim vrh štapa ,vidi" svoju sjenu 
i prividnog kuta kojeg bi iz središta Zemlje 
mjerili gledajući Sijenu i Aleksandriju. Kut 
koji je izmjerio Eratosten iznosio je 7,2? 
a meridijalna dužina, odnosno udaljenost 
Aleksandrija-Sijena bila je poznata i iznosila 
je 5000 stadija. 


= a 
SE 


с 
o 
له‎ 
a 
oi 
2 
5 { 
E 
ш 


360° 7 opseg Zemlje 


Slika 1.1: Eratostenov eksperiment. Kut a 
se prema punom kutu 27 odnosi jednako 
kao izmjerena udaljenost između odabranih 
mjesta (kružni luk) naspram opsega Zemlje. 


Provedemo li danas isti račun i za uda- 
ljenost uvrstimo najbolju vrijednost udalje- 
nosti između Aleksandrije i Siene dobivamo 
iznenađujuće točan rezultat za opseg Zem- 
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lje. Ostavimo sada za trenutak raspravu 
o tome je li tada poznata udaljenost dva 
grada ide točno po meridijanu i koliko je uis- 
tinu u današnjim jedinicama iznosila antička 
udaljenost od jednog stadija. Čak i mjere- 
nje s pogreškom unutar jednog reda veličine 
davalo je (ili je bar moglo dati) antičkom 
svijetu veoma točnu predodžbu o njegovoj 
veličini. 

No zašto bi jedno premjerivanja opsega 
Zemlje trebalo imati još dalekosežnije poslje- 
dice? Geometrija nas uči da je jedan od če- 
tiri načina jednoznačne konstrukcije trokuta 
poznajemo li duljinu baze trokuta i dva kuta 
uz nju. Ostala tri načina traže od nas pozna- 
vanje dvije odnosno sve tri stranice. Antič- 
kom svijetu je bio poznat kutomjer odnosno 
astrolab, sprava za određivanje pod kojim 
kutom vidimo dvije točke na nebu iznad ho- 
rizonta. Poznajemo li dva kuta i bar jednu 
udaljenost nad kojom možemo konstruirati 
trokut matematički možemo izračunati nje- 
gove parametre koje fizičkim mjerilom za 
dužinu nikad ne bismo mogli izmjeriti (Slika 
1.2a). Ova metoda se zove metoda triangu- 
lacije i bila je poznata u antičkom svijetu.’ 

Na slici 1.3a je predstavljena sprava za 
mjerenje kutova. S njom su se mogle određi- 
vati kutovi pod kojima vidimo nebeska tijela. 
Antički svijet poznavao je još jednu korisnu 
napravicu, armilarnu sferu. Armilarna sfera 
(Slika 1.3b) je sustav koncentričnih obruča 
kojima se moglo simulirati položaje nebeskih 
tijela te modelirati gibanja istih ako bi bili 
poznati njihovi kutni odnosi na nebeskom 
svodu. 

Vratimo se Eratostenu! Njegovo mjerenje 
opsega Zemlje, a posredno i radijusa od- 
nosno dijametra predstavlja dobru osnovu 
za premjeravanje udaljenosti između najbli- 
žih nebeskih tijela (Mjeseca) i unutarnjih 
planeta koji u skoro pravilnim razmacima sa 


3Astrolab je preteča sekstanta (Slika 1.3c) optič- 
kog uređaja kojim se još do nedavno (prije GPS-a) 
radila pomorska orijentacija i pored ure s oprugom 
jedan je od najznačajnijih uređaja koji su u XVII. i 
XVIII. stoljeću formirali svjetske pomorske velesile. 
No to je već jedna druga fizikalna priča. 
5Paralaksa je prividan pomak promatranog tijela 
u odnosu na pozadinu koji nastaje zbog gibanja 
promatrača. 
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Slika 1.2: Triangulacija і paralaksa": (а) 
triangulacija udaljenosti na moru, (b) pre- 
mjeravanje Sunčeva sustava, (c) zvjezdana 
paralaksa. 


Zemljom i Suncem zatvaraju pravi kut, te 
određivanje omjera udaljenosti i promjera 
Sunca. Odredimo li triangulacijom udalje- 
nost Venere (Slika 1.2b) na korak smo od 
premjerivanja Sunčeva sustava, do određi- 
vanja njegova promjera. Srednju vrijednost 
udaljenosti Zemlje od Sunca nazivamo astro- 
nomskom jedinicom (au). Ona iznosi točno 
149.597.870.700 metara i predstavlja osnovu 
za premjerivanje bližeg nam Svemira. Pri- 
mjerice, planet Neptun u afelu (afel položaj 
kad je planet najdalje od Sunca) je udaljen 
od Sunca 30,33 astronomskih jedinica.“ 
Poznajemo li srednji vrijednost udalje- 
nosti Zemlje od Sunca otvaramo put mjere- 
nja udaljenosti do najbližih zvijezda. Meto- 
dom triangulacije i poznavanjem kuta tzv. 
paralakse možemo procijeniti udaljenost zvi- 
jezde kojoj smo tu paralaksu izmjerili 1.2c. 
Udaljenost nebeska objekata kao što su uda- 
ljene galaksije mjerimo spektroskopskim me- 
todama i uspoređivanjem udaljenosti koje 
možemo mjeriti s obje metode. Danas na 
osnovu toga znademo da se svemir širi. I ne 
samo da se širi već da je to širenje ubrzano. 


баи je određena mjerenjima refleksije radio va- 
lova od površine Venere (baza trokuta). Uz precizno 
poznavanje brzine svjetlosti moguće je triangulaci- 
jom mjeriti udaljenosti Zemlje od Sunca. 
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Slika 1.3: Mjerenje kutova u antičkom svi- 
jetu: (a) astrolab, (b) armilarna sfera. (c) 
Moderni sekstant, uređaj za orijentaciju na 
moru. 


Dosadašnja mjerenja (2024. godine) uka- 
zivala su na stanovitu dvojakost mjerenja 
vrijednost Hubbleove konstante. To dvoz- 
načnost se naziva problem Hubbleove tenzije. 
Rezultati najnovijih mjerenja s svemirskog 
teleskopa James Webb sugeriraju da bi ta 
dihotomija možda mogla biti razriješena. I 
eto, tako smo u par koraka od naivnog an- 
tičkog premjerivanja Zemlje došli do suvre- 
menih kozmoloških problema premjeravanja 
Svemira koristeći tek ideju triangulacije (i 
naravno Dopplerov efekt o kojem će još biti 
govora). 

Rezimirajmo za kraj ima li Eratostenov 
pokus sve elemente tzv. tradicionalne ili 
klasične znanstvene metode koja je shema- 
tizirana u 6 ključnih koraka i mnemonički 
prikazana na slici 1.4: 

1. Opažanje — duljina sjene u podne na 
dan ljetnog solsticija je najkraća, pa čak 
može i potpuno iščeznuti 

2. Pitanje — zašto je to tako, postoji li 
funkcionalna pravilnost između duljine 
sjene i položaja mjesta na Zemlji 

3. Hipoteza — na osnovu geometrijskih 
LEONTIĆ: 
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Slika 1.4: Znanstvena metoda u šest itera- 
tivnih koraka 


argumenata identičnosti kuta između 
dvije točke na Zemlji i kuta sjene štapa 
mogli bismo izmjeriti radijus Zemlje 

4. Verifikacija eksperimentom — pro- 
vjera valjanosti hipoteze na postav- 
ljeno(a) pitanje(a) eksperimentom! Era- 
tostenovo mjerenje. 

5. Zaključak — Primijenjena znanstvena 
metoda unaprijedila je naše spoznaje 
koje sad možemo iskoristiti u praksi; 
kartografija, pomorska putovanja npr. 

6. Rezultat — Ima li znanstvena spoznaja 
istraživanja potencijal potaknuti novi 
znanstveni ciklus ili razvoj novih ,,ure- 
đaja" ili „metoda”. Triangulacija nebe- 
skih tijela, udaljenost do Mjeseca npr. 

Čini se da je i antici, bar u principu, tre- 
bala biti poznata znanstvena metoda rješa- 
vanja problema. Neki od koraka u gore spo- 
menutoj metodološkoj shemi znanstvenog 
progresa zasigurno su bili poznati najsjajni- 
jim umovima antike, npr. Ptolomeju. npr. 
No taj razvoj nije išao niti brzo, niti lagano, 
niti pravocrtno. 

Znanstvenoj metodi trebalo je skoro dva 
tisućljeća da razmahne svoja krila. Ako se 
osvrnemo unazad s čuđenjem možemo primi- 
jetiti kako se se neke povijesno dobre ideje 
i fizikalna rješenja trebala puno vremena 
da ugledaju svjetlost dana. Danas, iz vre- 
menske perspektive, se čini da je ljudskom 
umu trebalo puno previše vremena da sazriju 
moderni astrofizički i kozmološki koncepti, 
iako je interes za problematiku, nesumnjivo, 
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bio prisutan cijelo vrijeme. Čini nam se da 
su mnogi neželjeni, pa i tragični događaji 
tijekom dva tisućljeća bili tek nepotrebna lu- 
tanja i propitkivanja problema koji je rješiv 
primjenom elementarne euklidske geometrije. 
Zašto? Od zdvajanja za prošlim vremenima 
puno bi konstruktivnije bilo razmisliti jesmo 
li i danas robovi neznanja i predrasuda. Tro- 
šimo li dragocjeno vrijeme u tvrdoglavim 
raspravama umjesto da znanjem i zdravom 
logikom, pa i matematikom kad zatreba ri- 
ješimo probleme koje stoje pred nama. 


1.1.2 Moderna i klasična fizika 


Često se čuje izraz „moderna fizika". Kad 
ovaj izraz koristimo, ne mislimo svakako na 
usporedbu s nekakvom „zastarjelom” fizi- 
kom. Pod „modernom fizikom" smatramo 
onaj dio fizike koji se razvio nakon otkrića, 
kvantne mehanike, dakle uglavnom tokom 
XX. stoljeća, ili možda točnije od dvadesetih 
godina 20. stoljeća. Onaj stariji dio fizike 
naziva se obično klasična fizika. Između ovih 
naziva ne postoji nikakva kontradikcija; mo- 
derna fizika je naprosto ,nadogradnja" па 
klasičnu fiziku, time što su zakoni kvantne 
mehanike sveobuhvatni dok su klasični for- 
malizmi samo njihova aproksimacija (kat- 
kada i vrlo dobra). U našim ćemo se razma- 
tranjima služiti konceptima klasične fizike 
gdje god nam to bude odgovaralo, ponajviše 
kod opisa makroskopskih pojava, ali ćemo 
uvijek naglašavati gdje su učinjene aproksi- 
macije i koje su njihove implikacije. 

Velika prepreka s kojom se većina stude- 
nata fizike suočava je razumijevanje kvant- 
nomehaničkih pojava kao takvih, dok je ov- 
ladavanje samim formalizmom kojim se ove 
pojave opisuju manji problem. Glavni raz- 
log pojave ovih teškoća leži u nemogućnosti 
vizualizacije kvantnomehaničkih fenomena 
korištenjem predodžbi iz svakodnevnog ži- 
vota. Kvantnomehanički procesi odvijaju se 
naime na skali dimenzija reda međuatom- 
skih udaljenosti, pa se njihova manifestacija 
rijetko uočava na makroskopskoj skali, iako 
se i to događa kod kolektivnih efekata po- 
put superfluidnosti, supervodljivosti, mag- 
netizma i feromagnetizma, ali ipak u obliku 
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koji ne predočava sam osnovni proces. Stu- 
dent mora u najranijoj fazi studija shvatiti 
da su svi procesi u prirodi rezultat kvant- 
nomehaničkih zakona i da su makroskopske 
pojave kolikogod bile ,očigledne" zapravo 
tek manifestacija kvantnomehaničkog pona- 
šanja mnoštva čestica. 


1.1.3 Materija i elementarne čestice 


Materija je temeljna kategorija fizikalnog svi- 
jeta. Neovisno o svojem filozofskom, bilo on- 
tologijskom, bilo spoznajnom, značenju ma- 
terija je neraskidivo vezana uz formu. Stoga 
teza da se materija sastoji od elementarnih 
čestica ima svoju važnost ne samo za fiziku 
već i za ostale prirodne znanosti. Vrijeme je 
pokazalo da je ideja elementarnosti i potraga 
za elementarnim česticama u prirodnim zna- 
nostima, posebno kemiji i fizici, bila izuzetno 
produktivna i s dalekosežnim posljedicama. 

Od Demokrita (filozofijski) preko Boško- 
vića (> Bošković, 1763) do Daltona 1803. 
(kemijski) jednako se provlačila ideja atoma 
kao nedjeljivih i točkastih sastavnica tvari 
bez strukture koje svojim međusobnim rela- 
cijama definiraju i stvaraju pojavne forme. 
Svojevrsnu prekretnicu u teoriju nedjeljivih 
korpuskula, atoma, su u znanost unijeli Mic- 
hael Faraday i Svante Arrhenius spoznajom 
o ionima kao električki nabijenim atomima. 
Rutherfordovi eksperimenti su pokazali da 
se ti atomi sastoje od male i masivne jezgre, 
te elektrona u gibanju koji zauzimaju znatno 
veći prostor nego jezgra što atome čine go- 
tovo „šupljima”. Iako masom zanemarivi ti 
elektroni definiraju svojstvo atoma odnosno 
kemijskih elemenata“ kako ih je usustavio 
Dmitrij Ivanovič Mendeljejev 1869. godine 
(Slika 1.5). 

Najmanji djelić svakog kemijskog عله‎ 
menta naziva se atom i definiran je svojim 
atomskim brojem koji označava broj protona 
u jezgri ili elektrona u atomskom plaštu, 
ali ne nužno i njegovu masu koja ovisi i o 
broju neutrona u jezgri. Atomi nekog danog 
elementa mogu se razlikovati po broju ne- 
utrona, pa prema tomu i po masi. Takvih 
izotopa neki elementi imaju više, a neki, kao 


"kemijski element je skup svih atoma iste vrste 
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Slika 1.5: Periodni sustav elemenata. Preuzeto od: CARNet Kemija-1 


npr. fluor, samo jedan. 

Dakle, dok se atomi nekog elementa mogu 
razlikovati sastavni dijelovi atoma, protoni, 
neutroni i elektroni, subatomske čestice od 
kojih su atomi sazdani, potpuno su među- 
sobno identične što je u fizici, a posebno 
u kemiji, od fundamentalnog značenja, jer 
kad jednom razgradimo strukturu atoma na 
sastavnice, kemijska svojstva iščezavaju. Ta 
činjenica je pojam Daltonove „elementarne 
čestice" stoga pogurala prema subatomskom, 
u svijet atomskih jezgara, u nuklearnu fiziku. 

Ali ne zadugo! Pedesetih je godina u ma- 
glenim komorama izloženim kozmičkom zra- 
čenju pronađeno mnoštvo? novih ,elemen- 
tarnih čestica" srodnih protonima samo dru- 
gačije mase i naboja. U kozmičkim zrakama 
također Carl David Andersaon je 1936. go- 


ŠU fizici čestica to mnoštvo često se naziva zoolo- 
škim vrtom čestica (eng. particle zoo) kolokvijalno 
označavajući relativno opsežan popis poznatih su- 
batomskih čestica u usporedbi s raznolikošću vrsta 
u zoološkom vrtu. 


dine otkrio čestice nalik na elektron, samo 
znatno veće mase, mione (eng. muon). Krat- 
koživući mion kao i elektron danas razvrsta- 
vamo u porodicu leptona zajedno s krajem 
XX. stoljeća otkrivenim т leptonom, vidi 
sliku 1.6. 


Pojam elementarnosti tj. sastavnosti tak- 
vih struktura pogurao je pojam ,elemen- 
tarne čestice" još ,,dublje" prema subnukle- 
onskim i subprotonskim entitetima, kvarko- 
vima, za koje danas vjerujemo da su točkasti 
u fizikalnom smislu baš onako kako to De- 
mokritova filozofija ili Boškovićev „Zakon 
sila" predmnijevaju. „Periodni sustav" ovih 
„elementarnih čestica" zaokružen je 2012. go- 
dine otkrićem Higgsova bozona i kompleti- 
ranjem skupa svih elementarnih čestica tzv. 
»Standardnog modela? (Slika 1.6). 


Iako danas znamo da je pojam elementar- 
nosti veoma relativan, te da ideja ,,elemen- 
tarne čestica" u Demokritovom ili Boškoviće- 
vom smislu nije apsolutna ipak i ta relativna 
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Slika 1.6: Elementarne čestice Standardnog 
modela 


nedjeljivost struktura poput atoma ili pro- 
tona pokazala se veoma praktičnom. U ne- 
kom intervalu energija za pojedine strukture 
možemo primijeniti radnu hipotezu nedje- 
ljivosti (točkastosti, bezdimenzionalnosti) i 
fizikalno modelirati uspješne teorije uz čiju 
pomoć možemo razumjeti i predvidjeti pona- 
šanja sustava sastavljenih od takvih entiteta. 


Ne samo u fizici, ideja atoma u svim pri- 
rodoslovnim disciplinama od ključne je važ- 
nosti, pa stoga ne čudi da najbolji suvremeni 
udžbenici fizike počinju s tezom o atomima 
i njihovoj nedjeljivosti kao najplodonosni- 
joj znanstvenoj ideji civilizacijskih razmjera 
koja nam je osigurala realizaciju nebroje- 
nih tehnoloških mogućnosti i razumijevanje 
složenih fenomena, od onih bioloških i medi- 
cinskih pa sve do onih astrofizičkih spoznaja 
o svjetovima udaljenim milijardama svjetlos- 
nih godina. 


Danas se općenito materija dijeli na tvar 
(materija u užem, klasičnom smislu) i ener- 
giju, koje su međusobno povezane relacijama 
teorije relativnosti i kvantne mehanike. Iz 
relativističke relacije između energije i im- 
pulsa izlazi Einsteinova ekvivalencija mase i 
energije mirovanja: 
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Najnovije spoznaje, izrasle na spoju fizike 
elementarnih čestica i kozmologije, nalaze 
podrijetlo današnje tvari (materije karakte- 
rizirane masom) u ranim epohama ekspandi- 
rajućeg vrućeg svemira: u epohi bariogeneze 
(stvaranje malog viška temeljnih čestica u od- 
nosu na antičestice), odmah nakon samoga 
velikoga praska, te u prvotnoj nukleosintezi 
(tvorbi atomskih jezgri najlakših elemenata), 
dovršenoj u prve tri minute postojanja sve- 
mira, da bi teže atomske jezgre bile stvorene 
znatno kasnije, fuzijom, u unutrašnjosti Zvi- 
jezda. Teži elementi, smješteni bliže sredi- 
štima zvijezda, tek su u eksplozijama istih 
rasprostiru Svemirom. Kemijski elementi 
teži od željeza nastaju u procesu tzv. sporog 
upijanja neutrona i u Svemiru su izuzetno ri- 
jetki. U ostatcima nestalih zvijezda, iz kojih 
je građen i Sunčev sustav, nalazi se ugljik, 
potreban za građu ljudskoga tijela, željezo, 
koje se nalazi u krvi, kisik, potreban za di- 
sanje, i svi ostali teži elementi do uključivo 
uranija. Najnovija opažanja raspodjela ga- 
laktika i kozmološka mjerenja anizotropije 
pozadinskog mikrovalnog zračenja svemira 
unijela su revoluciju u razumijevanje svemir- 
ske tvari. Vidljiva tvar, u obliku atoma od 
kakvih smo građeni, procjenjuje sa da tvori 
tek par postotaka ukupne tvari svemira.? 


1.1.4 Svijet je sazdan od atoma 

Atomi se općenito, iako ne uvijek, iz ener- 
gijskih razloga!" kombiniraju u molekule. 
Molekula je najmanji djelić kemijskog spoja i, 
ako zanemarimo postojanje izotopa, sve mo- 
lekule određenog spoja su međusobno iden- 
tične. Ovo posljednje moramo kvalificirati 


Znatno je veći udjel egzotične tamne tvari, koja 
tvori 1/4 mase svemira, a preostalih dominantnih 
3/4 pripisuje se misterioznoj antigravitirajućoj tvari 
nazvanoj tamnom energijom. 

105уе prirodne strukture teže prema konfiguraciji 
minimalne energije 
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1. Počela 


u smislu da se molekule nekog kemijskog 
spoja mogu ipak razlikovati po prostornom 
uređenju atoma u molekuli. U tom slučaju 
govorimo o izomerima pojedinih spojeva koji 
mogu, ali ne moraju, imati nešto različita 
svojstva. 

Dimenzije atoma i molekula reda su angs- 
trema!!(1A=10—10 metara), pa je to zaista 
sićušni svijet koji se jako razlikuje od onoga 
što vidimo oko nas. Atome i molekule drži 
na okupu električna sila, jedna od fundamen- 
talnih sila u prirodi. Ove osnovne strukture 
jako se opiru deformaciji što objašnjava re- 
lativnu čvrstoću krute materije. U tekućoj 
i plinovitoj materiji atomi i molekule su i 
dalje „čvrsti”, ali sile između njih su rela- 
tivno male (male s obzirom na kinetičku 
energiju njihovog kretanja), pa se pojedini 
atomi ili molekule ponašaju kao da su gotovo 
slobodne čestice. 

Bez obzira na agregatno stanje, tj. radi 
li se o čvrstom, tekućem ili plinovitom sta- 
nju materije, atomi i molekule nikada ne 
miruju. U plinovitom stanju atomi ili mole- 
kule nalaze se u stanju translatornog gibanja 
kojemu je, u slučaju da se radi o moleku- 
lama, općenito pridruženo i rotacijsko ili 
oscilatorno gibanje ili kombinacija jednog 
i drugog. U tekućinama je situacija slična, 
ali kod njih postoji sila koja drži čestice 
na okupu i to na udaljenostima reda angs- 
trema (0,1 nm). U čvrstim tijelima atomi ili 
molekule tvore općenito uređenu kristalnu 
strukturu. Ovi kristali mogu biti veliki, po- 
put oni kuhinjske soli, ili vrlo mali, poput 
onih u tvrdom metalu, a mogu biti prak- 
tički reda atomskih dimenzija kod nanokris- 
taličnih ili amorfnih tvari, kao npr. staklo 
i neki materijali visokih tehnologija. Ono 
što je bitno jest činjenica da ni u kristalu 
atomi ili molekule ne miruju već osciliraju 
oko svog prosječnog položaja. Ova oscilacija 
ne prestaje čak ni na apsolutnoj nuli što je 
posljedica zakona kvantne mehanike o čemu 


11 angstrem stara mjerna jedinica duljine nazvana 
po Andreasu Jonasu Angstrčmu, švedskom fizičaru 
zaslužnom za otkriće vodika u spektru Sunca (1862.) 
i kategoriziranje više od 1000 različitih linija Sunčeva 
spektra. Veoma prikladna jedinica u spektroskopiji 
koja se i dan danas, iako rjeđe, koristi u literaturi. 
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će još biti dosta govora. Kako temperatura 
raste, energija gibanja postaje sve veća, da 
bi u jednom času savladala sile koje drže 
tvar u čvrstom agregatnom stanju, pri čemu 
nastaje pojava taljenja. Kako temperatura 
tekućine raste, opet u jednom času kinetička 
energija čestica nadvlada privlačnu silu iz- 
među njih i tekućina se pretvara u paru, tj. 
plin. Pri hlađenju se odvija obrnuti slijed 
događaja, pa se sve poznate tvari kristali- 
ziraju prije apsolutne nule (OK  —2739%C), 
izuzev helija koji i na apsolutnoj nuli, pri 
normalnom tlaku ostaje tekućina. Ekspe- 
rimentalnu provjeru ovog stalnog gibanja 
možemo lako ostvariti tako da u vodi nači- 
nimo suspenziju sitnih čestica (razrijeđeno 
mlijeko je sasvim adekvatno), pa ih proma- 
tramo pod mikroskopom. Opazit ćemo da 
čestice stalno ,skakuću" u svim smjerovima 
jer ih iz svih smjerova udaraju molekule vode. 
Ovo nazivamo Brownovo gibanje. (Molekule 
vode, dakako, ne vidimo pod običnim mikro- 
skopom, jer su daleko manje od valne dužine 
svjetlosti!). Na kraju možemo napomenuti 
da se sve poznate tvari tale na temperatu- 
rama iznad ~ 4000K, a pretvaraju u plin 
iznad ~ 6000X. Na još višim temperatu- 
rama, vrlo visoka termička energija dovodi 
do razgrađivanja molekula pa zatim i atoma 
iz kojih počinju ,isparavati“ elektroni. Ovo 
isparavanje" nazivamo ionizacijom. Na vi- 
sokim temperaturama pojavljuje se, dakle, 
još jedno dodatno stanje materije koje nazi- 
vamo plazma, a to je mješavina elektrona i 
iona tj. atoma koji su izgubili jedan ili više 
elektrona pa nose pozitivni naboj. Na ek- 
stremno visokim temperaturama (> 10%X) 
atomi bivaju posve ogoljeni od elektrona i 
to najprije najlakši, a potom i teži kemijski 
elementi. Materija pod ovim ekstremnim 
uvjetima nalazi se u zvijezdama. Ljudi su 
uspjeli stvoriti ovakve uvjete i na zemlji u 
eksplozijama termonuklearnih naprava, te 
sporadično u laboratorijskim uvjetima u po- 
kušajima realizacije kontrolirane fuzije. 


1.1.5 Osobitosti fizikalnih zakona 


Cilj fizičara je na osnovu promatranja i mje- 
renja prirodnih fenomena, te dedukcijom iz 
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poznatih elementarnih principa i primjenom 
postojećeg znanja, saznati kako funkcionira 
priroda. Vjerujemo da bi u principu bilo 
moguće čitavu prirodu razumjeti kad bismo 
znali osnovne zakone u cjelini. To nažalost 
ne znamo. Umjesto toga znamo određeni 
broj zakona koji na očigled nisu povezani 
nekim općenitim sveobuhvatnim principom. 
Dosadašnja istraživanja ukazuju na to da 
ovaj princip postoji s obzirom da smo u po- 
vijesti fizike u nekoliko navrata uspjeli neke 
prirodne zakone objediniti ili ih izvesti iz 
fundamentalnih principa. 


Situacija je danas daleko bolja od one koja 
je postojala sredinom prošlog stoljeća, da ne 
idemo dalje u prošlost. Svako malo svjedo- 
čimo da se, na prvi pogled, različite fizikalne 
pojave mogu povezati nekim zajedničkim 
osnovnim (ili barem fundamentalnijim) za- 
konom. Nekada su npr. fizičari smatrali da 
su elektricitet, svjetlost i magnetizam sasvim 
odvojene pojave koje nemaju nikakve među- 
sobne veze. Danas znamo da su te pojave 
manifestacija elektromagnetizma. Isto tako 
termodinamičke pojave dadu se objasniti u 
okviru onih istih zakona kvantne mehanike 
kojima objašnjavamo ostale vrlo različite ma- 
nifestacije materije, od čvrstoće dijamanta 
pa do kemijskog karaktera elemenata. 


Težnja je, dakle, fizičara da u proučavanju 
prirodnih pojava iznalazi zajedničke principe 
na osnovu kojih dolazi do poopćenja fizikal- 
nih zakona tako da se po izgledu različiti 
fenomeni mogu objasniti istim osnovnim Za- 
konom. Do koje mjere može ova generali- 
zacija napredovati? Kako što je već gore 
napomenuto, vjerujemo da će sve prirodne 
pojave jednom biti objašnjene jednim sve- 
obuhvatnim principom, ali u to ne možemo 
biti posve sigurni. Povijest fizike pokazuje 
da su se mnoge nade u ovom smislu izja- 
lovile. Ipak, zanimljivo je načiniti jedan 
pregled onog dijela fizike koji obuhvaća pri- 
jelaz iz klasične u modernu fiziku u smislu 
koji smo već definirali. 

Okviri klasične fizike ograničeni su na 
prostornu geometriju. U ovoj ,,areni" odvi- 
jaju se procesi u mediju koji nazivamo vre- 
menom. Osnovni predmeti koje klasična 
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fizika proučava su tijela ili čestice koja se 
ponašaju kao materijalne točke, a koja 
posjeduju neke osnovne osobine (čije nam 
porijeklo ne mora biti sasvim jasno) kao npr. 
inercija. Kretanje čestica u prostoru odvija 
se pod utjecajem sila. Vidimo da je kla- 
sična fizika raspolagala s mnogo informacija 
o pojavama. Mnogi fenomeni su detaljno 
proučavani. Zašto se neki fenomen dešavao 
nije se znalo. Klasična je fizika, dakle, uve- 
like deskriptivna; tek moderna fizika ulazi u 
analizu pojava na fundamentalnom nivou. 

Spoznaja da električne sile suštinski odre- 
đuju strukturu atoma i molekula predstavlja 
važan korak na pragu moderne fizike. Već 
smo ranije spomenuli da je čvrstoća mate- 
rije električnog porijekla. Dva naboja plus i 
minus međusobno se privlače. Ako su po iz- 
nosu jednaki i vrlo blizu, treći naboj na većoj 
udaljenosti neće tada osjećati značajnu silu, 
jer su se dva bliska naboja gotovo ,neutra- 
lizirali". Ako, ipak, treći naboj približimo 
prvom paru doći će do laganog privlačenja 
jer će odbijanje dvaju istih naboja dovesti do 
zbližavanja različitih. Tako, kad se atomi ili 
molekule dovoljno međusobno približe, do- 
lazi do laganog privlačenja jer jedni , vide" 
strukturu drugih. Тако je materija puna 
električnog naboja koji je dobro uravnotežen 
u smislu da je materija kao cjelina neutralna. 
Tek kad s nekog tijela skinemo određenu ko- 
ličinu naboja, npr. trenjem, pojavljuju se 
očiti električni fenomeni. 


1.1.6 Sile „na daljinu" 


Električna sila je daleko jača od gravitacij- 
ske. Kad bismo iz jednog zrnca pijeska mogli 
izvući sve elektrone, tako da ostanu samo po- 
zitivni naboji, pa kad bismo takva dva zrnca 
pijeska mogli u tom stanju držati na rastoja- 
nju od par metara oni bi se odbijali silom od 
nekoliko desetaka milijardi njutna!“! Elek- 
troni su nosioci negativnog naboja i mnogo 


I?njutn (eng., fra. newton, simbol N) je mjerna 
jedinica za silu i izvedena jedinica SI. Definira se kao 
sila potrebna da tijelu mase 1kg dade ubrzanje od 
1m/s*. Njutn se počeo primjenjivati 1904. godine, 
ali je tek 1948. službeno prihvaćen kao SI (MKS) 
jedinica. Težina je također sila, pa je stoga njutn 
i mjerna jedinica za težinu. U razgovornom jeziku 
često se griješi jer se težina izražava u kilogramima 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


12 
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su lakši od protona koji nose jednaki, ali 
suprotni naboj. Dok su protoni smješteni 
(zajedno s neutronima) u jezgri atoma, elek- 
troni se nalaze u atomskom omotaču i od- 
govorni su za kemijska svojstva elemenata 
i njihovih spojeva. Iz prethodno rečenoga 
jasno je da su naboji protona i elektrona pot- 
puno po iznosu jednaki, jer bi u suprotnome 
i najmanja razlika dovela do velikih odstupa- 
nja od neutralnosti materije i do golemih sila 
unutar materije i u svemiru općenito. Ova 
egzaktna kvantizacija naboja jedna je od os- 
novnih osobina materije. Sam ,, mehanizam" 
te osobine još je nedovoljno jasan. 


Slika 1.7: Boškovićev zakon sila, sile na da- 
ljinu i neproničnost 


Već iz onoga što je do sada rečeno, jasno 
je da djelovanje sila na udaljenost, kao npr. 
između dvaju naboja, iziskuje precizniji opis. 
Klasična fizika uvela je pojam polje sile. 
Konkretno, u slučaju električne sile kažemo 
da neki električni naboj stvara u prostoru 
oko sebe električno polje, tj. utječe tako 
da prostor oko njega dobije neku posebnu 


odnosno u jedinicama za masu. (Težina tijela mase 
Ikg iznosi otprilike 10N.) 
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osobinu. Ova osobina se očituje tako da 
neki drugi naboj koji se u tom prostoru 
nađe osjeti električnu silu čiji je smjer dje- 
lovanja usmjeren prema prvom naboju (ili 
protivno od njega). Ovaj pojam polja nije 
puka intelektualna ,vježba? čija svrha bi 
bila da lakše objasni djelovanje na daljinu. 
Ako se, naime, jedan naboj pomakne, onaj 
drugi naboj osjeti promjenu smjera i/ili iz- 
nosa sile, ali ta promjena stigne do tog dru- 
gog naboja tek nakon izvjesnog vremena, 
jer se promjena iznosa i smjera polja širi 
prostorom konačnom brzinom tj. brzinom 
svjetlosti. Zamislimo li naboj A i, na ne- 
koj udaljenosti od njega, naboj B, tada će 
pomak naboja A djelovati na naboj B, ali 
tek nakon nekog vremena t = d/c , gdje 
je d udaljenost između naboja (pretposta- 
vimo da su točkasti), a c je brzina svjetlosti 
(с = 3 х 105m/s). Ako naboj brzo zatitra, 
emitira elektromagnetski val koji se također 
kreće brzinom svjetlosti. Zanimljivo je na- 
pomenuti da mirujući naboj proizvodi silu 
na drugi naboj koja opada s kvadratom uda- 
ljenosti, dok brzo titrajući naboj proizvodi 
utjecaj (putem elektromagnetskog polja) na 
drugi naboj koji padalinearno s udaljenošću. 
Frekvencije elektromagnetskog polja pokri- 
vaju praktički beskonačno područje od nisko- 
frekventnih radiovalova (и = 105 — 106 Hz), 
preko videofrekventnih valova (v = 10% Hz), 
svjetlosti (и = 5 х 1014 — 101° Hz), x-zraka 
(= 1018 Hz), pa do y-zraka (и = 102! — 102" 
Hz). što je frekvencija viša to se elektromag- 
netski valovi sve više ponašaju kao čestice, 
a sve manje kao valovi o čemu ćemo još 
govoriti. 1° 

Tako smo, eto, došli do kvantnomehanič- 
kog karaktera elektromagnetskog zračenja 
i materijalnih čestica. Sve čestice materije 
ponašaju se također kao valovi. ,,Čestice" 
elektromagnetskog zračenja nazivamo foto- 
nima. Otkriće kvantne mehanike uslijedilo 
je početkom dvadesetog stoljeća, nakon što 
čitav niz eksperimentalnih rezultata nije mo- 


13Spomenimo usput se elektromagnetski valovi 
frekvencija viših od 1012 Hz detektiraju kao čes- 
tice bez mogućnosti mjerenja njihove frekvencije. 
Frekvencija se može ustanoviti indirektno iz ukupne 
energije čestice. 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


1.1 Struktura materije i svemira 


13 


gao biti objašnjen u okviru klasičnih modela. 
Otkriće kvantne mehanike je otvorilo nove 
obzore i omogućilo mnoga objašnjenja među 
kojima npr. i stabilnost materije. 


1.1.7 Kvantna mehanika 


Pojava novih saznanja i otkriće novih zakona 
dovodi odmah i do novog formalizma kojim 
se opisuju procesi. Einstein je uveo koncept 
vremensko-prostornog kontinuuma, a zatim 
i koncept zakrivljenog vremensko prostornog 
kontinuuma, da bi time obuhvatio i aspekte 
opće teorije relativnosti. Newtonovi za- 
koni dinamike tako postaju samo aproksima- 
cija uklopljena u širu sliku o prirodi. Iako se 
na ovom mjestu nećemo upuštati u detalje 
kvantne mehanike, valja ipak napomenuti 
neke njezine aspekte bez kojih je teško sagle- 
dati u potpunosti čak i elementarne pojave. 

U prvom redu materijalne čestice nemaju 
u prostoru određeno mjesto i, istovremeno, 
određeni impuls. Ovaj princip, koji je prvi 
otkrio Werner Karl Heisenberg, naziva se 
princip neodređenosti i ima vrlo jednos- 
tavnu formulaciju: 


On proizlazi direktno iz valne prirode mate- 
rijalnih čestica. Oznake Ag i Ap odnose se 
na neodređenost prostornih i impulsnih ko- 
ordinata u nekom određenom vremenskom 
trenutku, dok je Л Planckova konstanta. Po- 
gledajmo, kao primjer, kako ovaj princip 
objašnjava stabilnost materije. 

Dimenzije atomskih jezgara su reda ve- 
ličine 10-15m, dok su dimenzije potpunog 
atoma reda angstrema, tj. ~ 10710m. Go- 
tovo sva masa atoma nalazi se u jezgri (pro- 
ton je oko 1800 puta teži od elektrona). Ipak, 
jezgra je sićušna u usporedbi satomom. Kad 
bismo zamislili atom povećan tako da mu je 
jezgra veličine zrna maka (~ 1mm), vanjski 
omotač bi tada bio promjera 100 metara! 
Kako to da se elektroni drže na ovako veli- 
koj udaljenosti od jezgre? Što više, kako to 
da se ne sruše na jezgru, jer ih ova privlači 
električnom silom? Kad bi se svi atomski 
elektroni srušili na jezgru, materija bi od- 
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mah postala gušća za faktor 1015, pa bi 
npr. Zemlja postala kugla promjera od oko 
130 metara i gustoće od oko 3 milijarde ki- 
lograma po kubičnom milimetru! Princip 
neodređenosti nam odmah objašnjava zašto 
ipak elektroni ostaju tamo gdje jesu. Kad 
bi se elektron srušio na jezgru i tamo ostao, 
njegova neodređenost položaja u prostoru 
bila bi ograničena na udaljenosti koje su 
reda 1075 od onih u atomskom omotaču. 
Da bi relacija neodređenosti bila i dalje is- 
punjena, neodređenost u impulsu elektrona 
morala bi porasti za isti faktor (vodeći ra- 
čuna da impuls ima tri neovisna smjera). To 
znači da bi impuls elektrona mogao popri- 
miti vrijednosti koje odgovaraju energijama 
daleko većim od energije vezanja elektrona, 
u atomu. Tako ograničeni elektron odmah 
bi morao ,ispariti" s atoma! Jedan od os- 
novnih principa prirode je težnja svakog sis- 
tema da poprimi stanje minimalne energije. 
Da bi atom mogao poprimiti stanje mini- 
malne energije, princip neodređenosti poka- 
zuje kako se atomski elektroni ,odlučuju za 
kompromis" i ,lebde" upravo na udaljenos- 
tima od jezgre koje opažamo. Materija koju 
poznajemo oko nas je stoga vrlo ,rijetka" jer 
je i prostor atoma uglavnom ,šupalj". Ovo 
nije, dakako, posvuda slučaj u prirodi; ne- 
utronske zvijezde predstavljaju vrlo gustu 
materiju u kojoj sila gravitacije nadvladava 
težnju elektrona da formiraju atome. Tu su 
elektroni i protoni ,,degenerirali" u neutrone 
i cijela zvijezda je na neki način ogromna 
nukleonska ,,jezgra". 


Princip neodređenosti nam nadalje objaš- 
njava zbog čega atomi u kristalnoj rešetci ne 
miruju ni na apsolutnoj nuli. Kad bi se umi- 
rili, znali bismo njihovu lokaciju točnije (tj. 
Az bi bio manji), ali bi neodređenost u nji- 
hovom impulsu bila prevelika za stabilnost 
kristala. 


Ovdje se javlja jedno novo saznanje koje 
ima fundamentalan filozofski značaj. Zakoni 
kvantne mehanike impliciraju da je nemo- 
guće predvidjeti točno kako će se neki proces 
razvijati u danim okolnostima. Nasuprot 
tome, klasična mehanika točno predviđa da, 
npr. ako izbacimo neki projektil određenom 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


14 


1. Počela 


brzinom u određenom smjeru u određenom 
gravitacijskom polju moći ćemo predvidjeti, 
s proizvoljnom točnošću, mjesto pada pro- 
jektila. 

U okviru kvantnomehaničkog opisa doga- 
аја, nemoguće je ovako predviđati. Tako 
npr. ne možemo predvidjeti kada će neki 
atom emitirati kvant svjetlosti, a ni energiju 
tog kvanta s proizvoljnom točnošću. Isto 
tako, ako obasjamo skupinu atoma snopom 
svjetlosti, nemoguće je točno znati koji će 
atom apsorbirati kvant svjetlosti i kada će 
to biti. Valja napomenuti da razlog ovome 
nije u nedovoljnom poznavanju sistema u 
pitanju, već je razlog u prirodi fundamen- 
talnih procesa. Ovo implicira važnu reviziju 
klasičnog znanstvenog pristupa. U kvantnoj 
mehanici predviđamo događaje statistički 
znajući pri tome da se potpuno ista stvar 
nikada ne događa bez obzira koliko puta 
pokus ponovili. 

Koliko god, dakle, kvantnomehanički za- 
koni izgledali manje ,plauzibilni", pokusi 
pokazuje da su bez iznimke točni i stoga ih 
moramo prihvatiti. 


1.1.8 Fundamentalne sile 


Fundamentalne sile ili osnovne interakcije u 
prirodi su međudjelovanja između elementar- 
nih čestica na koja se sve ostale interakcije 
tijela u prirodi mogu svesti. Pored gravita- 
cijskog i elektromagnetskog međudjelovanja, 
koje smo već spominjali, tu su još jaka i 
slaba nuklearna sila. Dakle, sva poznata 
međudjelovanja trebala bi biti posljedice te 
četiri temeljne sile. Temeljna međudjelova- 
nja međusobno se razlikuju po česticama na 
koje djeluju, jakosti, dosegu i česticama koje 
ih prenose. Gravitacijsko međudjelovanje 
utječe na sve čestice koje imaju masu. Elek- 
tromagnetskom međudjelovanju podliježu 
sve čestice nabijene električnim nabojem. 
Jako nuklearno međudjelovanje djeluje na 
kvarkove i gluone, dok slaba nuklearna sila, 
djelovanje na kvarkove i leptone. Gravitacij- 
sko međudjelovanje između elementarnih čes- 
tica je iznimno slabo, slabo međudjelovanje 
je malo jače, elektromagnetsko još jače i jako 
je međudjelovanje najjače. Doseg elektro- 
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magnetskog i gravitacijskog međudjelovanja 
je beskonačan, a doseg jakog i slabog među- 
djelovanja je kratak, približno reda veličine 
promjera atomske jezgre. Jako međudje- 
lovanje prenose gluoni, elektromagnetsko 
fotoni, slabo WE bozoni і Z° bozon, dok 
bi gravitacijsko međudjelovanje po kvantno- 
mehaničkoj analogiji trebali prenositi gra- 
vitoni koji do danas (2024. op.ed.) nisu 
eksperimentalno potvrđeni. 


No i između samih fundamentalnih sila 
postoji stanovita povezljivost. Povijesno se 
veoma plodnim pokazalo ujedinjenje elek- 
tromagnetskog i slabog nuklearnog među- 
djelovanja. Ujedinjena tzv. elektroslaba 
sila okrunila je desetljeća teorijskih i ekspe- 
rimentalnih istraživanja u fizici elementarnih 
čestica.!“ Otkrićem Higgsiva bozona 2012. 
godine u ujedinjenu shemu fundamentalnih 
sila možemo uklopiti i jako nuklearno me- 
đudjelovanje.!? Najstarija pak poznata, 
gravitacijska, sila još uvijek se odupire kon- 
zistentnom uvezivanju u zajedničku, jedins- 
tvenu silu. Ipak danas vjerujemo da su u 
prvim trenucima formacije svemira sve sile 
bile ujedinjene u jednu jedinu ,,prasilu". Ta 
prasila se vrlo brzo nakon početka ekspan- 
zije svemira razbijanjem osnovnih simetrija 
razdvojila na sile koje danas poznajemo kao 
fundamentalne. 


1.1.9 Kvantna elektrodinamika 


Grana kvantne fizike koja se bavi elektromag- 
netskim fenomenima zove se kvantna elek- 
trodinamika. Analogno procesi u kojima 


14Nobelova nagrada za fiziku 1979. ravnopravno 
je dodijeljena Sheldonu Lee Glashowu, Abdusu Sa- 
lamu i Stevenu Weinbergu za njihov doprinos te- 
oriji ujedinjene slabe i elektromagnetske interakcije 
između elementarnih čestica, uključujući, između 
ostalog, predviđanje slabe neutralne struje. 

Nobelovu nagradu za fiziku 1999. podijelili su 
Gerardus 't Hooft i Martinus J.G. Veltman za razjaš- 
njenje kvantne strukture elektroslabih interakcija u 
fizici. 

IŠNobelova nagrada za fiziku 2013. zajednički је 
dodijeljena Francoisu Englertu i Peteru Higgsu za 
teoretsko otkriće mehanizma koji pridonosi našem 
razumijevanju podrijetla mase subatomskih čestica, 
a koji je nedavno potvrđen otkrićem predviđene 
temeljne čestice, eksperimentima ATLAS i CMS u 
CERN-ovom Velikom hadronskom sudaraču. 
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RELAT. | FUNKCIJA 
MEĐUDJELOVANJE TEORIJA | MEDIJATORI | akost DOSEGA DOSEG 
JAKA NUKLEARNA QCD | gluoni 1038 Tr 10—15 
ELEKTROMAGNETSKA | OED | fotoni 1036 1/r? оо 
SLABA NUKLEARNA QFD | WiZ bozoni | 1025 | e-"wzr/r? | 10718 
GRAVITACIJSKA GR gravitoni 10! 1/r? оо 


Tablica 1.1: Četiri fundamentalne sile i njihova relativna , jakost" 


sudjeluje jaka nuklearna sila (kvarkovi i glu- 
oni) opisuju se kvantnomehaničkim formaliz- 
mom koje nazivamo kvantna kromodina- 
mika. Foton, kao kvant elektromagnetskog 
zračenja i medijator elektromagnetske sile iz- 
među nabijenih tijela predstavlja česticu-val 
u punom kvantnomehaničkom smislu riječi, 
a u kvantnoj elektrodinamici i baždarni bo- 
zon spina 1. (Slika 1.6) 

Kvantna elektrodinamika (nazivana još i 
kvantna teorija polja) opisuje ponašanje čes- 
tica nabijenih električnim nabojem i objaš- 
njava sve elektromagnetske pojave. Formu- 
lirana je kasnih 1940-ih godina. Nastala je 
spajanjem relativističkih i kvantnomehanič- 
kih načela, a u tome je spoju rođeno novo 
baždarno načelo lokalne simetrije, važno i za 
ostala temeljna međudjelovanja. Kvantna 
elektrodinamika jedna je od najtočnijih te- 
orija polja i fizike uopće jer su njezina predvi- 
danja eksperimentalno provjerena do preciz- 
nosti jedan u milijardu (1:10%). Zbog takve 
preciznosti uzima se uzorom za teoriju polja. 

U toj teoriji elektromagnetsko međudjelo- 
vanje, kojemu je doseg beskonačan, opisuje 
se jednodimenzijskom U (1) simetrijom koja, 
najjednostavnije govoreći, opisuje simetriju 
vrtnje kruga. 

Kvantna elektrodinamika, zajedno sa svo- 
jim matematičkim metodama, spada u dobro 
zaokruženi i samousuglašeni formalizam koji 
nam omogućava formalni opis fenomena elek- 
trodinamike (Feynmanovi dijagrami). To ne 
znači, dakako, da u praksi možemo baš sve 
izračunati, jer su analitičke metode ograni- 
čene. No, kako raste računalna moć, tako 
rastu i mogućnosti numeričkih metoda, pa 
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vjerujemo da će se u budućnosti moći kvan- 
titativno predskazati i detalji vrlo složenih 
procesa što će, između ostalog, pridonijeti i 
mogućnostima modernih eksperimentalnih 
tehnologija. 

Kvantna elektrodinamika je najbolja fizi- 
kalna teorija koju imamo. Divergentne inte- 
grale koji se javljaju u proračunima možemo 
sustavno pregrupirati (renormalizabilnost), 
te zbog male (bezdimenzionalne) konstante 
vezanja koja opisuje interakciju fotona, ba- 
ždarne čestice elektromagnetskog polja, s 
nabijenim česticama numerički proračuni re- 
lativno brzo konvergiraju da bi se numerički 
veoma precizno približili eksperimentalno 
mjerenim vrijednostima (slaganja preciznija 
od 1 u deset milijuna dijelova). Ta kons- 
tanta vezanja naziva se i konstanta fine 
strukture i u fiziku ju je uveo Arnold Som- 
merfeld!“ 


oa ۴6۴د‎ U gar 


gdje je e elementarni naboj, c brzina svje- 
tlost, a Л Planckova konstanta. єр је 
standardna dielektrična permitivnost (kons- 
tanta) vakuuma. 


1617 ovom odjeljku spomenuta su dva fizičara koja 
su svojim edukativnim radom stvarala generacije 
fizičara: Arnolda Sommerfelda (1868.—1951.) i Ric- 
harda Feynmana (1918.-1988.). Prvi nam je ostavio 
u nasljeđe glasovita predavanja iz teorijske fizike 
Vorlesungen über theoretische Physik (> Sommer- 
feld, 1952) u 6 svezaka, a drugi čuvene lekcije iz 
fizike Feynamn Lectures on Physics (> Feynman, 
1963) u tri sveska. 
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1.1.10 Antičestice i antimaterija 


Čim su načinjeni značajniji prodori u kvant- 
noj mehanici postalo je jasno da formalizam 
predviđa postojanje antičestica, tj. antima- 
terije. Antielektron, koji se češće naziva pozi- 
tron, otkriven je u kozmičkim zrakama 1937. 
godine, dok je antiproton otkriven i identifi- 
ciran 1960. godine. 

Antičestice međudjeluju s česticama iste 
vrste, npr. pozitron s elektronom, antipro- 
ton s protonom, tako da se anihiliraju. 
Pri tome ukupna energija (uključujući i 
masu mirovanja) biva oslobođena u vidu 
Yy-zraka (obično dviju) u slučaju elektron- 
pozitron anihilacije i r-mezona u slučaju 
proton-antiproton anihilacije. 

Kako objasniti antimateriju? Zapravo 
problem se svodi na objašnjenje postojanja 
materije! U svojim prvim trenucima nas- 
tanka, odmah nakon iskonskog praska (,,Big 
Bang”), cijeli svemir se sastojao od radijacij- 
ske energije. Razbijanjem simetrija iskonske 
»prasile" došlo je, ne samo do pojave četiriju 
fundamentalnih sila, veći do male asimetrije 
između količine materije i antimaterije u pri- 
log onoga što nazivamo materijom. Ovaj 
vid energije koji nazivamo materijom još je 
uvijek sićušni dio ukupne energije svemira. 
Postulat o postojanju antimaterije prvi je 
detaljnije razradio P.A.M. Dirac. 

U članku The quantum theory of the elec- 
tron (> Dirac, 1928) objavljenom 1. veljače 
1928. godine P.A.M. Dirac teorijskim raz- 
matranjima predviđa postojanje pozitrona: 
antičestice elektrona. Linearizirajući rela- 
tivistički invarijantnu valnu jednadžbu za 
čestice s masom pojašnjava pojam spina i 
uvodi pojam antičestice. U biti ovaj članak 
predstavlja začetak kvantne teorije polja, 
dominantnog fizikalnog svjetonazora suvre- 
mene fizike elementarnih čestica. 

U nastojanju da laiku predoči antimate- 
riju, Dirac je tumačio pojam vakuuma kao 
»more" negativnih energija čija su energijska 
stanja sva popunjena. Iznad površine tog 
»mora" (koja odgovara stanju E=0) nalazi 
se „zrak” koji odgovara stanjima pozitivnih 
energija koja su sva prazna; pogledaj sliku 
1.8. Ako sada u ,moru" načinimo „rupu” 
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stanja 


popunjena 


A Dirac-ovo | 
"more" 


antičestica 


Slika 1.8: (a) Naivna slika vakuuma kao 
,mora" popunjenih stanja negativnom ener- 
gijom. (b) Fotografija prvog uočenog pozi- 
trona u maglenoj komori. Debela horizon- 
talna linija je olovna ploča. Pozitron ulazi 
u komoru u donjem lijevom dijelu slike, i 
pod utjecajem magnetskog polja okomitog 
na ravninu slike zakreće prema gore. 


time što ispraznimo jedno stanje negativne 
energije ра ga „premjestimo” na mjesto u 
»zraku" na jednakoj udaljenosti od nivoa 
E=0 dobili smo par novih energijskih stanja, 
jedno upražnjeno negativno i jedno popu- 
njeno pozitivno, a to odgovara paru čestica- 
antičestica. Ovo se eksperimentalno dade 
i izvesti. Ovako stvoreni par se može tada 
anihilirati . Pri toj anihilaciji ,pada" po- 
punjeno stanje pozitivne energije u ,,rupu" 
negativne energije u ,moru". Razlika ener- 
gije koja se pri tome oslobađa očituje se kao 
emisija radijacije ili čestica, kako je to već 
opisano. Nažalost, Diracova slika je zaista 
od interesa samo laicima i nije od naročite 
koristi profesionalnom fizičaru. Studentu 
ova zorna analogija može poslužiti tek kao 
pojmovno uporište. 
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1.1.11 Atomska jezgra 


U dosadašnjim razmatranjima, a što je vid- 
ljivo i iz tablice 1.1, izgleda da su najintri- 
gantniji fizikalni sustavi baš atomske jezgre. 
I to ne samo zbog toga što su jaka i slaba 
nuklearna sila malog dosega i zbog toga te- 
ško dostupni našim eksperimentalnim uređa- 
jima već i zbog toga što je jedina baždarna 
teorija koju imamo za jaku nuklearnu silu 
ona koja teorijski opisuje interakcije kvar- 
kova i gluona unutar hadrona, kvantna kro- 
modinamika. Kvantna kromodinamika 
jest u neku ruku analogna teorija kvant- 
noj elektrodinamici, no puno je složenije 
prirode, a i konstanta vezanja kvarkova i 
gluona više nije tako mala do bismo se mo- 
gli relativno jeftino domoći rezultata koje 
nam formalna rješenja renormalizabilnih ba- 
ždarnih teorija mogu ponuditi. Kvantna kro- 
modinamika ionako nadilazi problematike 
koje u ovoj knjizi želimo razmatrati. Stoga 
ćemo se, na ovom mjestu, malo vratiti prema 
sredini XX. stoljeća i ponoviti neke ključne 
momente ,,klasične nuklearne fizike" koja bi 
nam u našim daljnjim razmatranjima mogla 
biti od koristi. 

Već sama činjenica da se veći broj čes- 
tica istog naboja (protona) nalazi zajedno 
u atomskoj jezgri pokazuje da postoji neka 
sila jača od električne koja ove čestice drži 
na okupu. Tradicionalno, ovu silu nazivamo 
nuklearnom silom ili općenitije jakom silom. 
Ona je stotinjak puta jača od električne sile, 
ali joj je domet vrlo kratak, pa djeluje samo 
između dvaju susjednih nukleona. Atomske 
jezgre su stoga vrlo čvrste strukture, ali kako 
broj nukleona u jezgri raste, vidljivo je da 
će ukupno djelovanje električne sile (koja 
teži da rasturi jezgru) biti proporcionalno 
volumenu jezgre, dok će ukupno djelovanje 
nuklearne sile (koja drži jezgru na okupu) 
biti proporcionalno površini presjeka jezgre 
(jer kratki domet nuklearne sile ima karakter 
„ljepila” između nukleona). Ovo je i razlog 
postojanja ograničenog broja nukleona u jez- 
gri, a time i broja kemijskih elemenata. 

Teorijski modeli nuklearne sile imaju dugu 
i zanimljivu povijest u koju, također, ne mo- 
žemo detaljnije ulaziti. Hideki Yukava je 
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bio prvi fizičar koji je pokušao povući odre- 
denu usporedbu između elektromagnetske i 
nuklearne sile. Krenuvši od pretpostavke da 
je foton kvant elektromagnetskog polja, on 
je pretpostavio da postoji također i kvant 
polja jake sile, ali, zbog kratkog dosega ove 
sile, kvant polja nuklearne sile mora imati 
konačnu masu mirovanja. Ovu masu je Yu- 
kawa i izračunao. Hipotetičke čestice su na- 
zvane mezoni po tome što im je masa neg- 
dje između mase elektrona i protona. Kad 
je kasnije otkriven mion!" , smatralo se da 
je načinjen veliki korak prema rješavanju 
problema nuklearne sile i Yukawa je dobio 
Nobelovu nagradu. Nažalost, prošlo je od 
tada mnogo godina dok se problem jake sile 
nije počeo rješavati. Danas znamo da nuk- 
leoni nisu fundamentalne čestice već se oni 
sastoje od kvarkova, pa bit jake sile va- 
lja tražiti u česticama koje su nosioci sila 
između kvarkova. Njih nazivamo gluoni s 
obzirom da na neki način „іјере” kvarkove 
u tzv. kolorne singlete. Inače se uopćeno 
kvanti polja, odnosno prenosioci sila nazi- 
vaju propagatori. Na ove probleme ćemo 
se još navraćati. 

Dok je potraga za plauzibilnim modelom 
nuklearnih sila bila u toku, eksperimentalna 
istraživanja su otkrila veliki broj hadrona. 
Tako su otkriveni brojni mezoni: п, по, 
K+, КО, КО, р, w i kasnije druge ,egzo- 
tične” čestice. Otkrivene su i nestabilne čes- 
tice zasnovane na osnovnom stanju nukleona. 
Njima dajemo kolektivno ime, barioni, jer 
je konačni produkt njihovog raspada proton. 
Među njima su ЛО, +, X0, 27, 50 i Q7, te 
čitav niz bariona koji predstavljaju kratko- 
trajno pobuđena stanja protona i neutrona 
(tzv. rezonancije). 


Veliki dio hadrona prvotno je pronađen u 


17Mion je prvotno, povijesno nazivan i u— mezon 
s obzirom da mu je masa mirovanja bila između 
masa mirovanja elektrona i protona. Danas mezo- 
nima isključivo nazivamo hadrone sastavljene od dva 
kvarka (kvarka i antikvarka zapravo) za razliku od 
onih hadrona sazdanih od tri kvarka koje nazivamo 
barioni. Mezoni, za razliku od miona koji je lepton, 
imaju važne uloge u razumijevanju koncepta jake 
nuklearne sile, dok su mioni značajniji za pojave 
koje uključuju tzv. slabe raspade, odnosno slabu 
nuklearnu silu. 
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Slika 1.9: Tragovi čestica u fotografskoj 
emulziji. Na slici prvi opaženi raspad hipe- 
rjezgre. Visokoenergijski proton kozmičkog 
zračenja p u interakciji s jezgrom A stvara 
hiperfragment f koji se u točki B raspada u 
tri nabijene čestice (> Wroblewsk, 2004) 


maglenim komorama eksponiranim kozmič- 
kim zrakama na velikim nadmorskim visi- 
nama. Primjer takva otkrića je otkriće A 
čestica u kozmičkim zrakama prikazano na 
slici 1.9. Ti hadroni poslije su zajedno s 
hadronima ,,rijetke pojavnosti" potvrđeni i 
u laboratorijskim eksperimentima s mezon- 
skim snopovima proizvedenima u sudarima 
protona s produkcijskom metom građenom 
od atoma lakših elemenata. Nuklearne eks- 
perimente sa snopovima vođenih mezona 
može se raditi samo s najlakšim mezonima 
koje je u tim sudarima moguće proizvesti u 
dovoljnom broju. Od mezonskih proba tako 
su nam na raspolaganju samo nabijeni pioni 
mase mirovanja 139,57MeV/e? i kaoni mase 
mirovanja 493,67MeV/e? (Slika 1.10) uz na- 
pomenu da je kaonski snop zapravo pionski 
snop „onečišćen” tek s nekoliko postotaka, 
kaona veoma kratkog vremena poluraspada, 
pa eksperimentiranja s njima zahtjeva rela- 
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tivno malu protežnost detektorskih sustava. 


چې مې هدم د K‏ 


UK gleda E 1 TO р патот‏ نن 
400 300 200 500 
Р, (MeV/c)‏ 


تين فصا 
0 300 200 


Slika 1.10: Udarni presjek za raspršenje ne- 
gativnih kaona (K7) na protonima. Razli- 
čite nuklearne reakcije očituju se različitim 
rezonantnim ponašanjem (stanjima). 


Fizika koji se bavi proučavanjem funda- 
mentalnih interakcija između tih najsitnijih 
djelića materije zove se fizika elementarnih 
čestica. Višekratno ćemo se navraćati na 
detalje strukture materije, no za sada samo 
kažimo to da se svi mezoni konačno raspa- 
daju na elektrone і neutrine (e*,v), koji 
spadaju u stabilne leptone. Svi barioni se 
raspadaju konačno na protone. Osim elek- 
trona i neutrina postoje i nestabilni leptoni, 
a to su u? i r=. Uz svaki nabijeni lepton 
ide i odgovarajući neutrino, tako da imamo 
ukupno tri familije leptona (Slika 1.6). Lep- 
toni nisu podložni djelovanju jake sile već 
samo slabe i, u slučaju električno nabijenih, 
električne. Iz toga je vidljivo da neutrini 
vrlo slabo međudjeluju s materijom što je 
eksperimentalno potvrđeno. 


1.1.12 Slaba sila, 7-۲٠5 030 i neutrini 


Neutron kao neutralni „parnjak” protona do- 
bro se uklopio u objašnjene izotopske (ma- 
sene) strukture kemijskih elemenata. No 
kontinuirani spektar elektrona (Slika 1.11) 
nastalih u beta-raspadu izotopa elemenata 
bacio je fizičare u nove probleme. Kako 
bi objasnio očuvanje energije u nuklearnim 
procesima (npr. 13 4 137 +еї + ve) Wol- 
fgang Pauli pretpostavio je postojanje ne- 
utrina. Nakon što je James Chadwick 1932. 
i eksperimentalno formalno otkrio neutron, 
Enrico Fermi je 1934. Paulijevu česticu ugra- 
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dio u svoju teoriju slabe sile i nazvao je ne- 
utrinom (malim neutronom). 


očekivana 
energija elektrona 


opaženi spektar 
energija 


broj elektrona 


Se krajnja točka 
spektra 


energija 


Slika 1.11: Energijski spektar elektrona u 
beta-raspadu 


Pogledajmo par tipičnih reakcija karakte- 
rističnih za slabu silu i A—raspad Као npr.: 
нана 
n ==> pt dić. spike 


وو موو موس 


U pokusima obrnutog P-raspada koje 
je (1954-56) izveo Frederick Reines eks- 
perimentalno su verificirani elektronski ne- 
utrini. Elektronski antineutrini opaženi su 
pri uhvatu kojim se, u skladu s Fermijevom 
teorijom, na jezgrama vodika stvaraju ne- 
utroni i pozitroni: ve Рр у n+e?. Akcelera- 
torski pokusi omogućili su otkriće mionskih 
Vu (1962) i tauonskih v, (sredinom sedam- 
desetih) neutrina, koji se stvaraju u paru s 
mionima i tauonima. 

Neutrino je možda najintrigantnija suba- 
tomska čestica. Lepton bez električnoga na- 
boja i spina, iznimno male mase (teorijski) 
koju je eksperimentalno nemoguće izmjeriti 
i spina 1/2 giba se brzinama bliskom brzini 
svjetlosti i jako rijetko reagira s materijom. 
Kroz povijest, pa i danas, je neutrinima pri- 
davan i izuzetan kozmološki značaj. 

Kako je već spomenuto, između slabe i 
elektromagnetske sile postoji uska veza. Si- 
metrija između njih je narušena utoliko što 
je propagator slabe sile, tzv. vektorski bo- 
zon, čestica (zapravo skupina od tri čestice; 
W= i 7°) s velikom masom mirovanja, ра 
stoga slaba sila ima vrlo kratak domet. 
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1.1.13 Ujedinjenje fundamentalnih sila 


Zadnja dva stoljeća eksperimentalnog ra- 
zvoja fizikalnih spoznaja teorijsku su fiziku 
približila metafizičkoj ideji ujedinjenja poz- 
natih fundamentalnih sila (eng. Grand Uni- 
fied Theory, GUT) u jedinstvenu prasilu 
koja je dominantno upravljala procesima ra- 
nog razvoja Svemira, a iz koje su se slije- 
dom hlađenja i ekspanzije Svemira razvile 
sve danas poznate „fundamentalne interak- 
cije", elektromagnetska, slaba i jaka nukle- 
arna sila. Dakle Teorija velikog objedinjenja 
(GUT) bila bi bilo koji model u fizici elemen- 
tarnih čestica koji spaja elektromagnetske, 
slabe i jake sile (tri tipa interakcija pozna- 
tih Standardnom modelu) u jednu Silu pri 
ekstremno visokim energijama što odgovara 
uvjetima koji su vladali u ranom Svemiru. 
lako tu ujedinjenu silu nije moguće iz- 
ravno promatrati, GUT modeli teorijski 
predmnijevaju njezina svojstva koristeći for- 
mulacije kvantne teorije polja za pojedine 
danas poznate interakcije, te primjenjujući 
metafizički princip spontanog narušenja si- 
metrije koji pojašnjava evoluciju ove prasile 
u danas poznate ,,fundamentalne" interak- 
cije. Shema elementarnih čestica i prenosi- 
oca njihovih interakcije prikazana na slici 
1.6, poznata i kao Standardni model, repre- 
zentira naše najbolje znanstvene spoznaje 
fenomenologije tog ujedinjenja. 


1.1.14 = Gravitacijsko sažimanje i zvijezde 


GUT ne sadrži gravitaciju. Temeljni razlog 
je to što do danas (2024. godine op.aut.) 
nije formulirana zadovoljavajuća kvantna 
teorija gravitacije. 

Jakost gravitacije je svega 1074? jakosti 
nuklearne sile, ali je uvijek privlačna i be- 
skonačnog dosega. To znači da će sila na 
pojedini česticu biti proporcionalna iznosu 
polja, a ovo opet količini materije na nekom 
danom mjestu. 

Koncem 18. stoljeća John Mitchell (> 
Mitchell, 1784) je prvi iznio pretpostavku, 
zasnovanu na konceptu konačne brzine svje- 
tlosti i njezine korpuskularne prirode (prema 
Newtonu) da bi gravitacijsko polje dovoljno 
masivne zvijezde moglo imati za posljedicu 
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da ova postane nevidljiva, jer se čestice svje- 
tlosti ne bi mogle ,,popeti" uz takvo jako gra- 
vitacijsko polje. Prihvaćanjem valne teorije 
svjetlosti, ova pretpostavka je zanemarena, 
ali ne za dugo. Kad je Einstein formulirao 
svoju Opću teoriju relativnosti, djelovanje 
gravitacije na svjetlost postalo je jasno i 
uskoro eksperimentalno potvrđeno. 

Godine 1928., na svom dugom putu bro- 
dom iz Indije u Englesku, Subrahmanian 
Chandrasekhar kreće nazivan i ,Chandra" 
došao je do zaključka da bi dovoljno masivna 
zvijezda mogla kolapsirati u novo stanje ma- 
terije. !> 

Ispočetka je Chandra bio ismijan zbog 
svoje hipoteze. Kad se smijeh stišao mnogi 
su shvatili da ima pravo. Da bismo shva- 
tili kako je Chandra došao do ove hipoteze, 
poslužit ćemo se argumentima koje je prvi 
iznio Lev Davidovič Landau u vezi s bijelim 
patuljcima i neutronskim zvijezdama. 

Kad zvijezda potroši cijelo svoje termo- 
nuklearno gorivo, gravitacija dovede do kon- 
trakcije radijusa zvijezde, sve dok odbojna 
sila između elektrona, koja nastaje kao re- 
zultat Pulijevog principa ekskluzije, ne us- 
postavi ponovno ravnotežu. Ako je zvijezda 
dovoljno masivna, ova sila biva savladana 
i elektroni se ,,sruše" na jezgru. Landau je 
pokazao da u tom slučaju Paulijev princip 
i dalje nastavlja djelovati između nukleona 
(koji su sada već neutroni). Ovako nastalu 
zvijezdu nazivamo neutronska zvijezda iz 
sasvim očitog razloga. Njihova gustoća je 
reda 1015-1016 g/cm? što odgovara gustoći 
nuklearne materije. No, dalje propadanje 
materije je zaustavljeno zbog sile između ne- 
utrona, koja je također posljedica Paulijeve 
ekskluzije. Radijus ovakvi zvijezda je reda 
veličane desetaka kilometara. 

Ovdje možemo navesti neke brojčane po- 
datke o uvjetima formacije raznih zvijezda. 
Bijeli patuljak: m < mg, gdje je mg masa 
našeg Sunca. Kod gustoće p= 10% g/cm? jez- 
gre i elektronski plin su poput gustog metala. 
Ako zvijezdu od 3m g sažmemo na r < 9 km, 
dobijemo crnu rupu (collapsar); za m ~ 1.2 


18Sam naziv crna rupa, koja se danas koristi 
za zvijezdu koja kolapsira u singularitet, skovao je 
kasnije Wheeler. 
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mg dobijemo neutronsku zvijezdu; г = 10 
km, p = 1014 g/cm*. Zvijezda mase veće od 
З mg sama od sebe kolapsira u crnu rupu gra- 
vitacijskim urušavanjem. Kad bismo Sunce 
(ms) mogli sabiti па r ~ З km, dobili bismo 
crnu rupu ireverzibilnim procesom. Slično i 
za Zemlju, ali т ~ 1 cm. Gustoća, međutim, 
raste kako crna rupa biva manja! Dakle, Sc- 
hwarzschildov radijus!" , rsw, je manji 
za manja tijela; Zemlju valja sabiti jače od 
Sunca, a zvijezdu od, primjerice З mg, ma- 
nje od Sunca. Za masu reda 4.5х109 mg, 
rsw = 2х (radijus našeg Sunčevog sustava) 
ali p= 1 g/cm*. Dakle, možemo crnu rupu 
načiniti i od vode ako je imamo dovoljno! 


1.1.15 Crne rupe 


Ako masa zvijezde prijeđe određeni limit 
(nazivamo ga i Schwarzschildov limit, a to 
је ~ 1.5 mase našeg Sunca) dolazi do da- 
ljeg kolapsa materije, jer ni Paulijeva eks- 
kluzija ne može više podržavati neutrone u 
fermionskom stanju. Materija se urušava u 
singularitet! No, što je to? 

Oppenheimer je među prvima (1939.) 
ukazao da bi takav singularitet bio izvan 
dostupa promatrača, jer se ni svjetlost pa 
stoga ni bilo što drugo, ne bi moglo otisnuti 
s područja singulariteta. Preciznije, postoji 
sferna ploha, unutar koje je gravitacijsko 
polje jače od ,kritičnog" kod kojega konus 
svjetlosti kolabira, tj. zakrivljen je tako da 
svjetlost ne može napustiti površinu te plohe. 
Za sve radijuse veće od kritičnog, svjetlost 
može napustiti područje, uz razne iznose cr- 
venog pomaka u ovisnosti od gravitacijskog 
polja. Ova „kritična sferna ploha" ima svoj 
naziv: apsolutni horizont događanja. 

Penrose i Hawking su prvi vršili teorij- 
ska razmatranja o mogućoj fizici unutar 
apsolutnog horizonta događanja. Njihova 
su teorijska razmatranja pokazala da pred- 


1%Schwarzschildov radijus omeđuje područje gra- 
vitacijskog polja unutar kojega se tijelo nepovratno 
urušava. Primjerice kako bi se odredio gravitacijski 
polumjer neke crne rupe, njezina se gravitacijska 
potencijalna energija može izjednačiti s kinetičkom 
energijom tijela mase m koje se u njezinu gravi- 
tacijskom polju giba brzinom svjetlosti c, dakle: 
GMm/R=me/2,tj. R=2GM/e, gdje је G gra- 
vitacijska konstanta, M masa crne rupe. 
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meti unutar apsolutnog horizonta ne moraju 
nužno završiti u singularitetu, već mogu, npr. 
projuriti mimo njega kroz vremensko pros- 
torne ,, crvotočine" (eng. wormholes). To bi 
impliciralo vremensko kretanje unazad što, 
u najmanju ruku, predstavlja intrigantno- 
kontroverzan fizikalni fenomen. 


Dalja ispitivanja W. Israela, R. Penrosea i 
J. Wheelera, te K. Schwarzschilda, pokazala 
su da prilikom kolapsa nerotirajuće zvijezde 
dolazi do gravitacijskog zračenja (analogno 
zračenju ubrzanog elektrona u elektromag- 
netskom polju). Detaljni argumenti su slo- 
ženi, ali rezultat je da, zbog emisije gravi- 
tacijskih valova, crna rupa mora konačno 
poprimiti sferičan oblik, čak i onda ako joj 
prvobitni oblik nije bio takav. Bitno je jedno: 
sve savršeno sferične crne rupe su potpuno 
identične! Što je s rotirajućim zvijezdama u 
kolapsu? Godine 1963. R. Kerr je pokazao 
da rotirajuće zvijezde formiraju rotirajuće 
crne rupe, čiji horizonti događanja nisu sfe- 
rični, već su obratni sferoidi. No čak i tada 
su sve iste, te se razlikuju samo po masi i 
brzini rotacije. Ono što je bitno jest to da 
crne rupe ne pulsiraju i ne posjeduju druge 
oblike strukture. 


Promatranja Maartena Schmidta (1963.) 
i Jocelyn Bell Burnell (1967.) dovela su do 
otkrića kvazara (eng. guasars, quasi-stellar 
objects) odnosno pulsara (eng. pulsating 
radio source), što je indirektno potvrdilo 
postojanje (ili barem ukazalo na mogućnost 
postojanja) crnih rupa, odnosno neutronskih 
zvijezda. Jedan od prvih kandidata za crnu 
rupu bio je dvojni sistem zvijezda, Cygnus 
X-1, od kojih je jedan član crna rupa koja 
emitira x-zrake što dolaze najvjerojatnije od 
materije koja, u spiralnoj putanji, propada 
u crnu rupu s drugog člana dvojnog sistema. 
Iz oblika putanje vidljivog člana sistema pro- 
izlazi da nevidljivi član ima masu oko 6 Mg 
(Ms= masa Sunca) dakle, mnogo veću od 
limita stabilnosti bijelog patuljka. Od tada 
je otkriveno mnogo sistema sličnih Cygnusu. 
Osim toga, galaksije se rotiraju prebrzo pri 
sredini (i presporo pri periferiji) da bi se ovo 
ponašanje moglo objasniti samo na osnovi 
vidljive materije u njima pa se smatra da 
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mnoge imaju u središtu crnu rupu. Postoji 
jaka indikacija da i u središtu naše galaksije 
također postoji crna rupa. 

Također postoji velika vjerojatnost da su 
se, u prvim trenucima formacije Svemira, 
obrazovale crne rupa relativno malih masa, 
recimo par stotina tisuća tona. Ovo je moglo 
nastati kao rezultat nehomogenosti primo- 
dijalnog Svemira. Jesu li neke od tih ,iskon- 
skih” crnih rupa „još žive" i, ako jesu, kako 
ih detektirati? 


1.1.16 Hawkingovo zračenje 


Godine 1973. S.W. Hawking, Y. Zeljdovič 
i A. Starobinski došli su neovisno do za- 
ključka, na osnovi složenih matematičkih 
argumenata kvantne mehanike i termodina- 
mike, da crne rupe emitiraju radijaciju sličnu 
radijaciji crnog tijela! Kako to kad, upravo 
po definiciji, crna rupa ne bi smjela zračiti! 
Na osnovi kvantnomehaničkih argumenata 
zaključeno je da radijacija ne potječe iz same 
crne rupe, već iz dijela prostora koji je ne- 
posredno izvan horizonta događanja. Ovaj 
prostor jest doduše vakuum, ali prisjetimo 
se da kvantnomehanički vakuum nije „рга- 
zan” jer bi to značilo da su, baš u svakoj 
točki, sva polja uvijek točno nula. Polja, da- 
kako, nisu nula, nego fluktuiraju oko nulte 
energije. Princip neodređenosti nam kaže 
da је ЛЕЛЕ 2 h ра, za dovoljno male inter- 
vale vremena, energija vakuuma može biti 
znatna. 

U tim fluktuacijama nastaju parovi virtu- 
alnih fotona, virtualnih elektrona, te masiv- 
niji virtualni parovi čestica-antičestica (Slika 
1.12). S obzirom da se kreacija para odvija 
unutar iznimno kratkog vremena koje je eks- 
perimentalno nemoguće direktno opažati, ali 
kvantnomehanički račun indirektno potvr- 
đuje njihovo postojanje, nastale čestice na- 
zivamo virtualnim česticama. Ponekad se 
dogodi da virtualni par čestica-antičestica 
nastane tik pri horizontu događanja. Pri 
tom čestica ,negativne energije" upada u 
crnu rupu, dok čestica „pozitivne energije” 
para uspijeva ,pobjeći". Kad se to dogodi 
»odbjegla" čestica prelazi iz virtualnog u re- 
alno stanje. Čestica koja ostane izvan hori- 
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zonta događanja opaža se kao Hawkingovo 
zračenje, dok čestica koja padne u crnu 
rupu, s obzirom da joj je energija negativna, 
rezultira gubitkom energije crne rupe (ispa- 
ravanje). 


parovi virtualnih čestica 


دو 
x‏ 


čestica koja upada 
и сєгїї rupu 
Ana 


Hawkingovo 
zračenje 


singularitet 


horizont 
događanja 


ergosfera 


Slika 1.12: Hawkingovo zračenje i fluktuacije 
vakuuma u blizini horizonta događanja. (1) 
Virtualni par čestica-antičestica. (2) , Raz- 
dvajanje" para virtualnih čestica na hori- 
zontu događanja. Čestica pozitivne energije 
biva izračena tzv. Hawkingovim zračenjem, 
čestica negativne energije biva uhvaćena u 
crnu rupu što rezultira smanjenjem njene 
ukupne mase, tzv. isparavanje. (3) Anihi- 
lacija para zarobljenog u ergosferi rezultira, 
nepromijenjenim stanjem energije crne rupe. 


Pojednostavljeno gledano, koristeći zakon 
sačuvanja energije, fluktuacije vakuuma u 
blizini horizonta događanja rezultiraju kre- 
acijom čestica pozitivne energije koje se iz- 
rače u Svemir (Hawkingovo zračenje) što se 
energijski kompenzira ,iščezavanjem/" jed- 
nake količine energije na račun „таѕе” crne 
rupe (isparavanje). 

Zanimljivost ove pojave leži u tome da su 
za njeno nastajanje ključni, s jedne strane 
kvantnomehanički efekti (fluktuacije vaku- 
uma), a s druge strane gravitacijski efekti 
(horizont crne rupe). Spajanje gravitacije 
i kvantne mehanike u tzv. Teoriju svega 
(СОТ) je jedan od istaknutijih ciljeva mo- 
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derne fizike. Zbog toga se svaka nova teorija 
koja pretendira da bude Teorija svega (npr. 
teorija struna) prvo hvata u koštac s feno- 
menom Hawkingovog zračenja i pokušava 
ga objasniti. Drugim riječima, Hawkingovo 
zračenje bi za kvantnu gravitaciju moglo 
biti isto što je zračenje crnog tijela bilo za 
kvantnu fiziku. 

Detalji mehanizma su složeni, ali poka- 
zuju da male crne rupe zrače daleko jače 
od velikih. Osim toga, kako čestice nega- 
tivne energije (antičestice) upadaju u crnu 
rupu masa crne rupe se postepeno smanjuje, 
crna rupa ,isparava". Isparavanjem efek- 
tivna ,temperatura" crne rupe raste. Ko- 
načan rezultat je vjerojatno nestanak crne 
rupe u vidu spektakularne eksplozije radi- 
jacije. Dakle, male crne rupe nisu zapravo 
crne. U stvari, trebale bi emitirati x-zrake 
i y-zrake. Do sada nije pouzdano identifici- 
rana ni jedna ,iskonska" crna rupa, ра nam 
podrijetlo pozadinske radijacije vrlo visoke 
energije još uvijek predstavlja zagonetku. 


1.1.17 Vremenska crta svemira 


Možemo li možda cijeli Svemir promatrati 
kao crnu rupu? Svjetlost bi, po definiciji, 
tada zaobilazila horizont događanja. Crna 
rupa, međutim, povlači svu materiju u sebe. 
Stoga bismo možda trebali promatrati sa- 
dašnji Svemir kao crnu rupu izvrnutu prema 
van! Mašta i matematička imaginacije mogu 
nam ponuditi brojne odgovore na naša pita- 
nja, ali kao i uvijek od presudne je važnosti 
u fizici imati eksperimentalne potvrde ili bar 
naznake da naše teorije odgovaraju stanju 
fakata u Svemiru. 

S obzirom na naša dosadašnja mjerenja iz 
domene elementarnih čestica i fundamental- 
nih interakcije ovdje možemo ponuditi tek 
kratku, okvirnu povijest vremena na crti 
koja ističe neke ključne momente rane po- 
vijesti Svemira (> Weinberg, 1993), ali i 
ostavlja brojne zagonetke vezane uz singula- 
ritet početka Svega. Ako s t = 0 označimo 
početak Velikog praska (eng. Big Bang) 
onda je: 

e Ut=0.1 sekunda gustoća Svemira bila 

р= 3х 107 g/cm*, a temperatura Т = 
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3x107 К 
e Ut=1.1 sekunda gustoća Svemira bila 
р= 3.8 x 105 g/cm? i temperatura T = 
10" К. 
e U t= 14 sekunda stvaraju se prve de- 
terijske jezgre, na Т = 3 x 10% К 
e U vremenu t= 3 minute Т < 106 К 
deuterij se kombinira u He. 
* U vremenu t = 4 minute jedini elementi 
su: 75%H i %25He, te mala količina 
D. 
U 


s 


vremenu t = 34 minute Т = 300.000 
К, p=0.1 g/cm*. 

e Svemir star 700.000 godina nakon t =0. 
Т ~ 4000 К; elektroni formiraju atome. 


1.1.18 Gravitacijski valovi 


Ako sva polja fundamentalnih sila imaju 
svoje propagatore, onda bi gravitacijskom 
polju pripadao graviton.Time bi bila za- 
okružena slika fundamentalnih polja u pri- 
rodi. Od fundamentalnih sila samo dvije su 
sile inverznog kvadrata, dakle beskonačnog 
dometa (vidi tablicu 1.1), tj. gravitacijska 
i električna. Iz toga proizlazi nužno da su 
mase mirovanja njihovih propagatora nula 
što je u slučaju fotona i utvrđeno. 


هس ص 


ЫЕ reflektirajuće { 


Fabry- KE Ке E 


аса = 

= snage 
100% reflektirajuće 

zrcalo 
4 km 
mo 
Aa А МИЕ. 
I 


snopa Fabry-l ته‎ Каре 


۴ zrcaloza, 
ли | recikliranje signala 


m — fotodetektor 


Slika 1.13: Interferometar LIGO eksperi- 
menta 


djelitelj 1 
| 


Graviton do danas nije eksperimentalno 
detektiran, iako su moderni detektorski sus- 
tavi detektirali gravitacijske valove. Opser- 
vatorij gravitacijskih valova laserskog inter- 
ferometra eng. The Laser Interferometer 
Gravitational- Wave Observatory (LIGO) je 
LEONTIĆ: 
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fizikalni eksperiment velikih razmjera i op- 
servatorij dizajniran za otkrivanje kozmičkih 
gravitacijskih valova i razvoj promatranja 
gravitacijskih valova kao astronomskog alata. 
U SAD-u su izgrađene dvije velike zvjezdar- 
nice s ciljem detekcije gravitacijskih valova 
laserskom interferometrijom. Ovi opservato- 
riji koriste zrcala udaljena četiri kilometra 
koja su sposobna detektirati promjenu du- 
ljine manju od jedne desettisućinke promjera 
protona. Shema tih spektometara prikazana 
je na slici 1.13. 
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1. Počela 


1.2 Zakon očuvanja energije 


Već smo se pojmovno poslužili energijom 
kao fizikalnom veličinom, a da je nismo ni 
pokušali definirati. Ova prividna omaška 
nije slučajna, jer je energija fundamentalna 
fizikalna veličina pa je teško možemo defi- 
nirati korištenjem elementarnijih pojmova. 
Gledano strogo aksiomatski energija je za fi- 
ziku isto što i točka za euklidsku geometriju, 
pojam koji se ne definira, ali se može kvali- 
tativno opisati kako bi se pojasnila temeljna 
podrazumijevana svojstva i motivacija za 
uvođenje takvog pojma u logički sustav neke 
znanstvene discipline. Energiju je najbolje 
opisati zakonom njenog očuvanja jer je kao 
fundamentalna fizikalna veličina zadužena 
je za ,svojevrsno računovodstvo" kad opisu- 
jemo fenomene i pojave u Svemiru ili nekom 
njegovom izoliranom dijelu. Zakon sačuva- 
nja energije je dakle osnovni zakon prirode 
za koji ne poznajemo iznimke?" i glasi: „U 
svim procesima u prirodi, ukupna energija 
izoliranog sustava ostaje očuvana". Napo- 
menimo još jednom da je ovo jedno sasvim 
apstraktno matematičko pravilo koje, samo 
po sebi, ne implicira nikakav prirodni meha- 
nizam, već samo to da jedna fizikalna veli- 
čina ostaje sačuvana u zatvorenom sustavu 
bez obzira na fine detalje procesa koji se u 
njemu odvijaju. Mi u stvari ne znamo što 
je energija po sebi već samo da ona može 
imati različite pojavne forme. Energiju opa- 
žamo samo u prijelazu iz jednog oblika u 
drugi. Onaj dio energije koji ne učestvuje u 
prijelazu ostaje nezapažen i nepromijenjen 
poput npr. mase mirovanja kod kemijskih 
reakcija. 

Jedan od vrlo zornih primjera očuvanja 
energije je kretanje tijela u gravitacijskom 
polju. U najopćenitijim smislu ovdje mo- 
žemo koristiti argumente koje je u termodi- 


20Bilo je u fizici pojava koje su na prvi pogled 
izgledale kao da energija nije sačuvanja. Npr. to- 
plinska i svjetlosna energija koja je dolazila iz ek- 
strahirane uranove rudače koju je gospođa Curie 
izolirala u svom laboratoriju i nazvala radioaktiv- 
nost, ili još kontroverzniji spektar elektrona nastalih 
u beta-raspadu neutrona koji je bio razriješen postu- 
liranjm hipotetske čestice, neutrina, koji je tek dva 
desetljeća poslije i eksperimentalno potvrđen. 
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namici koristio Nicolas Leonard Sadi Carnot 
(— Carnot, 1824). Pri tome mu je polazna 
pretpostavka bila da ne postoji perpetuum 
mobile prve vrste. Perpetuum mobile 
prve vrste bila bi hipotetička naprava koja 
bi vršila rad bez utroška energije i kao takva 
bi kršila prvi zakon termodinamike prema 
kojem je energiju nemoguće stvoriti ni iz 
čega ili je pretvoriti ni u što, već je mo- 
guća samo pretvorba između različitih vrsta 
energije, npr. mehaničkog rada u toplinu i 
obrnuto. Prvi zakon termodinamika pred- 
stavlja zapravo poopćenje zakona sačuvanja 
energije u mehanici (zakon sačuvanja me- 
haničke energije) gdje obično baratamo s 
formama kinetičke, elastične i gravitacijske 
potencijalne energije, te s radom. 


Arhimed 


(00 kg 


Slika 1.14: Arhimedov zakon poluge 


Prije no što se malo dublje zadubimo u 
dinamiku problema ponovimo ovdje još jed- 
nom jedan od najstarijih fizikalnih zakona 
uopće, statički zakon ravnoteže па poluzi 
koji obično vežemo uz Arhimedovo ime. Ar- 
himedov zakon poluge (Slika 1.14 ) vjerojatno 
je jedan od prvih zakona fizike koji je čovjek 
ikad primijenio a govori o tome da će sila 
koju možemo dobiti na kraćoj strani poluge 
poduprte u jednoj njenoj točki ako na nje- 
nom dužem kraju apliciramo nekom silom F 
biti razmjerna omjeru dužeg i kraćeg kraka 
poluge. U tom smislu ,klackanje" na poluzi 
je pojava u kojoj nema promjene ukupne 
(mehaničke) energije već se samo vrši dis- 
tribucija gravitacijske potencijalne energije 
između dva tijela. Dakle poluga predstav- 
lja reverzibilnu napravu koja ne krši zakon 
sačuvanja energije. 

Uzmimo sada kao jednostavan primjer re- 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


1.2 Zakon očuvanja energije 


25 


verzibilne naprave koja podiže utege kao na 
slici 1.15 koristeći se polugom. Pri tome 
se sustav utega podiže na određenu visinu 
pomoću poluge tako da se prikladni manji 
uteg spusti s veće visine. 


Perpetuum mobile bi u ovom slučaju bio 
sistem koji bi, nakon proizvoljnog broja spu- 
štanja i dizanja utega, bio vraćen u prvo- 
bitno početno stanje uz pojavu viška po- 
dignutih utega u odnosu na to, prvobitno 
stanje. Dodatni utezi bi se tada mogli ko- 
ristiti za vršenje rada bez vidljivog izvora 
energije. Podrazumijevamo, dakako, da je 
sistem uistinu vraćen u prvobitno stanje i da 
je on izoliran s obzirom na okolinu. Mašina 
koju smo ovdje ilustrirali jest reverzibilna 
u smislu da ne postoje (da su zanemarivi) 
gubitci energije npr. zbog trenja elemenata 
od kojih je sustav napravljen. 


Pretpostavimo nadalje postojanje dviju 
ovakvih mašina. Jednu koju ćemo nazvati A 
neka bude idealna reverzibilna mašina koja, 
bez trenja ili bilo kakvih drugih parazitnih 
gubitaka, diže ili spušta utege. Druga neka, 
bude realna mašina B koja će nam služiti za 
usporedbu. Pretpostavimo da mašina A po- 
digne neki uteg na visinu X time što s odre- 
đene visine spusti neki jedinični uteg. Pret- 
postavimo da mašina B podigne isti uteg na 
visinu Y spustivši pri tome jedinični uteg s 
iste visine kao mašina A. Tvrdimo da je Y 
< X. Kad bi naime imali Y > X onda bi 
mašina В ostvarila perpetuum mobile, jer bi 
tada spuštanjem utega s visine Ү na visinu 
X bilo moguće ostvariti neki rad, da bi ga, 
horizontalnom translacijom (bez trenja) na 
mašinu A, mogli zatim koristiti za vraćanje 
jediničnog utega na propisnu visinu i nje- 
govo opetovano korištenje na mašini B. Ovo 
je protivno našoj pretpostavci da ne postoji 
perpetuum mobile prve vrste i stoga zaklju- 
čujemo da je u najboljem slučaju Y=X. Dru- 
gim riječima, od svih mašina najveći mogući 
u učinak ima reverzibilna mašina. 

Ovaj jednostavni primjer je važan, jer iz 
njega zaključujemo da je učinak reverzibil- 
nih strojeva maksimalan, a da ne ulazimo 
u tehničke detalje konstrukcije. Osim toga 
učinak reverzibilne mašine je lako izraču- 


(с) ikg podiže 3 kg 


na visinu X 


(d) istovar kugli (е) preuređivanje (f) kraj 


Slika 1.15: Jednostavna mehanička reverzi- 
bilna naprava (stroj, mašina) 


nati korištenjem principa očuvanja energije. 
Tako npr. znamo da spuštanje jediničnog 
utega s visine od 1 metra može u najboljem 
slučaju dovesti do dizanja utega od tri jedi- 
nične mase na visinu od 5 metra bez obzira 
na tehničke detalje mašine. Primijetimo i to 
da je i kod jednog i drugog utega umnožak 
težine i visine isti. Ovaj umnožak nazivamo 
gravitacijskom potencijalnom energijom. Za 
male razlike visina vrijedi: 


POTENCIJALNA _ РА 
ENERGIJA = TEZINA X VISINA 


Ovo su sve razumni argumenti. Postavlja 
se pitanje: Jesu li oni točni? Као i svuda 
drugdje u fizici, pokus o tome odlučuje. Eks- 
perimentalna je činjenica da se nije našla ni 
jedna iznimka od zakona očuvanja energije. 
Sam izraz potencijalna energija u vezi je s 
položajem tijela u polju sile. Općenito ovo 
možemo definirati ovako: 


PROMJENA _ срд РОТ U SMJERU 
ENERGIJE DJELOVANJA SILE 


Ovaj općeniti princip omogućava nam rješa- 
vanje bilo kojeg mehaničkog problema, kao 
npr. u slučaju kosine i koloture prikazane 
na slici 1.16. Koliki je W? Ako nema trenja, 
te koristimo zakon sačuvanja energije: 
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Wkgxece=lkgxb 
b 
W kg = - 
Wkg=3/5kg 


Slika 1.16: Zakon sačuvanja energije: (a) 
kosina i (b) kolotura. (c) Stevinusov epitaf; 
Simon Stevin (1548-1620). 


ili slučaj grede na slici 1.17. Koliki je W? 
Opet u odsutnosti trenja: 


W [kg] x c{m| = 100kg x a[m] + 60kg x b{m| 
W [kg] x 8m = 100kg х 2m + 60kg х 4m 


Slika 1.17: Ravnoteža na gredi 


Na ovaj način mogu se rješavati svi pro- 
blemi iz statike. Metoda je poznata kao 
metoda virtualnog rada, jer zamišljamo da 
se struktura malo pokreće i na taj način 
izračunamo uvjete ravnoteže. 


1.2.1 Kinetička energija 


Tradicionalno ovaj oblik energije najbolje se 
prikazuje na primjeru njihala kao na slici 
1.18. Njihalo idealiziramo tako što zamiš- 
ljamo da nit na kojoj uteg visi nema trenja, 
da je uteg u vakuumu (tj. nema trenja zraka 
itd.) 


Galileo Galilei 


Slika 1.18: Jednostavno, matematičko nji- 
halo 


Zbog jednostavnosti analize, pretpostav- 
ljamo da je kut otklona 6 tako mali da vrijedi 
sinf = 6. Ako uteg pomaknemo iz vertikal- 
nog položaja ravnoteže on se podigne za 
visinu h. Kad uteg ispustimo on se ubrzava 
spuštajući se prema položaju najniže poten- 
cijalne energije i točki stabilnog položaja. 
Došavši do te točke uteg ima maksimalnu 
brzinu koja odgovara kinetičkoj energiji jed- 
nakoj povećanju potencijalne energije koje 
je dobio zbog povećane visine h. Uteg sada 
preleti točku ravnoteže i započne negativnu 
akceleraciju, jer se sada njegova kinetička 
energija troši na povećanju potencijalne ener- 
gije dok se uteg ,penje". Kad je sva kinetička 
energija prešla u potencijalnu, uteg se zaus- 
tavi na visini h i proces , padanja" može opet 
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započeti. Energijska bilanca izgleda ovako: 


KINETIČKA _ POTENCIJALNA _ 


ENERGIJA > ENERGIJA = 


= TEŽINA X VISINA =M X G X H 


Vidimo da se zapravo svi vidovi energije, 
toplinska, električna, kemijska, nuklearna, 
gravitacijska, masa mirovanja itd. mogu 
svrstati u dvije generalne kategorije tj. ki- 
netička i potencijalna. 


1.2.2 Drugi zakoni očuvanja 


U klasičnoj mehanici postoje još dva zakona 
očuvanja: Zakon očuvanja pravolinijskog 
impulsa (koji ćemo kratko nazvati line- 
arni impuls) i Zakon očuvanja zakretnog 
impulsa (koji još nazivamo i moment im- 
pulsa). (U hrvatskoj stručnoj literaturi ko- 
risti se još i izraz „količina gibanja” umjesto 
„impuls”. Da bi konfuzija bila još i veća u 
engleskoj literaturi postoji izraz „moment”, 
što znači „moment” u smislu vektorskog pro- 
dukta polarnog vektora i radijusa vektora 
koji spaja os rotacije s hvatištem polarnog 
vektora, ali i izraz , momentum", što znači 
»impuls" u smislu koji ovdje koristimo. Na- 
dalje u engleskoj literaturi postoji i izraz ,im- 
pulse" što također znači ,impuls" u našem 
smislu riječi, ali u smislu njegovog naglog 
prirasta kod npr. sraza i sl. U nas se u neko 
doba uvriježio i izraz ,angularni moment" 
što valjda treba značiti ,zakretni impuls". 
Ne samo da je ovaj izraz izvan duha hrvat- 
skog jezika, on je i netočan, jer dolazi od 
„angular momentum" i nema s momentom 
nikakve veze). 

U kvantnoj mehanici i teoriji relativnosti 
ovi su zakoni sačuvanja povezani na intere- 
santan način: Zakon očuvanja energije pove- 
zan je s principom invarijantnosti prirodnih 
zakona o apsolutnom vremenu, tj. zakoni 
fizike ne ovise o tome kad se u vremenu neki 
proces odvija. (Ako isti pokus ponovimo 
nakon nekog vremena, ishod je isti u kon- 
tekstu kvantne mehanike). Analogno, zakon 
očuvanja linearnog impulsa povezan je či- 
njenicom da su zakoni fizike invarijantni na 
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mjesto u prostoru gdje se neki proces odvija. 
Isto tako, zakon očuvanja zakretnog impulsa 
odgovara principu invarijantnosti zakona fi- 
zike o orijentaciji u prostoru sistema gdje se 
proces odvija. 

Neke važne zakone sačuvanja za sada ćemo 
ovdje samo nabrojiti, a to su: 

e Zakon očuvanja naboja 

• Zakon očuvanja bariona 


e Zakon očuvanja leptona 


1.2.3 Kretanja u vremenu i prostoru 


Galileo Galilei je bio jedan od prvih eks- 
perimentalnih fizičara u sadašnjem smislu 
tog izraza. On je, koliko nam je poznato, 
prvi počeo primjenjivati kvantitativna mjere- 
nja u eksperimentima. S obzirom na stanje 
tadašnje tehnologije, ovo je bio vrlo smjeli 
korak. 

Galilei je prvi počeo kvantitativno prouča- 
vati kinematičke pojave, vršeći mjerenja u 
vezi s kretanjem tijela pod utjecajem gra- 
vitacije. Pri tome je ustanovio da je put 
koji tijelo prevali kod ubrzanja, pod utje- 
cajem gravitacije, proporcionalan kvadratu 
vremena djelovanja gravitacijske sile. Veliki 
fizičar Isaac Newton (1642-1727), koji je ot- 
krio zakone dinamike i gravitacije, jednom 
je rekao: „Ako sam vidio dalje od drugih, 
to je zato što sam stajao na ramenima giga- 
nata". Nema sumnje da je pri tome mislio i 
na Galileja. 

Prije ulaženja u detalje kinematike i di- 
namike upoznajmo se, bar donekle, s veliči- 
nama koje će nam biti neophodne. 

Vrijeme je, poput ostali fundamentalnih 
veličina, teško definirati. Kažemo da se neki 
proces odvija tokom vremena, ili da mu za to 
treba vrijeme. Pri tome se podrazumijeva 
da vrijeme neprestano teče i onda kad se 
ništa ne zbiva. Stoga možemo vrijeme defi- 
nirati kao neki ,medij" u kojemu se u „areni 
prostora" procesi odvijaju, ali koji nepres- 
tano ,teče" i onda kad se nikakvi procesi 
ne odvijaju. Mjerenje svakodnevnih vremen- 
skih intervala zasniva se na korištenju neke 
periodične pojave najčešće oscilacija nekog 
mehaničkog ili, u novije doba sve češće, elek- 
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tričnog sistema. Za mjerenja kratkih vre- 
menskih intervala koriste se razne metode, 
što ovisi o intervalu od interesa. Npr. za 
mjerenje vremenskih intervala koji obuhva- 
ćaju periode od 10-%s. do 10—25. može se 
koristiti osciloskop poput onoga na slici 1.19. 
Na zastoru osciloskopa projicira se trag os- 
cilatora, a ispod njega trag koji označava 
početak i kraj događaja. 


Slika 1.19: Digitalni osciloskop 


Mjerenjem broja oscilacija između po- 
četka i kraja procesa može se ustanoviti 
koliki je bio vremenski interval. Još kraći 
vremenski intervali mjere se na razne načine 
u ovisnosti o prirodi procesa od interesa. 
Npr. poluvrijeme raspada nestabilnih čes- 
tica može se ustanoviti na osnovu dužine 
njihovih tragova u prikladnom detektoru uz 
poznavanje njihove brzine (koja je u pravilu 
veoma bliska brzini svjetlosti). 

Za primjer na slici 1.9 prema tragovima 
koje fragmenti jezgara ostavljaju u fotograf- 
skim emulzijama može se izračunati vrijeme 
njihova polu-života. U ovom primjeru velika 
duljina puta upućuje na dugoživući fragment 
netipičan za raspad kroz jako nuklearno me- 
đudjelovanje, te upućuje na česticu koja se 
raspada kroz mehanizam slabog nuklearnog 
međudjelovanja. 

Za mjerenje ekstremno kratkih vremen- 
skih intervala (npr. reda nuklearnog vre- 
mena, tj. vremena koje svjetlost treba 
da prevali put jednak dijametru protona, 
10—245) koristimo relaciju neodređenosti, 
AE x At > ћ, gdje AE predstavlja širinu 
rezonantnog stanja. 

Mjerenje dugih vremenskih intervala, tj. 
onih koji su dugi u usporedbi s pisanom 
historijom, vrši se opet uz pomoć nekih 


procesa koji su poznati. Poluvrijeme ras- 
pada prirodno radioaktivnih elemenata je 
dobro razvijena metoda. Radioaktivnost 
elemenata se javlja kad su jezgre nekih izo- 
topa nestabilne, pa se emisijom a—, 8— ili 
y—zraka vraćaju u stabilno stanje. Pri tome 
se kao proizvod raspada javlja ,,potomak" 
prvobitnog elementa, čija je relativna koli- 
čina proporcionalna vremenu od nastanka 
spoja prvobitnog elementa. 
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Slika 1.20: Datiranje metodom C-14 


Tako se npr. radioaktivni ugljik C14 na- 
lazi u ravnotežnom stanju izmiješan s obič- 
nim ugljikom Ct? u atmosferi. Stabla koriste 
ugljik za izgradnju tkiva drveta i koriste 
ugljik iz atmosfere koji sadrži ravnotežnu 
količinu C!*. Kad stablo bude posječeno 
izotop C14 počinje biti sve manje zastupljen 
u ukupnoj količini ugljika u drvetu. Mje- 
renjem omjera ugljika C14 i С!? u starim 
uzorcima drveta može se ustanoviti datum 
smrti drveta, pa se tako starost drevnih ar- 
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tefakata ljudske aktivnosti može ustanoviti. 
Još mnogo duži vremenski intervali mogu se 
na sličan način mjeriti korištenjem radioak- 
tivnih elemenata čije je poluvrijeme raspada 
dulje, npr. uran, torij, a i neki lakši elementi. 
Mjerenje vremena koja su usporediva sa sta- 
rošću svemira koriste se metode utvrđivanja 
starosti zvijezda. 

Vidjeli smo da se mjerenje prostornih uda- 
ljenosti proteže preko skale dimenzija od 
preko 42 reda veličina, pa je očito da će 
metode mjerenja biti vrlo različite. Pojam 
prostorne udaljenosti je možda lakše defi- 
nirati s obzirom na ,,opipljivost" prostora, 
ali fundamentalna definicija prostora je isto 
tako problematična kao i ona vremena. 


Obične udaljenosti mjerimo nekim pred- 
metom, kao npr. štapom, metalnim mjeri- 
lom i sl. Velike udaljenosti kao što je put od 
Mjeseca do Zemlje možemo mjeriti tako da 
mjerimo vrijeme potrebno da puls elektro- 
magnetskog zračenja prijeđe taj put, reflek- 
tira se od predmeta (Mjeseca) i vrati natrag. 
Interstelarne udaljenosti mjere se uspored- 
bom intenziteta sjaja nekih dobro definira- 
nih kategorija zvijezda, kozmičke udaljenosti 
mjere se dobro poznatim ,,crvenim poma- 
kom" u spektrima dalekih galaksija koji nas- 
taje zbog ekspanzije svemira. Valja naglasiti 
da mjerenje kozmičkih udaljenosti također 
implicira i putovanje u prošlost u smislu da 
je svjetlost dalekih galaksija, koji vidimo 
sada, krenula iz svog izvora u ranijoj etapi 
historije svemira. Stoga kad kažemo da je 
granica vidljivog svemira reda 10%7 metara 
moramo voditi računa da to što na tim uda- 
ljenostima sada vidimo odgovara zapravo 
ranim etapama formacije svemira. Govoriti 
o tome kako taj dio svemira izgleda ,,sada" 
fizikalno je besmisleno, jer nije mjerljivo. O 
tome će biti više govora u kontekstu opće 
teorije relativnosti. 


Male udaljenosti tradicionalno se mjere 
mikroskopima (optičkim i elektronskim), pa 
i nazivi ,mikroskopski" i ,makroskopski" po- 
tječu tradicionalno od metodologije mjere- 
nja. Danas ipak pokušavamo biti nešto pre- 
cizniji, pa kažemo da su mikroskopske uda- 
ljenosti one koje se mjere uglavnom u mi- 
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krometrima (um); za još manje udaljenosti 
koristimo naziv ,nanoskopski" što implicira 
da su udaljenosti u pitanju reda nanometara 
(nm), iako se ova definicija često produžuje 
do granice međuatomskih udaljenosti. Tako 
kad govorimo o nanoskopskim svojstvima 
tvari obično mislimo na karakteristike atom- 
ske i elektronske strukture. Za mjerenje uda- 
ljenosti koje su manje od dimenzija atoma 
koristimo se raspršenjem čestica na atomu 
odnosno njegovoj jezgri. Na taj način mogu 
se dobiti podaci o procesima na skali di- 
menzija reda 10715 - 10-16 metara.?! Uda- 
ljenost od 10715m. često se naziva fermi. 
Prisjetimo se da na vrlo malim skalama di- 
menzija, kako vremena tako i prostora, valja 
voditi računa o relaciji neodređenosti i pos- 
ljedicama koje ona implicira. 


*1Udaljenosti od 10718m dostignute su prilikom 
pokusa s raspršenjem pozitrona na elektronima u 
nastojanju da se dođe do jezgre ,,golog" elektrona. 
Elektroni se, naime, sastoje od ,, jezgre" i omotača 
„vakuumske polarizacije", što daje elektronu njegov 
»normalni" karakter. O tome će biti više govora na 
drugom mjestu. 
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1.3 Vjerojatnost u fizici 


U svakodnevnom životu pojam vjerojatnosti 
nam služi da izrazimo ili procijenimo moguć- 
nost nekog događaja, e nemamo dovoljno 
podataka na osnovu kojih bismo mogli usta- 
noviti hoće li neki događaj uslijediti i kada. 
U fizici je definicija vjerojatnosti sasvim pre- 
cizna. 

Račun vjerojatnosti nam omogućava da 
znanstvenom metodom predviđamo moguć- 
nosti na jedinstven način. U fizici se redovno 
susrećemo s događajima koji su rezultat veli- 
kog broja konkurentnih ili konsekutivnih pro- 
cesa, što znači da u prvom slučaju neki pro- 
ces možemo prikazati kao rezultat određenog 
broja istovremenih procesa koji se odvijaju 
u nekom sistemu, a u drugom slučaju neki 
proces možemo prikazati kao rezultat niza 
procesa koji slijede jedan za drugim. Op- 
ćenito nije uvijek moguće uzeti u obzir sve 
elementarne procese što zajedno tvore pro- 
ces koji proučavamo. Kad bi to bilo moguće 
onda bi se moglo (u principu) vjerojatnost 
nekog procesa izračunati točno (u kontekstu 
kvantne mehanike). Daleko češće suočeni 
smo s makroskopskim procesima koji su re- 
zultat ogromnog broja mikroskopskih pro- 
cesa o kojima je praktički nemoguće dobiti 
podatke. Ako npr. bacamo kocku, mogli 
bismo u principu izračunati ishod, ali bi- 
smo morali imati ogroman broj podataka o 
kretanju gotovo svakog atoma u kocki i u 
materijalu podloge na koju kocka pada. U 
ovakvim slučajevima koristimo se računom 
vjerojatnosti pri čemu pretpostavljamo da 
su detalji osnovnih procesa pada i kotrljanja 
kocke doduše nepoznati, ali da se oni, ma- 
kar nepoznati, bitno ne mijenjaju od jednog 
bacanja do drugog. Račun vjerojatnosti je 
valjan i onda kada se brojni osnovni procesi 
i mijenjaju od slučaja do slučaja, ali ipak 
po nekoj zakonitosti, kao npr. linearni rast 
temperature itd. Iskustvo pri bacanju kocke 
nam pokazuje da je vjerojatnost dobivanja 
nekog određenog rezultata ~ Z. Intuitivno 
očekujemo da to bude točno і, аі pokus 
pokazuje da бе ёо biti približno tako čak і 
onda kad opetujemo bacanje mnogo puta. 
Vjerojatnost da će bacanje kocke ili kova- 
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nice ili bilo što sličnoga imati određeni ishod 
možemo izraziti ovako: 


P(A) = 


gdje je A rezultat koji tražimo. Ako npr. 
tražimo da A bude 5 u slučaju kocke onda 
je: 
№ 1 
Р) ==; 
za veliki broj pokusa (bacanja). 

Ako sistem poznajemo, P se može i una- 
prijed izračunati, pa se takvoj vjerojatnosti 
pridodaje naziv ,,a priori". Ako je pak vjero- 
jatnost izmjerena, kako što je već pokazano 
na primjeru kocke, onda govorimo o vjerojat- 
nosti ,,a posteriori". Mjerenje vjerojatnosti 
a posteriori uvijek implicira neodređenost 
rezultata. Tako, ako bacamo kocku recimo 
120 puta, očito је da М» neće nužno izno- 
siti 20 već neki drugi bliski broj. Što više 
puta bacamo to će Na biti sve bliže vri- 
jednosti koju smo izračunali a priori. Sve 
je ovo rečeno uz pretpostavku da je kocka 
pravilna. U suprotnom, jedino nam vjero- 
jatnost a posteriori može biti mjerodavna. 
Dakako, ukoliko imamo posla s m mogućih 
ishoda umjesto 6, kao kod kocke, onda će 
vjerojatnost nekog određenog ishoda biti £. 
Ove principe možemo odmah primijeniti na 
pojam udarnog presjeka kod raspršenja 
čestica na atomima mete. 

Pretpostavimo da imamo snop čestica 
određene kinetičke energije koje nailaze na 
metu nekog materijala. Neke čestice će naići 
na atome tog materijala i biti raspršene. Kao 
konkretni primjer možemo zamisliti snop m- 
mezona koji se raspršuju na vodiku tj. na 
protonima kao na slici 1.21. 

Iako sam proces raspršenja, pa i eksperi- 
mentalni detalji, iziskuju ulaženje u važne 
detalje, možemo ipak stvar prikazati vrlo 
jednostavno (ali nedovoljno točno), ako pret- 
postavimo da svaka jezgra ima neku udarnu 
površinu, kao što i makroskopske mete imaju 
neki „obris” ili „siluetu”. Ako putanja pro- 
jektila prolazi unutar te površine pretpos- 
tavljamo da dolazi do međudjelovanja, tj. 
raspršenja kao na slici 1.21. Pri tome valja 
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Slika 1.21: Raspršenje čestice 


voditi računa da i projektil ima svoj „obris”. 
U suprotnome ne dolazi do međudjelovanja. 


1000 
Ekin (л) (MeV) 


Slika 1.22: Udarni presjek za raspršenje po- 
zitivnih i negativnih piona na protonima 
kao funkcija kinetičke energije ulaznog pi- 
ona. (1т = 1milibarn = 10-*!m?) 


Ako blok materijala koji gađamo česti- 
cama nije pretjerano debeo, možemo pret- 
postaviti da su sve mete ,vidljive", pa u tom 
slučaju možemo reći da je broj jezgara po 
jedinici površine (površinska gustoća) M, а 
broj upadnih čestica po jedinici površine №. 
Tada možemo napisati: 


NR 
N 


gdje je Npr broj upadnih čestica koje su pre- 
trpile raspršenje. Vjerojatnost (a posteriori) 


= Мо 


sudara odnosno raspršenja za jednu upadni 
česticu možemo tada izraziti kao: 


P(R) =No 


gdje je g veličina koju nazivamo udarnim 
presjekom. Napomenimo da o ne mora imati 
, geometrijsko" značenje, tj. ne moraju se 
projektili i mete ponašati kao tvrde loptice. 
Tako npr. u-mezoni mogu i proći kroz jezgru 
atoma, a da ne pretrpe značajnije rasprše- 
nje; neutrini mogu lako proći kroz Zemlju, 
a da ne pretrpe bilo kakvo međudjelovanje 
s materijom kroz koju su prošli. 


1.3.1 6 
Željeli bismo sada iskoristiti naše ideje o vje- 
rojatnosti da detaljnije razmotrimo pitanje: 
,Koliko glava stvarno očekujem dobiti ako 
bacim novčić N puta?" Prije nego odgovo- 
rimo na pitanje, pogledajmo što se događa 
u takvom „eksperimentu”. Tablica 1.2 prika- 
zuje rezultate dobivene nakon prve tri serije 
takvog eksperimenta u kojem je broj bacanja 
N=30. Sekvence ,, glava" і „pismo” prika- 
zane su redoslijedom kako su dobivene. Prva 
serija je dala 11 glava; drugi također 11; treći 
16. U tri ispitivanja niti jednom nismo do- 
bili 15 glava. Trebamo li početi sumnjati 
u novčić? Ili smo bili u krivu misleći da 
je najvjerojatniji broj ,,glava" u takvoj igri 
15? Stoga je napravljeno još 97 serija istog 
pokusa da bi se dobilo ukupno broj od 100 
serija od po 30 bacanja svaki. Rezultati svih 
100 serija prikazani su u tablici 1.3. 
Gledajući brojeve u tablici 1.3, vidimo da 
je većina rezultata „blizu 15", utoliko što su 
između 12 i 18. Možemo steći bolji dojam o 
detaljima ovih rezultata ako nacrtamo grafi- 
kon distribucije rezultata. Prebrojimo igre 
u kojima je dobiveni rezultat k glava i prika- 
žimo taj broj za svaku vrijednost k. Takav 
je grafikon prikazan na slici 1.23. Rezultat 
15 glava dobiven je u 13 igre. Rezultat 14 
glava je također dobiven 13 puta. Rezultati 
od 16 i 17 glava dobiveni su 15 odnosno 14 
puta respektivno. Trebamo li zaključiti da 
postoji neka ,predrasuda" prema glavama? 
Je li naša najbolja procjena bila nedovoljno 
dobra? Trebamo li sada zaključiti da je naj- 
vjerojatniji rezultat za niz od 30 bacanja 
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Tablica 1.2: Bacanje novčića: tri serije оа 30 pokušaja 


11 16 17 15 17 
11 17 17 12 20 
16 12 15 10 18 
16 12 1 22 12 
16 0 15 13 4 
14 14 13 16 15 
16 11 16 14 17 
19 15 14 12 18 
17 17 12 13 14 
14 12 15 17 14 


16 19 18 15 13 
23 11 16 17 14 
17 13 15 14 15 
20 12 15 16 12 
16 15 16 13 18 
19 21 14 12 15 
14 11 16 17 16 
15 14 21 11 16 
17 9 13 19 13 
10 17 17 11 12 


Tablica 1.3: Tablica eksperimenta bacanja novčića. 100 serija po 30 bacanja. Broj označava 
koliko je puta u jednoj seriji novčić pao na glavu. 


uistinu 16 glave? Ne! U svim serijama bilo 
je ukupno 3000 bacanja, a broj dobivenih 
glava bio je 1493. Udio bacanja koji su dali 
glave je 49,8% što tek neznatno manje od 
polovice svih bacanja, odnosno od a priori 
vrijednosti koju smo očekivali za dobar nov- 
čić: 0,5. Svakako ne bismo trebali pretpos- 
taviti da je vjerojatnost bacanja glava veća 
od 0,5! Činjenica da je jedan određeni skup 
opažanja dao 16 glava najveći broj puta je 
fluktuacija. I dalje očekujemo da je najvje- 
rojatniji broj glava 15 ako bismo nastavili 
naš eksperiment više stotina, pa i više tisuća 
puta.?? 


22Nasuprot uvriježenom mišljenju da su igre s 
kockom ili rulet u kockarnicama ,,namješteni" za- 
pravo se radi o potpuno suprotnoj nakani. Igre kao 
npr. rulet garantiraju vlasniku kockarnice (držatelju 
banke) dobit u vrijednosti 1/37 svih uloga samo ako 
je uređaj dovoljno savršen da je razlika u a priori 
vjerojatnosti ishoda i a posteriori rezultatima zane- 
marivo mala nakon dovoljnog broja okretaja. Stoga 
se uređaji za kockarnice proizvode najsuvremenijim 
tehnologijama koje osiguravaju gotovo savršenstvo 
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Možemo si postaviti pitanje: ,,Koja je vje- 
rojatnost da će igra od 30 bacanja donijeti 
baš 15 glava, ili 16, ili bilo koji drugi broj?" 
Rekli smo da je u igri od samo jednog baca- 
nja vjerojatnost dobivanja glave 0,5, a vjero- 
jatnost da se ne dobije glava je također 0,5. 
U igri s dva bacanja četiri su moguća ishoda: 
GG, GP, PG, PP. Budući da je svaki od ovih 
nizova jednako vjerojatan, zaključujemo da 
je (a) vjerojatnost rezultata dvaju glava 1/4, 
(b) vjerojatnost rezultata jedne glave je 2/4, 
dok je (c) vjerojatnost nultog rezultata opet 
1/4. Postoje dva načina za dobivanje jedne 
glave, ali samo jedan za dobivanje nula ili 
dvije glave. 

Zamislite sada igru s tri pokušaja. U tre- 
ćem bacanju jednako je vjerojatno da će biti 
glava ili pismo. Postoji samo jedan način 


u homogenosti materijala (kocka) odnosno vrhun- 
ske performanse ležajeva ugrađenih u rulete. Prava 
poslovna politika kockarnica i općenito svih organi- 
zatora igara na sreću zasniva se na masovnosti. 
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Slika 1.23: Sažetak rezultata 100 serija ba- 
canja novčića od po 30 bacanja. Okomite 
linije pokazuju broj igara u kojima je k puta 
dobivena glava. Isprekidana krivulja prika- 
zuje se očekivani broj serija s rezultatom k 
dobiven proračunom vjerojatnosti. 


da dobijete 3 glave: morate dobiti 2 glave 
u prva dva bacanja, a zatim i glavu na po- 
sljednjem. Međutim, postoje tri načina za 
dobivanje 2 glave, tako da u jednom od tri 
pokušaja bacimo pismo. Dakle bacanje sve 
tri glave kao i sva tri pisma može se realizi- 
rati na samo jedan način dok se dvije glave i 
jedno pismo i jedna glava i dva pisma mogu 
svaki realizirati na po 3 načina. U svemu 
imamo 8 mogućnosti od kojih se samo četiri 
razlikuju po konačnom broju bačenih glava. 

U slučaju višekratnog bacanja novčića ove 
koeficijente sve teže i teže je mnemonički iz- 
računati. Zato se za izračun broja mogućih 
kombinacija možemo poslužiti Pascalovim 
dijagramom u kojem se koeficijenti generi- 
raju rekurzivno. Jedan takav Pascalov di- 
jagram do osme razine prikazan je na slici 
1.24. 

Jasno je kako treba nastaviti dijagram 
za igre s većim brojem bacanja. „Вгој” 
bilo koje „točke” na dijagramu samo je broj 
različitih ,, putova" kojima se može do njih 
stići krenuvši od vrha trokuta označenog s 
1. Zbroj svih koeficijenata u nekom redu 
n Pascalovog trokuta iznosi 2". Skup svih 
koeficijenata koji se pojavljuje u Pascalovom 
dijagramu nazivaju se binomni koeficijenti, 
jer se pojavljuju u ekspanziji potenciranja 
binoma (a+b)". Ako n označava broj baca- 
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Slika 1.24: Pascalov dijagram 


nja, a k broj bačenih glava (može i pisama 
s obzirom da je i za jedan i za drugi ishod 
vjerojatnost p=g=0.5), tada se brojevi (ko- 
eficijenti) iz dijagrama obično označavaju 
simbolom (7). 

Primijetimo usput da se binomni koefici- 
jenti također mogu izračunati iz jednadžbe: 


= و 


gdje n! (n-faktorijela) označava umnožak 
svih prirodnih brojeva do uključivo broja n. 
Kao primjer uzmimo: 


Sada smo spremni izračunati vjerojatnost 
P(k,n) bacanja k glave u n bacanja, koristeći 
našu temeljnu definiciju za a priori vjerojat- 


nost: 


N 
Ukupan broj mogućih nizova je 2" (pošto 
postoje 2 ishoda za svako bacanje), a broj 
načina dobivanja k glava je binomnk, s obzi- 
rom da su sve mogućnosti jednako vjerojatno 
imamo: n 

(2) 
2n 
Budući da je P(k,n) udio koji očekujemo 
da će kao ishod imati k glava, za 100 
igara očekujemo da će se isti ishod poja- 
viti 100 x P(k,n) puta. Isprekidana krivulja 
na slici 1.23 prolazi kroz točke izračunate iz 


Р(А) 


P(k,n) = 
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diskretne funkcije F'(k)=100 x P(k,30). Vi- 
dimo da očekujemo da ćemo dobiti 15 glava 
u 14 ili 15 serija a priori, dok je ovaj rezultat 
u našem eksperimentu a posteriori zabilje- 
žen u 13 serija. Očekujemo rezultat 16 glava 
u 13 ili 14 serija, ali smo taj rezultat dobili 
u 15 igara. Takve fluktuacije su ,,dio igre". 
Metoda koju smo upravo upotrijebili može 
se primijeniti na općenitiju situaciju u ko- 
joj postoje samo dva moguća ishoda istog 
promatranja različitih vjerojatnosti pojav- 
ljivanja. Označimo ta dva ishoda s W (za 
,pobjedu") i s L (za ,izgubiti"). Neka p bude 
vjerojatnost dobivanja rezultata W, a g, vje- 
rojatnost dobivanja rezultata L. Nužno je g 
(1-p). U skupu od n pokušaja, vjerojatnost 
P(k,n) da će se događaj W pojaviti k puta 


je: 
P(k, n) = ӨЛ 


Ova funkcija vjerojatnosti naziva se Bernoul- 
lijeva ili binarna vjerojatnost i njena krivulja 
je asimetrična. 

U slučaju kad bi naš eksperiment ponav- 
ljali u milijunima serija, očekivali bismo da 
razlika a priori i a posteriori vjerojatnosti 
postane proizvoljno mala. U protivno bi- 
smo imali razloga vjerovati da je nešto u 
postavkama našeg sustava „krivo”. Na tom 
principu zasnivaju se tzv. precizni ekspe- 
rimenti u fizici koji na pažljivo priređenim 
fizikalnim ansamblima jednostavnim broja- 
njem testiraju valjanosti dosega fizikalnih 
teorija. 


1.3.2 Nasumično gibanje 


Jedan od problema koje vrlo često srećemo 
u fizici je tzv. nasumično gibanje kao 
npr. gibanje molekule u tekućini ili u plinu. 
Ovdje se molekula ponaša poput „muhe bez 
glave", jer biva opetovano udarana od drugih 
molekula svaki put iz različitog smjera. Ovo 
nasumično gibanje dade se vrlo jednostavno 
analizirati tako da ga najprije promatramo u 
jednoj dimenziji. Zamislimo liniju na podu 
i, u sredini te linije, ishodište. U ishodište 
postavimo čovjeka koji radi potpuno jednake 
korake. Bacanjem novca određujemo hoće 
li čovjek koraknuti u plus ili minus smjeru. 
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Znamo da bi nakon duljeg bacanja novca 
čovjek morao biti u blizini ishodišta. Oče- 
kujemo zapravo da bude u ishodištu, iako 
imamo osjećaj da, što dulje bacamo novac, 
vjerojatnost nalaženja čovjeka točno u isho- 
dištu bit će sve manja. (Slika 1.25) 


л 
T 


D, 
N 
(udaljenost prijeđena od početne pozicije) 


N (ukupan broj napravljenih koraka) 


Slika 1.25: Nasumični hod. Horizontalna 
koordinata N prikazuje ukupan broj podu- 
zetih koraka; vertikalna koordinata Dy je 
udaljenost" prijeđena od početne pozicije. 


Zanima nas, dakle, vrijednost D udalje- 
nosti čovjeka od ishodišta, ili bolje rečeno 
IDI, jer nam nije stalo je li ,odvrludao" u 
smjeru + ili -. U fizici se često upotrebljava 
iznos D?, jer znamo da ćemo tako auto- 
matski imati pozitivnu veličinu. Ova vrijed- 
nost statistički ustanovljena označava se kao 
(D?) i predstavlja iznos koji očekujemo kao 
najvjerojatniji rezultat mnogo opetovanih 
pokusa. Tako, ako npr. načinimo № koraka 
u pokusu, onda nas zanima iznos (D};), tj. 
srednji kvadrat udaljenosti. Ovaj se iznos 
lako izračuna. Nakon jednog bacanja imamo 
(D?) =1. Znamo također da je: 


Ру = Ру-1+1, 
Пер 


ILI: 


ILI: 
tj. ako kvadriramo: 


ILI: 


Dn=DN-1+2DnN-1+1, 
Dn=Dh-1-2DN-1+1 


ILI: 


Nazovimo prvi slučaj , a drugi b. Ako nači- 
nimo mnogo pokusa vidimo da će slučajevi 
aib biti podjednako zastupljeni. Očeku- 
jemo da će vrijednost srednjeg kvadrata biti 
prosjek od aib. Vrijednost Оу također 
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mora biti prosjek jer je , ravnopravna" s Dy. 
Dakle: 

(D%) = (Dha) +1 
Znamo, međutim, da je za N = 1 (р?) = 1, 
ра је (02,) = М. 

Ako želimo imati broj koji пат dimen- 
zionalno označava udaljenost, a ne njezin 
kvadrat, onda možemo uzeti korijen sred- 
njeg kvadrata udaljenosti: 

Desk = (D?) = у N 

Prisjetimo se da smo sve vrijeme bacanjem 
novca određivali hoće li čovjek koraknuti 
naprijed ili natrag. Kako је N = NG + Np, 
to znači da je |D| = 2NG - N, jer |D| = 
NG— Np. Dakle: 


pa će korijen srednjeg kvadrata devijacije 


biti: N А 
(NG - ) LN 
2 KSK 2 


Dakle, očekujemo da će NG odstupati od 
N/2 za VN/2. 

U fizici često postavljamo pitanje valja- 
nosti neke pretpostavke (hipoteze). U ovom 
slučaju ono bi glasilo: ,Je li kovanica sa- 
vršena?" Ovo se pak svodi na pitanje je 
li vjerojatnost da padne ,, glava" ili , pismo" 
uistinu 1/2. Ako jest, onda 


(Na) 


5 د 
٧‏ 


3 


Devijacija Ng оа N/2 iznosi VN/2, a nor- 
malizirana devijacija ili frakcija iznosi: 


2VN 


Što je N veći frakcija je sve manja. 7а 
N > оо, 1/2VN > 0. 

Imajmo stalno na umu da se sve ovo mora 
shvatiti statistički. Ako frakcija devijacije 
koju nakon dugog eksperimentiranja izraču- 
namo ne odstupa daleko od očekivane, ili je 
za faktor 2 do 3 od nje, onda možemo reći da 


پوس 
N‏ 
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je aparatura pouzdana, tj. u našem slučaju 
da je kovanica pravilna. Ali ni znatno odstu- 
panje od očekivane devijacije nije pouzdan 
znak da je kovanica nepravilna ili da igrač 
vara! Ni nakon velikog broja bacanja nije 
isključeno da će uslijediti odjednom slučajno 
veliki broj uzastopnih ,, glava" ili „pisama”. 
Ako nemamo aparaturu gdje je proces ,vid- 
ljiv” poput bacanja novca valja , vjerovati" 
pokusu. Dakako, ako ponovimo pokus više 
puta ishodi će biti različiti. Mi očekujemo da 
će ovako mjerena vjerojatnost (a posteriori!) 
u ovom konkretnom slučaju biti 1/2V.N, pa 
ćemo pisati rezultat kao: 


Е NG 1 1 
= 2٧ 


ү * 
gdje 2/۷۱۷ označava ,, grešku" koju od po- 
kusa očekujemo. Veličina koju mjerimo je 
Na od ukupnog broja N, a ,,greška" je do- 
dana kao nešto „razumno”, što se može oče- 
kivati i u tom smislu ima informativni karak- 
ter. Rezultate fizikalnih mjerenja prikazu- 
jemo analogno, iako izračunavanje očekivane 
devijacije može biti daleko složeniji posao. 


P(G) 


1.3.3 Statistička raspodjela 

Ovaj naš dosadašnji opis sve se više pribli- 
žava opisu realnog svijeta, ali da bismo opi- 
sali situacije poput one koja odgovara npr. 
Brownovom gibanju moramo uzeti u obzir 
još jednu komplikaciju. U našem dosadaš- 
njem opisu nasumičnog hoda pretpostavljali 
smo da su koraci bili jednaki. Pretposta- 
vimo sada nešto daleko realnije, tj. da koraci 
nisu jednaki već da se njihova dužina kreće 
u određenim granicama oko neke srednje 
vrijednosti. Pretpostavimo, radi jednostav- 
nosti, da je ta srednja vrijednost jedinična 
dužina. Ovo bi moglo sada odgovarati slu- 
čaju kretanja molekule u tekućini ili plinu. 
Dakle, dužinu koraka sada možemo ozna- 
čiti s l time što podrazumijevamo da je to 
„negdje oko 1”. Sada imamo analogno kao i 
prije: 

(DN) = (ра 1) +0) = (рур) +1 

і Као ргіје (D3) = N. Sada, međutim, vje- 
rojatnost povratka u ishodište nakon № ko- 
raka je jednaka nuli! To je očito, jer koraci 
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nisu bili jednaki. Što više, vjerojatnost da 
D bude neka određena vrijednost je iz is- 
tog razloga jednaka nuli. Naša dosadašnja 
pitanja sada valja formulirati drugačije. Mo- 
ramo tražiti vjerojatnost da D bude negdje 
u blizini neke vrijednosti. Drugim riječima, 
pitamo se kolika je vjerojatnost Р(2, Ах) 
da će se vrijednost D nalaziti u intervalu 
između x i (x+ Az). Svakako, Р će biti pro- 
porcionalan iznosu Ах. To pišemo ovako: 


P(x, Ax) = р(т)Ах 


gdje se р(х) naziva gustoća vjerojatnosti. 
Ova gustoća vjerojatnosti će ovisiti o broju 
koraka i o tome do koje se mjere koraci po 
dužini razlikuju. Ako je, međutim, broj № 
velik, ۵ distribucija dužina koraka razumna 
onda p(x) ovisi samo o N. (To se može, iako 
ne ovdje, pokazati). Distribucija р(х) kao 
funkcija т izgleda kao na slici 1.26. Širina 
distribucije je VN. što je N veći to su krivu- 
lje šire i niže, ali je površina ispod krivulje 
uvijek jednaka jedinici. 


p(x), gustoća vjerojatnosti 


N = 10 000 koraka 


N = 40 000 koraka 


٩ N = 160 000 koraka 
2 


-800 -600 -400 -200 0 200 400 600 
D = udaljenost оа početnog položaja 


800 


(b) p(x) е 


| | 


Slika 1.26: (a) Različite distribucije gustoće 
vjerojatnosti da će nasumični hod završiti 
na udaljenosti D od početnog položaja ako 
se u hodu napravi N koraka. (D se mjeri 
efektivnom duljinom koraka.) (b) Vjerojat- 
nost da je udaljenost D pređena nasumičnim 
hodom između točaka zi і zo je površina 
ispod krivulje p(x) u tom intervalu. 


Lako se, naime. pokaže da je vjerojat- 
nost nalaženja D u intervalu između 21 i 12 
jednaka površini ispod krivulje omeđenoj s 
ordinatama koje odgovaraju položaju х1 i 
£2, jer: 


T2 
P(11 < D < 25) = X p(z)Az 
zi 


a to je jednako: 


Površina ispod cijele krivulje je 


L plx)dzr=1 


—oo 


Ova gustoća vjerojatnosti, kako smo je ov- 
dje opisali, najčešće se sreće u fizici i naziva 
se normalnom ili Gaussovom vjerojatnošću 
(Slika 1.27). Njezin matematički izraz je 


gdje je a tzv. standardna devijacija. U 
našem slučaju to je с = УЛ, a ako je квк 
£ 1, onda је o = Ікзкъ N. 


34% | 34% 


0.15% 2.35% 2.35% 0.15% 


(u+o) (u+20) (u+39) (u+49) 


(u-49) (u-39) (u-20) (p-o) н 


Slika 1.27: Normalna ili Gaussova distribu- 
cija vjerojatnosti 


Sad smo se dovoljno približili realnoj fi- 
zikalnoj slici da možemo opisati što će se 
dogoditi kad imamo dvije posude ili kutije 
koje su međusobno odijeljene tankim zidom 
koji dijeli dva različita plina ili tekućine u 
tim posudama. Ako zid oprezno izvučemo 
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između posuda tako da fluidi u njima ostanu 
savršeno mirni početi će proces difuzije mo- 
lekula jednog fluida u drugi, jer će se indivi- 
dualne molekule kretati neovisno jedna od 
druge u trodimenzionalnom prostoru onako 
kako smo opisali za jednodimenzionalni slu- 
čaj. 

Opis difuzije nije, međutim, potpun uko- 
liko ne uzmemo u obzir i brzinu molekula, 
jer će i to utjecati na koeficijent difuzije. Br- 
zina molekula nije za sve molekule jednaka, 
veći ona ima svoju statističku raspodjelu. 
Analogno onom što je rečeno za udaljenost, 
možemo reći i za brzinu, pa ćemo vjerojat- 
nost da se iznos brzine neke molekule nađe 
u intervalu između v і v+ Av izraziti po- 
moću produkta gustoće i intervala p(v)Av. 
Maxwell je dao izraz za ovu gustoću: 


gdje je a konstanta koja ima veze s tempe- 
raturom fluida, a C je konstanta odabrana 
tako da je ukupni integral vjerojatnosti jed- 
nak jedinici. I ovdje uzimamo vjerojatnu ili 
očekivanu brzinu (v) i s njom računamo. Dis- 
tribucija izgleda kao na slici 1.28. Budući 
da je p(v)Av vjerojatnost da jedna molekula 
ima brzinu između v i v+ Av to je očeki- 
vani broj molekula (AN) čija brzina također 
spada u isti interval dan izrazom: 


(AN) = Np(v)Av 


Iznos Np(v) je distribucija s obzirom na 
brzinu. Ako na ordinati nanosimo taj iznos 
Np(v) onda površina ispod krivulje omeđena 
S Vi i vo daje očekivani broj molekula čija 
je brzina u tom intervalu. 

U makroskopskim uzorcima imamo velik 
broj molekula (N = 1022) pa su devijacije 
male (1/V N = 10—11), te možemo izbaciti 
riječ ,očekivani" i govoriti samo o broju mo- 
lekula u nekom intervalu brzina. Moramo 
ipak voditi računa o statističkoj prirodi ovih 
zaključaka, naročito ako izorak postaje ma- 
len. 
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(a) 


p(v) ili №р(у) 


PR. —----==-=-=- 


gustoća vjerojatnosti (1073 s/m) 
م‎ 


0 0.5 1 15 2 
brzina (103 m/s) 


2,5 


Slika 1.28: (a) Maxwellova raspodjela brzina 
molekula plina. (b) Distribucija brzina mole- 
kula različitih plemenitih plinova na sobnoj 
temperaturi. 


1.3.4 Princip neodređenosti 


Principi statističkog određivanja fizikalnih 
veličina koje smo upravo razmatrali imaju 
očitu primjenu u obradi problema poput 
onih koji se odnose na molekularna gibanja 
u fluidima gdje je broj čestica velik. Svi 
ovi i mnogi slični problemi uklapaju se u 
okvire klasične fizike i ne utječu na klasični 
determinizam. 

Sasvim druge implikacije imaju vjerojat- 
nost i statistika kada se koriste u okvirima 
kvantne mehanike. U tom slučaju znamo da 
i jednu jedinu česticu-val moramo u kvant- 
noj mehanici opisati u obliku vjerojatnosti 
da se nalazi u nekom danom stanju. Toč- 
nijim riječima, vjerojatnost da se ta čestica 
nalazi u nekom dijelu prostora moramo iz- 
raziti putem gustoće vjerojatnosti njenog 
nalaženja u nekom intervalu na prostornim 
koordinatama. Tako za koordinatu 2 mo- 
žemo govoriti o vjerojatnosti р(х) Ал, dok 
ćemo s istom logikom njezinu brzinu izraziti 
kao p(v)Av 1.29. 

Kažemo da je , širina" х dana s [А2], a 
slično tako ,širina" v će biti dana s [Av]. 
Važno je uvidjeti da u kvantnoj mehanici 
ove veličine nisu međusobno neovisne; pro- 
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Slika 1.29: Gustoće vjerojatnosti opažanja 
položaja i brzine čestice. 


dukt širina veličina x i v mora zadovoljavati 
Heisenbergovu relaciju neodređenosti: 


[Az] [Av] = u 


gdje je i Planckova konstanta.?> 

Važno je do kraja razumjeti sve implika- 
cije ovog izraza. On nam kaže da u prirodi 
ne možemo stvari opisati „боёпо”, determi- 
nistički, već pomoću vjerojatnosti. Tako npr. 
ne možemo strogo govoriti (iako katkada to 
»Kvalitativno? činimo) da elektroni kruže oko 
atomske jezgre po nekim određenim puta- 
njama, veći h moramo zamišljati kao neki 
„Oblak vjerojatnosti" oko jezgre (Slika 1.30). 
To ne znači da neki elektron nije na nekom 
određenom mjestu u nekom trenutku. Bitno 
je da mi me možemo odrediti to mjesto i 
impuls elektrona u isto vrijeme. Ovo mo- 
žemo ilustrirati na jednom jednostavnom 
primjeru. Vjerojatnost nalaženja elektrona, 
na udaljenosti r od jezgre dana je izrazom 
р(т)ЛУ, gdje je: 


3 


a AV je sferni interval volumena ,,debljine? 
Ar dok je a ,srednji" radijus atoma. Tako, 
kad kažemo da je radijus nekog atoma neki 
određeni broj, onda to moramo shvatiti u 
kvantnomehaničkom kontekstu.** Spoznaja 


23Strogo uzevši Planckova konstanta se piše kao 
h, a oznaka h je kratica za ze. Mi se nećemo uvi- 
jek suviše obazirati na ove razlike izuzev u slučaju 
strogog računanja nekih veličina. 

24Vidimo iz izraza za gustoću vjerojatnosti nalaže- 
nja elektrona na nekoj udaljenost od jezgre (zapravo 
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fizičara da neke stvari ne mogu točno mjeriti, 
čak ni u principu, predstavlja sama po sebi 
važan dio naših gledišta o svemiru. 


І 


0 1 2 
| DI 


Slika 1.30: Vjerojatnost pronalaska elek- 
trona u atomu vodika u osnovnom (n=1) 
i pobuđenim stanjima (n=2 i n=3). Svijetla 
područja ukazuju na veću vjerojatnost. U 
redovima simbol l označavaju kutnu količinu 
gibanja elektrona.?“ 


izraz je približan i „klasičan”, ali to sad nije bitno) 
da je njezina vrijednost maksimalna za r = 0, tj. za 
elektron koji bi bio kod jezgre. Međutim fizikalna 
vjerojatnost nalaženja elektrona tamo je neznatna 
jer je AV na tom mjestu zanemariv. 

26Slika je preuzeta iz knjige University Physics Vol 
З by OpenStax licencirana pod licencom Creative 
Commons Attribution License v4.0. 
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1.4 Gibanje tijela u polju sile 
1.4.1 Gravitacija 


Prirodno je bilo inkvizitivnom čovjeku da 
najprije počne proučavati silu koju je najne- 
posrednije osjećao. Gravitacija je sila inverz- 
nog kvadrata (jakost joj opada kvadratom 
udaljenosti između tijela) koja djeluje iz- 
među svih tijela. Sam zakon njenog djelova- 
nja je vrlo jednostavan: 


mim2 


т-с 


r 


gdje su veličine označene samo po iznosu (a 
ne vektorski), G je gravitacijska konstanta, 
mı i тә su mase tijela koja međudjeluju, а 
r je udaljenost između njih. 

Priča oko otkrića ovog zakona zanimljiv je 
primjer generalizacije u fizici. Prisjetimo se 
da generalizacija u fizici, zapravo u bilo kojoj 
znanosti, predstavlja objedinjavanje opisa na 
prvi pogled različitih fenomena pod jedan 
jedinstveni zakon. 

Već dobro otrcani kliše, koji laici vole po- 
navljati, svodi se na to da je Newton otkrio 
zakon gravitacije kad mu je jabuka i njego- 
vom vrtu pala na glavu, pa ga je taj incident 
natjerao da se zamisli o dosegu gravitacijske 
sile. Mnogi su i prije Newtona proučavali 
problem gravitacije; Newton je načinio samo 
zadnji, doduše najvažniji, korak. Od Newto- 
novih prethodnika valja najprije spomenuti 
astronoma po imenu Tycho Brahe. On je 
postavio sebi zadatak, u koji je duboko vje- 
rovao, a to je da, u odsutnosti poznavanja 
zakona, točna mjerenja mogu biti od bitne 
važnosti, jer se onda na osnovu analize tak- 
vih mjerenja može doći do zakona. U tome 
je imao potpuno pravo. Danas je to očito, 
ali u doba u kojemu je Brahe živio, mjerenje 
se smatralo inferiornim poslom nedostojnim 
pravog intelektualca od kojega se očekivalo 
da se bavi filozofijom. (Ovaj intelektualni 
snobizam donekle je preživio sve do naših 
dana, na sreću samo u nerazvijenim sredi- 
nama koje djelomično zbog toga i dalje os- 
taju nerazvijene!). Brahe je bio u iznimno 
dobrom položaju da provede svoju ambiciju 
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u djelo jer je bio kraljevski astrolog na dan- 
skom dvoru. Poslije njegove smrti Kepler je 
upotrijebio Braheove tabele i našao značajne 
zakonitosti koje su sadržane u tri Keplerova 
zakona: 

I. Planeti oko Sunca putuju po elipsama; 
Sunce se nalazi u jednom od njenih ža- 
rišta.?“ 

II. Radijus-vektor, radijalna udaljenost 

planeta od Sunca, u jedinici vre- 
тепа uvijek ,prebriše" jednake povr- 
šine (Slika 1.31). 
Period rotacije planeta oko Sunca Т 
proporcionalan je srednjem radijusu 
ophodnje planeta a na 3/2, ili kraće: 
аЗ = kT2.28 


III. 


8 

о 

Ф 

sE 

u 

Ф 

= 

5 

5 р 

= С) 6 

L © 
[>] 
o 
centar elipse 
х 


prazni fokus 


orbita planete 


Slika 1.31: Drugi Keplerova zakon 


U isto vrijeme (više manje) kad je Kepler 
djelovao, bavio se Galilei proučavanjem di- 
namike kretanja tijela. Jedna od osnovnih 
osobina tijela koju je Galilei otkrio i defini- 
rao bila je inercija; tijela ostaju u stanju 
mirovanja ili jednolikog gibanja, ako na njih 
ne djeluju sile.(Još uvijek ne znamo zašto. 
O tzv. Machovom principu biti će govora 
na drugom mjestu). Ovo Galilejevo otkriće 


27Mi danas znamo da se u žarištu nalazi težište 
cijelog sunčevog sistema, ali Braheove tabele nisu 
ipak mogle biti tako precizne. 

28Treći Keplerov zakon uslijedio je stanoviti broj 
godina poslije. 
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sadržano je u prvom Newtonovom zakonu. 
Drugi i treći zakon otkrio je i formulirao sam 
Newton. Drugi zakon izražava princip da 
je potrebno primijeniti silu na tijelo da ono 
promijeni svoje inercijsko stanje, bilo miro- 
vanja ili jednolikog gibanja. Ako se ova dva 
principa uzmu zajedno onda je lako objas- 
niti kružno gibanje tijela koje vrtimo, dok 
je vezano uzicom čiji drugi kraj držimo u 
ruci. Newton je shvatio da je za gibanje 
planeta oko Sunca potrebna sila koja dje- 
luje u smjeru radijus-vektora, što je u to 
vrijeme bila ideja koja se kosila s intuici- 
jom. Ovo proizlazi i iz Keplerovog II zakona. 
Na osnovu Keplerovog III zakona Newton je 
zaključio da jakost sile odgovorne za kreta- 
nje planeta opada s kvadratom udaljenosti 
planeta od Sunca. Newton je odmah pro- 
širio ovaj zaključak u smislu da sva tijela 
posjeduju svojstvo međusobnog gravitacij- 
skog privlačenja, što bi objasnilo postojanje 
satelita oko planeta, kao i silu težu na njima. 
To je ipak bila samo hipoteza. Ključno pita- 
nje je bilo: djeluje li gravitacijska sila uni- 
verzalno s istom konstantom međudjelova- 
nja (gravitacijskom konstantom) i po zakonu 
obrnutog (inverznog) kvadrata? Trebalo je 
ustanoviti da ista sila drži tijela na površini 
Zemlje, Mjesec u putanji oko Zemlje i Zem- 
lju na putanji oko Sunca. Na prvi pogled to 
bi trebalo biti jednostavno: računom poka- 
zati da predmet koji se na površini Zemlje 
padom ubrzava oko 10 metara na sekundu u 
sekundi podliježe istom zakonu kao i Mjesec 
koji isto ,pada" prema Zemlji tako da ostaje 
u putanji oko nje (inače bi se u odsutnosti 
privlačne sile nastavio jednoliko gibati po 
tangenti). Međutim kad je Newton raču- 
пао koliko Mjesec „pada” u jednoj sekundi 
i to usporedio s padanjem tijela na Zem- 
lju nije dobio istu gravitacijsku konstantu. 
To je bio, dakako, ozbiljan problem koji je 
Newton pripisao nedovoljno pouzdanim po- 
dacima o veličini Zemlje. I zaista, nekoliko 
godina kasnije nova mjerenja britanske mor- 
narice dala su mnogo točnije rezultate na 
osnovu kojih je dobivena praktički ista gra- 
vitacijska konstanta. Newtonov univerzalni 
zakon gravitacije time je bio dokazan. 
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Pri opisu djelovanja gravitacijske sile valja 
objasniti nekoliko pojmova. Na fenomene ak- 
celeracije ćemo se još navraćati, ali opišimo 
ovdje kako Mjesec ,,pada" prema Zemlji, a 
ipak ostaje na jednakoj udaljenosti od nje. 
Mjesec ,,pada" s obzirom na pravolinijsku 
putanju po kojoj bi se kretao u odsutnosti 
gravitacijske sile 1.32. Krećući se iz položaja 
1 Mjesec zauzme položaj 2, pri čemu „padne” 
za visinu h u odnosu na točku 1 (pretposta- 
vimo da je udaljenost 1-2 proizvoljno mala). 


Slika 1.32: Mjesec ,,pada" 


Ako Mjesec prijeđe za jednu sekundu v 
metara, onda u isto vrijeme ,,padne" za h 
metara. Iz slike 1.32 je razvidno da za dva 
slična trokuta vrijedi sljedeća proporcional- 


nost: 
2r 


vo 2r—h 


h v | 


iz toga 02 = тһ ili ® = V2rh . Ako uvrstimo 
udaljenosti dobijemo potrebnu obodnu br- 
zinu potrebnu da se Mjesec drži u putanji. 
Dakako, ovi isti argumenti vrijede univer- 
zalno za bilo koji satelit.?? 

Newtonova teorija gravitacije pred- 
stavljala je prvu veliku generalizaciju u fi- 
zici. Ona je objedinila sve Keplerove zakone 
i objasnila mnoge druge fenomene kao npr. 
plimu i oseku. 


29Ne baš sasvim. Prema teoriji opće relativnosti 
proizlazi da je prostor u blizini svakog tijela ,,zakriv- 
ljen", pa i zakon gravitacije mora biti ,popravljen" 
kako bi se ova zakrivljenost uzela u obzir. U slu- 
čaju Zemlje ova korekcija je sasvim zanemariva, ali 
npr.za putanju Merkura oko Sunca nije. O tome će 
biti nešto više govora kad budemo govorili o općoj 
teoriji relativnosti. 
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Korištenjem naivnih modela dolazili su 
ljudi do zaključka da bi plima trebala uslije- 
diti svakih 24 sata. U stvari, plima i oseka 
se smjenjuju svakih 12 sati. Newtonova te- 
orija gravitacije ovo lako objašnjava. Zemlja 
i Mjesec se rotiraju oko zajedničkog težišta. 
Onaj dio mora koji je bliži Mjesecu biva po- 
vučen nešto jače od same Zemlje 1.33 jer je 
bliži Mjesecu. 


kombinirano gravitacijsko 


ivlači ravitacijsko privlačenje 
privlačenje Sunca i Mjeseca 9 KORU Mjesec 


ке 


Zemlja 


Е \ 
Mjesec “\ plima 
S 
Хы oseka 2 
Баа 


gravitacijsko privlačenje 
Sunca 


Slika 1.33: Plima i oseka. Utjecaj gravitacije 
Mjeseca i Sunca na vodene mase na Zemlji. 


More na suprotnoj strani biva slabije po- 
vučeno jer je dalje od Mjeseca. I onaj dio 
mora koji je bliži i onaj koji je udaljeniji od 
Mjeseca podložni su centripetalnoj akcele- 
raciji koja je manja za prvi a veća za drugi 
dio mora. Ukupni rezultat je da more biva 
pomaknuto prema i od mjeseca što tvori 
plimu na dvjema, dijametralno suprotnim, 
polutkama. S obzirom na dinamiku rotacije 
Zemlje i strujanja mora, točno mjesto maksi- 
malne plime i vremena kad ona uslijedi nije 
sasvim jednostavno utvrditi bez dodatnih 
podataka. 

gravitacijska sila, koliko nam je danas poz- 
nato, djeluje do kraja vidljivog svemira s 
jednakom konstantom međudjelovanja. To 
ujedno znači da se gravitacijska konstanta ne 
mijenja u vremenu usporedivom sa starošću 
svemira. Očekujemo da gravitacijska sila 
ima kvantnomehanički karakter, analogno 
drugim fundamentalnim silama. Iako su do- 
kazi za to vrlo indirektni, ako ne i nedovoljni, 
vjerujemo da će prvi kvanti gravitacijskog 
polja biti uskoro detektirani. 


1.4.2 Mjerenje gravitacijske konstante 
Cavendish je bio prvi koji je mjerio gravi- 
tacijsku konstantu direktnom metodom, a 
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time indirektno izmjerio i masu Zemlje. S 
obzirom na vrijeme kad je taj pokus usli- 
jedio i tehnologiju koja je Cavendishu bila 
pristupačna, nije čudo što je rezultat bio 
netočan, već je čudo da je uopće dobiven. 
Cavendisheva aparatura sastojala se od štapa 
na čijim krajevima su bile učvršćene dvije 
olovne kugle 1.34, a sam štap obješen u sre- 
dini o nit koja se mogla uvijati kako bi se 
dobila zakretna sila. 


SJENA torziona 
gravitacijska nit 
sila 


Henry Cavendish 


olovna 


kugla NGC 


lagani horizontalni 
štap obješen o nit 


nepomična 
olovna kugla 


Slika 1.34: Cavendishev eksperiment 


Dvije velike nepomične olovne kugle pos- 
tavljene su svaka nasuprot pokretnim ku- 
glama na štapu na jednakim udaljenostima, 
tako da privlačna sile između oba para dje- 
luje simetrično u tangencijalnom smjeru. Za- 
kretanjem skale učvršćene za gornji ovjes niti 
ova se mogla uvijati tako da nastala zakretna 
sila bude jednaka i suprotna sili gravitacije 
između kugli. S obzirom na relativno male 
mase, ali ipak dovoljno velike da zahtijevaju 
jaku nit, teško je bilo mjeriti vrlo sićušnu 
silu privlačenja. Točan rezultat (ali ne onaj 
koji je dobio Cavendish!) iznosi: 


G = 6.670 x 10—11 Nm?kg ? 


Uspjeh teorije gravitacije značio je ogroman 
poticaj u znanosti sedamnaestog stoljeća. Po 
prvi put je čovjek dobio pravi uvid u jednu 
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fundamentalnu pojavu u svoj svojoj univer- 
zalnosti. Znanstvenici su krenuli u daljnja 
istraživanja s novom nadom da će sve ostalo 
u prirodi biti ubrzo objašnjeno. Nitko nije 
tada slutio da će iduća velika generalizacija 
uslijediti tek nakon 200 godina! 

Koji mehanizam možemo invocirati da bi- 
smo objasnili gravitaciju? Мес smo rekli 
da očekujemo od gravitacije kvantnomeha- 
ničko ponašanje, ali to nije od velike pomoći 
kad govorimo o mehanizmu, izuzev da pos- 
tojanje kvantnog propagatora implicira da 
djelovanje gravitacijske sile treba putovati 
prostorom brzinom svjetlosti što znamo da 
jest slučaj. Gotovo od prvog časa počele 
su se nizati razne teorije o mehanizmu gra- 
vitacije. Sve su one doduše bile donekle 
plauzibilne, ali su i predskazivale druge po- 
jave koje ne postoje. Pokušaj da se gravi- 
tacijska sila poveže nekako s električnom 
dovodi do predskazivanja da jakost jedne ili 
druge ili obiju ovisi o vremenu što znamo 
da nije slučaj. Teorijski model koji je danas 
poznat kao Standardni model ne traži odgo- 
vor na pitanje o mehanizmu već prikazuje 
četiri osnovne sile kao ostatak ,razbijanja 
simetrija", nakon prvih trenutaka formacije 
svemira. Detalji tog modela ne spadaju u 
opseg našeg štiva. 

Prisjetimo se da, uz pojavu gravitacijskog 
polja, svako tijelo posjeduje inerciju. Je li 
inercija točno proporcionalna masi? Ekspe- 
riment pokazuje da je to tako, s točnošću 
od jedan u 106 ili čak bolje od toga. Propor- 
cionalnost između mase u težine je, dakle, 
savršena (u okviru dostupne tehnologije mje- 
renja). Ovo je, dakako, vrlo interesantno. 

Kako što je već spomenuto, kad bi Sunce 
odjednom eksplodiralo, gravitacijske efekte 
bismo opazili u isti čas kad i svjetlosne. Fins- 
teinova relativnost gibanja predskazuje da 
gravitacija ne djeluje samo na masu veći 
na ostale oblike energije kao npr. elektro- 
magnetske valove. Da se putanja svjetlosti 
doista zakrivljuje u gravitacijskom polju us- 
tanovljeno je eksperimentalno, iako ne tako 
rano kako što se ranije mislilo.?“ 


30Do nedavna se vjerovalo da je prva eksperimen- 
talna potvrda ovog fenomena uslijedila kao rezul- 
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Kad se neka zvijezda na svom putu ,,sa- 
krije" ili okultira iza Sunca, trenutak okul- 
tacije dade se vrlo točno ustanoviti. ,,Kaš- 
njenje” okultacije i zatim njeno „гапјепје” 
rezultat je zakrivljenosti putanje svjetlosti. 
Astronomski objekti vrlo velike mase koji su 
okruženi vrlo jakim gravitacijskim poljem 
(neutronske zvijezde i crne rupe) mogu dje- 
lovati kao svojevrsne ,,leće" za svjetlost koja 
putuje iz još udaljenijih područja svemira. 
Ovo je značajna pojava u astrofizici koja se 
koristi i za određena mjerenja. 


1.4.3 Matematička formulacija kinema- 
tike 

Kretanje svih tijela u klasičnoj fizici opisu- 
jemo veličinama prostora i vremena. 'To su 
prostorne koordinate koja označavaju gdje 
se tijelo nalazi i vrijeme koje označava kad se 
tijelo nalazi u nekoj danoj točki u prostoru. 
Ako se tijelo kreće, onda ono u različitim 
vremenima zauzima različite položaje. Ako 
je tijelo općenito nepravilnog oblika, opis 
kretanja može biti kompliciran. Da bismo 
opisali kretanje u svom najjednostavnijem 
obliku, najčešće se služimo modelom mate- 
rijalne točke, koja nema dimenzija ali ima 
konačnu masu. Vidjet ćemo da ovaj model 
možemo u određenim uvjetima proširiti i na 
kretanje tijela konačnih dimenzija. Materi- 
jalna točka koja se kreće zauzima u raznim 
vremenima razne položaje. Skup točaka koje 
označavaju te položaje nazivamo putanjom 
materijalne točke. Dužina putanje s pred- 
stavlja udaljenost koju materijalna točka 
prevali i funkcija je brzine kretanja i vre- 
mena trajanja putovanja. 


s= f(v,t) 


Vrijeme i prostor, dakle, u klasičnom smislu 
shvaćamo kao odvojene, a položaj točke u 
prostoru kao sasvim točno definirano mjesto. 
Kvantne ideje i koncept specijalne i opće te- 
orije relativnosti uvest ćemo kasnije i vidjeti 


tat mjerenja Eddingtonove ekspedicije dvadesetih 
godina 20. stoljeća. Preispitivanje originalnih bilje- 
žaka s ove ekspedicije pokazuje da je njihova greška 
bila suviše velika da bi rezultati bili nedvosmisleno 
u korist teorije. 
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kako oni mijenjaju klasične rezultate. U tom 
ćemo smislu definirati i brzinu. Za jednoliko 
kretanje, tj. kretanje konstantnom brzinom 
po pravcu 


v=— 
t 


gdje je s udaljenost koju je točka prevalila 
u vremenu t putujući po pravcu. Općenito 
kretanje nije jednoliko, ni po iznosu ni po 
smjeru, pa se brzina definira kao trenutna 
brzina u jednoj točki prostora i piše u dife- 
rencijalnom obliku kao 


y= 
dt 


gdje s ds i dt označavamo proizvoljno male 
djeliće (inkremente) puta odnosno vremena 
kod točke gdje trenutnu brzinu definiramo. 
U koordinatnom sustavu možemo definirati 
i komponente brzine i puta. Tako za x os: 


x = de 
T dt 


U fizici je ovaj koncept o infinitezimalnim 
veličinama bitan. Stari filozofi nisu posje- 
dovali ovakav matematički koncept, pa su 
upadali u razne paradokse poput onog o zecu 
i kornjači itd. Diferencijalni račun otkrili su 
u isto vrijeme Newton i Leibnitz. (Newton 
to nije nikada htio Leibnitzu priznati, te ga 
optuživao za krađu ideja i sl.). Kvocijent 
infinitezimalnih veličina zove se derivacija. 
Tako npr. de je derivacija 2-а po vremenu. 

Kod jednolikog gibanja udaljenost je pro- 
dukt brzine i vremena, s = vt, ali u slučaju 
nejednolikog gibanja ne možemo „a priori” 
predvidjeti prevaljenu udaljenost bez znanja 
o tome po kojem se pravilu brzina mijenja. 
u odsutnosti ovog pravila možemo jedino 
reći da je mali inkrement puta jednak pro- 
duktu trenutne brzine i inkrementa vremena 
potrebnog da se taj put prevali: 


As=vAt 


gdje su As i At proizvoljno maleni inkre- 
menti, a gornja relacija je tim točnija što 
su ti inkrementi manji. Budući da se br- 
zina stalno mijenja morali bismo je u praksi 
mjeriti u kratkim vremenskim intervalima, 
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recimo deset puta na sekundu izračunavati 
djeliće puta i zbrajati rezultate. Na ovaj 
način i funkcioniraju integratori udaljenosti 
na velikim putničkim avionima. Dakle valja 
načiniti sumu produkata trenutnih brzina i 
vremenskih intervala: 


в=у vAt 


ili, još točnije pisano: 


8 = Уу v(t)At; 


i 


gdje se index # odnosi па i-ti interval (tj. 
inkrement) vremena. Matematički ovaj izraz 
postaje sasvim točan tek onda kad At; > 
,مه‎ tj. kad inkrementi postanu diferencijali. 


Tada pišemo: 
t2 
s= / v(t)dt 
ti 


U matematičkoj analizi nalazimo pravila 
deriviranja i integriranja i način do kojeg 
dolazimo do rješenja. Napomenimo da se 
svaki matematički izraz dade derivirati, ali 
se svaki matematički izraz ne da analitički 
integrirati. Kad se analitička integracija ne 
može provesti valja pribjegavati numeričkim 
integracijama. Moderna računala to vrlo 
brzo obavljaju. 

Nejednoliko gibanje nužno implicira pro- 
mjenu brzine što nazivamo akceleracija ili 
ubrzanje. Napomenimo, međutim, da u fizici 
akceleracija znači promjenu brzine bilo po 
iznosu (na niže ili na više) ili smjeru. Izraz 
poput „negativna akceleracija" je dosta čest. 
»Usporavanje" ili ,deceleracija" se kao iz- 
razi rijetko, ali ipak katkada, koriste. Opet, 
analogno prethodnome, možemo reći da za 
jednoliku akceleraciju v = at, dok općenito: 


dv 
а= 
dt 


Iz ovoga je očito da je a = =. tj.druga de- 
rivacija puta po vremenu. Jednostavan i 
čest slučaj jednolike akceleracije je padanje 
tijela u polju sile teže pri zanemarivom ot- 
poru zraka ili u vakuumu. Akceleraciju u 
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1. Роёе!а 


polju Zemljine gravitacije nazivamo g, ра je 
brzina v = gt, put prevaljen je 


1 
ЭСТЕСЕ 590 


Kako što smo već vidjeli, akceleracija se 
može odnositi samo na smjer, ali ne nužno 
na iznos brzine. Promjena smjera kretanja 
implicira zakrivljenu putanju, pa kretanje u 
prostoru ne možemo više prikazati jednodi- 
menzionalno već dvodimenzionalno 1.35 ili 
trodimenzionalno. Prikazivanje dvo- i tro- 
dimenzionalnog gibanja iziskuje upotrebu 
koordinatnog sustava. 


Slika 1.35: Brzina i akceleracija 


U fizici je najčešće u uporabi Kartezi- 
jev koordinatni sustav.?!. U Kartezije- 
vom pravokutnom koordinatnom sustavu tri 
prostorna koordinatna pravca su međusobno 


31 Zasluga za otkriće Kartezijevog koordinatnog 
sustava kako on danas nosi ime, pripala je francu- 
skom matematičaru Reneu Descartesu (1596.—1650.) 
koji ga je imenovao po svojoj latinskoj inačici imena 
Cartesius. Premda je ideja bila utemeljena još 1637. 
godine odvojeno u dva zapisa Descartesa i Fermata, 
potonji nije objavio svoje otkriće. Upravo je Des- 
cartes zato uveo novu zamisao određivanja položaja 
točke ili objekta u ravnini upotrijebivši dvije među- 
sobno okomite osi kao mjerila. Otkriće Kartezijevog 
koordinatnog sustava značilo je velik napredak u ma- 
tematici povezujući najprije Euklidsku geometriju i 
algebru. Kružnice, parabole, elipse i druge krivulje 
sada su prvi puta mogle biti opisivane "kartezij- 
skim" algebarskim jednadžbama pomoću koordinata 
točaka krivulje u ravnini. Razvoj kartezijskog ko- 
ordinatnog sustava značajno je doprinio daljnjem 
razvoju matematike i omogućio Newtonu i Leibnitzu 
otkriće diferencijalnog i integralnog računa. 
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okomita. Pored Kartezijevog pravokutnog 
koordinatnog sustava u fizici se ponekad ko- 
riste kartezijski nepravokutni sustavi sa za- 
košenim koordinatnim osima. Od nekarte- 
zijskih pravokutnih koordinatnih sustava u 
fizici su često u upotrebi polarni, cilindrični 
i sferni koordinatni sustavi. 172 Slike vidimo 


da je: 
As ~ y Ar? + Ау? 


Ovaj je izraz točan za As — 0. Analogno za 
brzinu možemo reći 


da \? dy : د د‎ 
(F) 1) = very 
U tri dimenzije vrijedi: 


+v?‏ 02+ 4102 ورا 


Analogno možemo prikazati і akceleraciju. 
Vidi sliku 1.35. 

Vidimo da smo došli do vektorskog kom- 
biniranja jednostavnih gibanja u složeno 
gibanje. Ovaj pojam možemo ilustrirati 
primjerom kosog hica, gdje ćemo se upoznati 
s principom neovisnosti gibanja. Karakteris- 
tike kosog hica su detaljno prikazan na slici 
1.36. 

U smjeru ж imamo jednoliko gibanje: 


_ ds 


u= 


g= üÜzt 


dok u smjeru y imamo jednoliko ubrzano 
gibanje: 


1 2 
= 0 
аш, 


Vrijeme možemo eliminirati supstitucijom 
t= S pa dobijemo 


ga? 


ус соо 


Ovo je jednadžba parabole. Horizontalni 
hitac, dakle, opisuje paraboličnu putanju, a 
isto tako i kosi hitac.?? 


32Možemo se brzo uvjeriti da je ovo granični slu- 
čaj putanje satelita oko matičnog tijela, time što se 
pretpostavlja da je pri površini Zemlje gravitacijsko 
polje homogeno, tj. ne mijenja se kao funkcija pros- 
tornih koordinata. U stvari, polje opada kvadratom 
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kosi hitac > konstantna horizontalna brzina 
> konstantna vertikalna akceleracija (a) 
УА Ух=Уох 
= 
x 
(b) 
„> 
50 100 150 200 250 х(т) 


Slika 1.36: Kosi hitac je najčešći primjer slo- 
ženog gibanja u gravitacijskom polju. Oda- 
birom pogodnog koordinatnog sustava rje- 
šavao diferencijalne jednadžbe gibanja za 
svaku pojedinu koordinatnu os. Rješenje je 
superpozicija rješenja po osima; u našem 
slučaju putanja gibanja projektila u homo- 
genom gravitacijskom polju je parabolična. 


1.5 Newtonovi zakoni dinamike 


Uz otkriće zakona gravitacije, Newton je 
ostvario još jedan veliki prodor u fizici, a 
to je formulacija zakona dinamike kojima 
je u potpunosti objasnio kretanje tijela pod 
utjecajem sila. Stoga opravdano smatramo 
Newtona jednim od najvećih fizičara svih 


vremena. 22 


udaljenosti, pa parabola prelazi u elipsu, što smo 
već vidjeli. Za male udaljenosti na Zemlji, račun ko- 
sog hica, kako je prikazan ovdje, sasvim je dovoljno 
točan. Za interkontinentalne balističke projektile 
valja voditi računa o promjenljivom gravitacijskom 
polju. 

338Nažalost, Newton zaslužuje još jedan manje po- 
hvalan superlativ, a to je njegov izuzetno neugodan 
karakter. O njegovoj zloći napisane su legende od 
kojih nije na odmet spomenuti barem dvije koje u 
svojoj knjizi A Short History of Time (> Hawking, 
1988) navodi Stephen Hawking, također profesor na 
istoj katedri u Cambridgeu koju je nakada držao 
Newton. 

Newton se svađao s Johnom Flamsteedom, koji je 
tada bio Kraljevski astronom i koji mu je, svojim 
podacima iz astronomije, jako pomogao u pisanju 
knjige Principia Mathematica Philosophiae Natu- 
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Prvi Newtonov zakon bio je reformulacija 
Galilejevog principa inercije, što smo već 
spomenuli. On glasi: , Tijelo ostaje u stanju 
mirovanja ili jednolikoga kretanja sve dotle 
dok ga neka sila ne promijeni to njegovo 
stanje". Drugi zakon je predstavljao ključni 
dalji korak, tj. kako se stanje tijela mijenja 
pod utjecajem sile. Newton uvodi pojam 
impulsa i kaže u drugom zakonu da je „рто- 
mjena impulsa po vremenu proporcionalna 
sili" Pri tome se impuls definira kao pro- 
dukt mase i brzine. Drugi Newtonov zakon 
možemo stoga pisati i formalno kao 
d(mo) ад _ 


d "a "7‏ کو 


U klasičnoj mehanici masa se smatra kons- 
tantnom. Jedinu korekciju koju ovom za- 
konu moramo danas dodati jest relativistički 
prirast mase. Kod brzina koje su male u us- 
poredbi s brzinom svjetlosti ova korekcija je 
zanemariva. Iz gornje jednadžbe vidljivo je 
da je smjer sile isti kao i smjer akceleracije, 


ralis (> Newton, 1686). Zbog Newtonovog stava 
prema njemu, Flamsteed mu je prestao davati po- 
datke koje je tražio, pa je Newton uredio da se ti 
podaci iz Flamsteedovog rada zaplijene, a pripreme 
za njihovo prisilno objavljivanje povjerio njegovom 
zakletom neprijatelju Edmondu Halleyu. Flamsteed 
je uspio dobiti sudski nalog da se to objavljivanje 
spriječi, nakon čega je bijesni Newton iz svih kas- 
nijih izdanja Principiae izbacio sve navode koji su 
sadržavali Flamsteedovo ime. 

Još gori primjer je kampanja koju je Newton po- 
veo protiv njemačkoga filozofa Gottfrieda Leibnitza. 
Iako je bilo jasno da je Leibnitz neovisno o Newtonu 
otkrio diferencijalni račun, ovaj ga je optužio za 
plagijat. Nesretni Leibnitz je načinio kardinalnu 
grešku da je tražio od Londonskog Kraljevskog druš- 
tva imenovanje nepristrane komisije koja bi ispitala 
slučaj. Newton je, kao predsjednik tog istog Kraljev- 
skog društva imenovao ,nepristranu" komisiju koja 
se sastojala od samih njegovih pristaša. Za svaki 
slučaj je vlastoručno napisao ,izvještaj komisije" u 
kojemu je, dakako, osudio Leibnitza za plagijat. Uz 
to je, za dobru mjeru, napisao anonimni članak o 
tom izvještaju u časopisu Kraljevskog društva. Kad 
je Leibnitz umro, Newton se otvoreno hvalio da mu 
je on u tome pomogao! 

Newton je, nakon odlaska iz Cambridgea, ušao u 
politiku gdje je vodio energičnu kampanju protiv 
katoličke crkve za što je, kao nagradu, dobio položaj 
čuvara Kraljevske kovačnice novca. Ovdje je imao 
priliku svoj talent za spletke i vitriolni karakter ko- 
ristiti za lovljenje falsifikatora od kojih je nekolicinu, 
navodno, poslao na vješala. 
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Ах Ur = 4 Fe = mar 
A = du Е, = та 
У Vy = ағ y= у 
A — dz Р, = 
2 v= © „ = та; 


Tablica 1.4: Vektorske komponente veličina 
iz 2. Newtonovog zakona mehanike 


što Newton u svojoj prvobitnoj formulaciji 
(na latinskom) izričito naglašava. O vek- 
torima ćemo detaljnije govoriti kasnije, ali 
napomenimo ovdje da vektor ima iznos i 
smjer, te smjerovi s obje strane vektorske 
jednadžbe moraju biti isti. Veličine kao što 
su sila, brzina pomak akceleracija itd. imaju 
u fizici širi i precizniji smisao od onoga u 
svakodnevnom životu. Laici se teško privi- 
kavaju na ovaj prošireni smisao vektorskih 
veličina. 

Već smo vidjeli da se ove vektorske ve- 
ličine dadu razlučiti na komponente. Ove 
komponente mogu općenito imati bilo ka- 
kav smjer. Ako su komponente međusobno 
ortogonalne onda je vektorski račun vrlo jed- 
nostavan. Tako komponente pomaka, brzine 
i sile možemo prikazati ovakvom tablicom: 

Ovdje vidimo također princip neovisnosti 
gibanja. Ako je npr. £,=0 i Ру = 0, a 
Е, = —mg, onda imamo tijelo koje pada ubr- 
zano u smjeru —y, dok se pri tome moglo 
jednoliko kretati po nekoj drugoj osi (hori- 
zontalni hitac) ili pak mirovati (prosti pad). 
U nekom drugom sustavu koji se giblje u 
odnosu na naš, prikaz gibanja istog tijela 
izgledati će drukčije. Iz do sada rečenog, 
vidimo da se princip neovisnosti gibanja pro- 
teže i na slučajeve kad na neko tijelo djeluju 
različite sile npr. električna i gravitacijska, 
magnetska i električna itd. 

Drugi Newtonov zakon omogućava izraču- 
navanje kretanja tijela pod utjecajem bilo 
koje sile. Uzmimo npr. kretanje planeta 
oko Sunca. Ako Sunce prikažemo kao vrlo 
masivno tijelo u ishodištu, gravitacijsku silu 
F možemo razlučiti na komponente Fy і Fy. 


gs‏ _ £ _ د 
دم Е| r r‏ 


Isaac Newton 


prazni 
fokus 


Slika 1.37: Newtonov opći zakon gravitacije 
definira gravitacijsku silu kojom možemo ma- 
tematički (analitički ili numerički ) objasniti, 
ali i predvidjeti putanje nebeskih tijela koris- 
teći temeljni zakon gibanja, drugi Newtonov 
aksiom. 


Po drugom Newtonovom zakonu 

dve GMmzr 
m = 
dt r3 


i za y— komponentu 


е (Z) _ _GMmy 
dt r3 
gdje je r = Va? + y2. 

Ovdje imamo dvije jednadžbe s dvije ne- 
poznanice (pretpostavimo da brzinu znamo 
iz astronomskih podataka) koje će nam dati 
elipsu. Danas se ovakva gibanja satelita ili 
svemirskih letjelica dadu izračunati brzim 
računalima što omogućava dinamičku kon- 
trolu letjelica prilikom složenih manevara 
svemirskog leta. Ti računi mogu biti veoma 
složeni, jer se moraju uzeti u obzir i utjecaji 
više svemirskih tijela (u blizini Zemlje to su 
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Sunce i Mjesec, pa čak i lokalne varijacije 
gravitacijskog polja Zemlje zbog nehomo- 
genosti Zemljine kore, a malo podalje od 
Zemlje i drugi planeti). 

Treći Newtonov zakon dinamike izražava 
činjenicu da je reakcija jednaka i suprotna 
akciji. Ovo je zapravo zakon očuvanja im- 
pulsa. Kad kažemo da je reakcija jednaka 
akciji onda naprosto izražavamo činjenicu da 
je ukupni impuls u izoliranom sistemu oču- 
van. Ako, dakle, imamo dvije materijalne 
čestice A i B koje se međusobno privlače 
onda je sila kojom čestica A djeluje na čes- 
ticu B jednaka i suprotna sili kojom čestica 
B djeluje na A: 


što je isto kao da napišemo: 


d(PA-+PB) 


dt = 


ш PA+PB = konst. 
Dakako, zakon vrijedi za bilo koji broj čes- 
tica: 


) miti = konst. 
i 


Napomenimo da ovo vrijedi za izolirani 
sistem, tj. sistem na koji ne djeluju vanjske 
sile. Valja naglasiti i to da, prema principu 
neovisnosti gibanja, svi Newtonovi zakoni 
vrijede za svaki neovisni smjer: x, yi z. 

Jedna od posljedica Newtonovih zakona 
je i princip Gelilejeve relativnosti, a taj je 
da zakoni mehanike (zapravo svi zakoni fi- 
zike) ostaju nepromijenjeni bez obzira je li 
sistem, u kojemu se određeni procesi zbi- 
vaju, u stanju mirovanja ili jednolikog giba- 
nja po pravcu. Princip nazivamo Galilejeva 
relativnost gibanja da bismo ga razlikovali 
od principa Einsteinove specijalne teorije 
relativnosti, koji ćemo također razmatrati. 
Napomenimo za sada da Galilejeva relativ- 
nost, kao i Einsteinove teorije impliciraju 
nemogućnost mjerenja apsolutnog gibanja. 

S obzirom da smo zašli u korištenje ma- 
tematičkog formalizma, valja već sad napo- 
menuti bitnu razliku između matematičke i 
fizikalne jednakosti. U izrazima koje koris- 
timo u dinamici i opisu djelovanja gravitacije 
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pojavljuje se masa kao općenita veličina. Pi- 
tamo se: je li to tako? Ima li npr. kilogram 
aluminija ista dinamička svojstva (kao što 
su impuls, kinetička energija itd.) kao i kilo- 
gram olova? Matematika nam nije ovdje od 
velike pomoći, već jedino pokus! Moramo 
pokazati da dinamički i gravitacijski pokusi 
u kojima se koriste različiti materijali daju 
potpuno iste rezultate.?4 

Ako, dakle, vršimo pokuse s masama MA 
i mg, inače po iznosima jednakima (mje- 
reno na neki određeni način), ali je jedna 
npr. aluminij, a druga npr. uran, pa nakon 
niza pokusa ustanovimo da su im kod istih 
brzina impulsi jednaki i da na njih gravita- 
cija jednako djeluje, tek onda imamo pravo 
napisati ma = тв, (ali samo u kontekstu 
zakona koje provjeravamo!). Ako pak na isti 
način ustanovimo da je masa mç načinjena 
od trećeg materijala, kao npr. stakla, po 
iznosu ista kao masa ma (opet mjereno na 
isti način), imamo prava pisati ma = то, 
ali to još ne znači da је тс = тв iako bi to 
matematika zahtijevala. Tek pokus može po- 
tvrditi ovaj posljednji zaključak! Isto tako 
korištenjem raznih iznosa brzina moramo 
provjeriti valjanost naših zaključaka. U ko- 
rištenju matematike slijedimo neku logiku 
koja je jedino u našem mozgu. U fizici ko- 
ristimo matematičke izraze, ali ne i logiku, 
već samo rezultate koje je potvrdio pokus. 
Ovo je vrlo važno, jer u fizici često mate- 
matički formalizam predskazuje pojave koje 
nisu još opažene. Katkada imamo „ѕгеёи”, 
pa se pokaže da su predskazivanja točna, 
ali to nije uvijek slučaj, pa ne možemo na 
osnovu samog računa proricati nove pojave. 


1.5.1 Elastičan i neelastičan sraz 


Ako dva tijela čije su mase mi i тә nalete 
jedno na drugo možemo uočiti dva kvalita- 
tivno različita ishoda. Tijela se mogu jako 


34Ovo nije samo puko filozofiranje. Već je davno 
Loránd Eötvös došao na misao o mogućem postoja- 
nju ,,pete sile" u prirodi koja bi različito djelovala 
na razne oblike materije. Nedavno su ponovljeni 
pokusi slični Lorandovim, gdje se nastojalo naći 
razliku djelovanja gravitacije na „laganu materiju", 
poput antarktičkog leda, i „teške” materije poput 
gustih stijena. Rezultati su za sada negativni. 
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1. Počela 


deformirati i zalijepiti zajedno u jednu masu, 
kao u slučaju kad se sudare dvije kugle od 
mekane gline, ili mogu odskočiti svako na 
svoju stranu, poput loptica za stolni tenis. 
U prvom slučaju govorimo o idealno neelas- 
tičnim sudarima, a u drugom o elastičnim 
sudarima. Ako se radi o malim vrlo elas- 
tičnim tijelima možemo sudar idealizirati i 
prikazati ga kao ,idealno elastičan". Znamo 
iz iskustva da većina srazova proizvede neki 
rezultat koji leži negdje između ovih eks- 
trema. 

U ovom našem elementarnom pregledu 
zadržat ćemo se na sudarima između kugli 
čije su dimenzije male u usporedbi s valnom 
dužinom zvuka u materijalu i gdje su ,,vre- 
mena dodira" tj. vremena za koja su kugle 
u dodiru vrlo kratka. Napomenimo da su to 
dosta grube aproksimacije realnosti. Ipak, 
zanimaju nas samo bitni aspekti ovih pojava, 
ра ćemo sebi ,,oprostiti" ovu površnost. 

Centralni sraz dvaju savršeno neelastičnih 
tijela čije su mase mi i m2 dovodi do toga 
da se one zalijepe i zajedno se nastavljaju 
kretati. Pri tome je ukupni impuls sačuvan: 


(р) PRIJE — (р) POSLIJE 


Ako je tijelo mase mi putovalo brzinom vi, 
a tijelo mase ma je stajalo na miru, tada je: 


тузшу = (mi (92 


gdje je va brzina ovako nastale ,,kompozi- 
cije". Ako je sudar dvaju neelastičnih tijela 
necentralan, a tijela se nakon sudara zali- 
jepe, onda dio kinetičke energije linearnog 
kretanja prelazi u kinetičku energiju rotacije, 
pa je račun složeniji. O rotaciji tijela bit će 
govora kasnije. 


35Prikaz srazova ovdje ćemo svesti na vrlo elemen- 
tarnu sliku. U realnosti gotovo svaki sudar, čak i 
kod malih brzina sraza, iziskuje daleko temeljitiju 
analizu. Svaki sudar kod kojega se javljaju lokalni 
tlakovi koji prelaze tzv. Hugoniotov elastični limit 
(HEL) valja obraditi kao viskoelastični sudar. Ispod 
HEL-a javljaju se udarni valovi koji putuju tijelom 
brzinom koja je zbroj brzine zvuka u tijelu i br- 
zine čestica koje udarni val ,tjera" pred sobom. Uz 
to mogu, naročito u čvrstom tijelu, nastati brojne 
komplicirane pojave, koje nemamo vremena ovdje 
obrađivati. Kod visokobrzinskih sudara u kojima 
nastaju tlakovi koji su daleko iznad HEL-a normalno 
čvrsta tijela ponašaju se kao viskozne tekućine. 
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Sudari koji završe razdvajanjem tijela re- 
dovito su bar donekle elastični. Elasticitet 
može biti sasvim mali, kao kod sudara dviju 
kugli od mekane, ali ne i ljepljive gline, ili 
vrlo visok kao kod kuglica od kugličnih leža- 
jeva, loptica za stolni tenis, biljar i sl. Svi 
sudari realnih tijela spadaju negdje između 
ovih krajnosti. Kod neelastičnog sudara ki- 
netička energija nije, kao takva očuvana, već 
se jedan njen dio troši za rad na deformaciji 
tijela i savladavanju unutrašnjeg trenja (čak 
i onda kad permanentne deformacije nema). 
Iz tih razloga savršeno elastični sudari ne 
dešavaju se kod makroskopskih tijela (ali 
se dešavaju u svijetu elementarnih čestica), 
pa će i naš model savršeno elastičnog su- 
dara biti idealizacija realnog koji je inače 
više ili manje složen (v. napomenu o udar- 
nim valovima itd.). Kod idealnog elastičnog 
sudara pretpostavljamo da se određeni dio 
kinetičke energije trenutno pretvara u poten- 
cijalnu energiju deformacije tijela, a odmah 
zatim natrag u kinetičku energiju. 


Iz prethodnoga je vidljivo da nam, za pot- 
pun opis elastičnog sudara, očuvanje line- 
arnog impulsa ne daje dovoljno informacija 
o ishodu događaja, jer na osnovu njega ne 
možemo izračunati brzine pojedinih tijela. 
Stoga moramo uz očuvanje impulsa koristiti 
i princip očuvanja kinetičke energije. 

Pogledajmo najjednostavniji slučaj cen- 
tralnog elastičnog sudara dviju kugli jedna- 
kih masa 1.38. Kugle su savršeno elastične, 
pa su im nakon sudara brzine jednake po 
iznosu. U času maksimalne deformacije pri- 
likom sudara brzina im je bila jednaka nuli 
i sva je kinetička energija bila prešla u po- 
tencijalnu energiju deformacije 1.38. 

Činjenica da je brzina nakon sudara jed- 
naka brzini prije sudara stvar je, dakle, oču- 
vanja kinetičke energije, dok je činjenica da 
su brzine obiju kugli međusobno jednake 
stvar očuvanja impulsa, jer su one bile jed- 
nake i prije sudara, a mase su također jed- 
nake. 


Princip očuvanja impulsa omogućava nam 
da lako shvatimo kretanje raketne letjelice 
u svemirskom prostoru. Letjelica, relativno 
velike mase M , kreće se relativno sporo, 
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Vi V2 
prije sudara 


Fi2 —> a F2 


Vi! У 
poslije sudara 


tijekom sudara 


(a) 


(b) 


Slika 1.38: (a) Centralni sraz dvije kugle. 
Treći Newtonov zakon i zakon sačuvanja 
količine gibanja. (b) Sila akcije i reakcije; 
primjer. 


brzinom vi, dok iz raketnih motora izlazi re- 
lativno mala masa m vrućih plinova velikom 
brzinom v2, kao rezultat izgaranja raketnog 
goriva. Ukupni impuls cijelog sistema je 
očuvan pa je prema tome: 


Mvi = muvo 


Općenito sudari nisu centralni, pa kod ne- 
centralnog sudara, uz već opisanu proceduru, 
valja voditi računa i o vektorskim kompo- 
nentama impulsa. Necentralni sudar dviju 
idealno glatkih kugli (da bismo izbjegli rota- 
ciju) jednakih masa možemo prikazati kao 
na Slici 1.23., gdje su ру i p2 impulsi kugli 
nakon sudara. Možemo pisati ovako: 


UKUPNI IMPULS 


Dama الا‎ 
PRIJE SUDARA 117111 5 11202 


UKUPNI IMPULS 


U! + A 
POSLIJE SUDARA 111111 T 11209 


Kinetička energija sistema ostaje ista: 


этїї + smo = sm (04)? + 8٩ 
Prisjetimo se da je centralni sudar elastič- 
nih kugli bio vrlo jednostavan; ako su kugle 
bile istih masa, kugla koja je naletjela na 
mirujuću kuglu bila je zaustavljena, a dotad 
mirujuća kugla odletjela je u istom smjeru 
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Vi 


poslije sudara 


mi+m2 


Slika 1.39: Idealni neelastični sraz dvije ku- 
gle 


istom brzinom kao prva kugla. Ako je miru- 
juća kugla bila veće mase od nailazeće kugle, 
onda je ona preuzela samo dio ukupnog im- 
pulsa, a nailazeća kugla je nakon sudara bila 
odbačena natraške. U suprotnom slučaju, 
ako je mirujuća kugla imala manju masu od 
nailazeće, onda su obje kugle nastavile kre- 
tanje u istom smjeru, podijelivši impulse i 
kinetičku energiju prema zakonima očuvanja. 
U graničnom slučaju mirujuće kugle vrlo ve- 
like mase, kugla koja nailazi biva, nakon 
sudara odbačena natrag s istom brzinom i 
istim, ali suprotnim, impulsom. Necentralni 
sudar možemo na analogan način analizi- 
rati, tako što ćemo impuls nailazeće kugle 
razlučiti na komponente od kojih je jedna 
(normalna) usmjerena kroz težišta kugli, pa 
se ta komponenta sudara može analizirati 
jednako kao centralni sudar, dok je druga 
(tangencijalna) komponenta impulsa ortogo- 
nalna na prvu, pa biva potpuno sačuvana 
1.40. 

Ako su kugle ,,glatke", možemo pisati za 
tangencijalnu komponentu: 


KUGLA 1: 1111 = түзү tj. vat = vi 


=0 /*BILA I OSTALA NULA 


KUGLA 2: P 
ZA VRIJEME SUDARA*/ 


V2t 
Za normalnu komponentu: 

! 
түшү = M2Von 


Ako su mase jednake onda je vin = vhp, tj. 
brzine se izmijene; kugla 1 zadrži samo tan- 
gencijalnu komponentu, a kugla 2 preuzima 
cijelu normalnu komponentu impulsa. 
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1. Počela 


m Vi V2 


prije sudara me 


Vi! 


poslije sudara 


Slika 1.40: Elastični centralni sraz dvije ku- 
gle 


poslije sudara 


prije sudara 


-vsin 


Slika 1.41: Elastični necentralni sraz dvije 
kugle iste mase 


U tom slučaju je kut između putanja na- 
kon sudara pravi kut 1.41. Za kugle različi- 
tih masa postupamo analogno kako je već 
opisano za centralni sraz. 


1.5.2 Relativistički impuls i energija 


Iako ćemo probleme relativnosti gibanja 
obraditi na drugom mjestu, ovdje bismo 
mogli ukratko spomenuti neke važnije de- 
talje koji su relevantni za ono što smo do 
sada upoznali. Zakoni očuvanja impulsa i 
energije također su istiniti i u relativističkoj 
dinamici, iako masa sada nije konstantna 
već je funkcija brzine: 


MO 


وم 


m = 
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a isto vrijedi i za impuls. Npr. za «- 
komponentu: 
1111 
ايس‎ ODJE v= \/v2+v}+vVŽ 
v 
1— > 


Već smo vidjeli da se u neelastičnim su- 
darima kinetička energija može ,,pretočiti" i 
,pobjeći" u toplinu ili u energiju rotacije. Po- 
vršna analiza mogla bi dovesti do zaključka 
da energija nije sačuvana. Impuls se u ovak- 
vim slučajevima mnogo teže ,,sakrije", a raz- 
log je u tome da kinetička energija sadrži 
u svom izrazu v? koji je uvijek pozitivan 
skalar, dok je impuls vektor, pa suma svih 
vektora mora biti ista s obiju strana jed- 
nadžbi. Impuls se ipak može ,,sakriti" npr. 
u elektromagnetskom polju, što je poslje- 
dica kauzalnosti tj. činjenice da se utjecaji 
svih sila šire prostorom brzinom svjetlosti. 
Ako se npr. neki naboj pomakne, onda će 
neki drugi naboj na udaljenosti r od njega 
osjetiti taj pomak tek onda kad elektromag- 
netski val do njega stigne, tj. r/c kasnije. U 
međuvremenu impuls je prividno ,,skriven' 
u elektromagnetskom valu koji putuje, pa 
izgleda da je negdje ,,nestao", što, dakako, 
nije slučaj. Ovo vrijedi i za bilo koja polje iz 
čega vidimo da je ono realna veličina. Kod 
relativističkih gibanja moramo biti dodatno 
oprezni jer osim očitih stvari imamo posla i 
s relativističkom masom, a time i energijom 
koja ne ostaje invarijantna prilikom transfor- 
macije koordinata. 


ү 
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2.1 Operacije simetrije 


Korištenje različitih simetrija je sastavni dio 
mnogih poopćenja koje koristimo u fizici. 
Iskazi simetrija u fizici su znatno strožiji i 
precizniji od onih koje koristimo u svakod- 
nevnici. Najčešće se koristi Weilova defini- 
cija simetričnosti: Simetričan sistem je onaj 
koji, nakon što je na njemu izvršena neka 
operacija, ostaje jednak kao što je bio prije 
te operacije. 

Npr. kocka ostaje na izgled ista nakon 
translacije i/ili rotacije za 90°. I još šire, 
u fizici znamo da je funkcioniranje nekog 
fizikalnog sustava (npr. nekog stroja) sime- 
trično na operacije prostorne translacije ili 
rotacije. 


1Негтапп Weyl (1885.—1955.) je bio njemački 
matematičar, teorijski fizičar, logičar i filozof. Iako 
je veći dio svog radnog vijeka proveo u Zürichu u 
Švicarskoj, a zatim na Princetonu u New Jerseyju, 
povezan je s matematičkom tradicijom Sveučilišta u 
Göttingenu koju su gradili njegovi prethodnici: Carl 
Friedrich Gauss, David Hilbert i Hermann Minkow- 
ski. Njegovo su istraživanja imala veliki značaj kako 
za teorijsku fiziku, tako i za čisto matematičke disci- 
pline poput teorije brojeva. Bio je jedan od najutje- 
cajnijih matematičara dvadesetog stoljeća. Weylova 
istraživanja obuhvaćaju širok dijapazon područja; ra- 
dove o prostoru, vremenu, materiji (> Weyl, 1919), 
filozofiji, logici, simetriji (> Weyl, 1928) i povijesti 
matematike. Bio je jedan od prvih koji je povezao 
opću teoriju relativnosti sa zakonima elektromagne- 
tizma. Freeman Dyson je napisao da se samo Weyl 
može usporediti s „posljednjim velikim univerzalnim 
matematičarima devetnaestog stoljeća”, Poincaréom 
i Hilbertom. 
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Pokušajmo pobrojiti što sve možemo na- 
činiti na nekom fizikalnom sistemu, a da on 
ostane nepromijenjen? Pogledajmo kakvih 
operacija simetrije imamo: 

e translacija u prostoru 

e translacija u vremenu 

e rotacija za određeni kut 

e jednolika brzina po pravcu (Lorentzova 

invarijantnost) 

e reverzibilnost u vremenu 

e reverzibilnost u prostoru (zrcaljenje) 

e zamjena položaja identičnih čestica (i 

atoma) 

e kvantnomehanička faza 

e materija + antimaterija (konjugacija 

naboja) 

Vidimo da su neke od pobrojanih opera- 
cija simetrije kontinuiranje tj. parametar 
operacije simetrije dolati iz nekog intervala 
skupa realnih brojeva, dok su druge opera- 
cije simetrije točkastog karaktera tj. dis- 
kretne. 


2.1.1 Simetrija u prostoru i vremenu 


Translacija u prostoru jednostavna je mani- 
festacija simetrije. Ako se jedan sistem tran- 
slacijski pomakne, prirodni zakoni u njemu 
ostaju isti. 

Pomak u vremenu također ostavlja sistem 
invarijantnim. Ako je neki sistem funkcioni- 
rao na neki određeni način, nakon translacije 
ili nakon nekog vremena ili jednog i drugog, 
sistem će funkcionirati na identičan način. 
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2. Simetrije u fizici 


Dakako, pretpostavljamo da se na sistem 
nije u međuvremenu ni na koji način djelo- 
valo, tj. da nikakva sila nije uvela izmjene 
u sistemu, da sistem nije stigao u područje 
djelovanja vanjskog polja itd. 


Fizikalni sistemi su također invarijantni 
na zakretanje za određeni kut u prostoru. 
Ovu simetriju ćemo obilato koristiti kod ro- 
tacija tijela kroz algebru vektora koja je in- 
trinsično invarijantna na operacije zakreta- 
nja. 


Lorentzova invarijantnost (poopćenje 
Galilejeve invarijantnosti) još je fundamen- 
talniji primjer simetrije. U sustavu koji se 
jednoliko kreće, svi sistemi ponašaju se jed- 
nako kao da sustav miruje. Zapravo, upravo 
je otkriće relativnosti gibanja u smislu Eins- 
teinove specijalne teorije o kojoj ćemo detalj- 
nije govoriti i u ovom poglavlju dovelo do 
spoznaje da postoje fundamentalne simetrije 
u prirodi. 


Ako dalje nabrajamo jednostavne sime- 
trije, doći ćemo do toga da, ako dva ista 
atoma ili dvije iste subatomske čestice, zami- 
jene mjesta u nekom sistemu, sistem ostaje 
isti. To je, naravno, i definicija identičnosti. 
Tako znamo da su sve elementarne čestice 
međusobno identične. 


Od naročitog je interesa simetrija na re- 
verziju vremena. Iz iskustva znamo (a vidjeli 
smo to i u prethodnom poglavlju) da u ma- 
kroskopskom svijetu ne vrijedi reverzibilnost 
s obzirom na vrijeme. Mi starimo, a ne fluk- 
tuiramo u dobi. Vino i voda se miješaju, ali 
se ne daju ,odmiješati" itd. Na mikroskop- 
skoj skali, međutim, zakoni fizike su invari- 
jantni na reverziju vremena što je razvidno 
iz matematičkih formulacija tih zakonitosti. 


Naravno, postoje operacije koje ne ostav- 
ljaju sistem invarijantnim. Primjerice, pro- 
mjena veličine sistema ne ostavlja ga invari- 
jantnim. Promjena skale dimenzija općenito 
unosi promjene u ponašanju sistema. Na- 
dalje, zakoni fizike ne ostaju invarijantni u 
sistemu dok ovaj rotira. Pseudosilama u ro- 
tacijskim sustavima posvetit ćemo posebnu 
pažnju. 
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2.1.2 Simetrije i zakoni očuvanja 

Kad promatramo simetrije u okviru kvantne 
mehanike, onda one postaju interesantne s 
još jednog stanovišta: svaka simetrija, pov- 
lači za sobom jedan zakon očuvanja. Tako, 
primjerice: 

Invarijantnost zakona fizike na translaciju 
vezana je za zakon očuvanja pravolinijskog 
impulsa (količine gibanja). 

Invarijantnost na pomak u vremenu ve- 
zana je za zakon očuvanja energije. 

Invarijantnost s obzirom na rotaciju za 
neki kut u prostoru implicira zakon očuvanja 
zakretnog impulsa. 

Svojstvo da se lagrangžijan“ pri promi- 
jeni koordinata sustava ne mijenja, te da 
fizikalne veličine ostaju sačuvane otkrila je 
njemačka matematičarka Emmy (Amelie) 
Noether i po njoj se naziva Noetherin te- 
orem. 

Simetrija bez klasičnog analoga je invari- 
jantnost na kvantnomehanički pomak u fazi. 
Pretpostavimo da imamo neku amplitudu 
vjerojatnosti у. Pretpostavimo, nadalje, da 
imamo neku drugu funkciju ٧١ koja se od 
prve razlikuje samo u fazi, tj. Y = ve". 
Tada vidimo da je: 


W= | 


Vjerojatnosti za oba procesa su, dakle, iste, 
tj. fizikalni zakoni su invarijantni na pomak 
u fazi. Zakon očuvanja koji je vezan za ovu 
simetriju je zakon očuvanja naboja. 


2.1.3 Zrcalne simetrije 

Obratimo sada pažnju na sisteme i procese 
s obzirom па „zrcalnu simetriju". Problem 
je ovaj: pretpostavimo da imamo neku apa- 
raturu. Sada sagradimo drugu, ali tako da 
je svaki detalj aparature zrcalna slika origi- 
nalnoga. Hoće li tako „zrcalno simetrična" 


2Lagrangeova funkcija (lagrangijan), oznaka L 
po Josephu Louisu de Lagrangeu, skalarna funkcija 
koordinata čestica i njihovih derivacija u višečestič- 
nom sustavu koja omogućuje određivanje vremen- 
skoga razvoja sustava. U jednostavnim mehaničkim 
sustavima od № materijalnih točaka s ukupno f 
stupnjeva slobode, uz uvjet da je f < 3N jednaka je 
razlici kinetičke energije T i sveukupne potencijalne 
energije U sustava. L = Т ~ U. 
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aparatura funkcionirati isto kao originalna? 
Intuitivni odgovor bi bio potvrdan. Ako je 
to uistinu točno onda bi pitanje je li nešto 
»lijevo" ili ,desno" bila stvar čisto vizualne 
konvencije. Je li to zaista tako? Nema li 
načina da definiramo lijevo i desno nekim 
fundamentalnim fizikalnim procesom. 

Naravno, svijet nije geometrijski simetri- 
čan pa je jasno da je npr. lijeva ruka na istoj 
strani kao i srce itd. Ono što mislimo pod 
pojmom simetrije pitanje je invarijantnosti 
temeljnih zakona. Bi li se priroda protivila, 
tome da imamo sistem, biološki ili bilo ka- 
kav, koji je zrcalna slika nekog originala? 
Očito ne, ali pogledajmo stvar malo pobliže. 

Vidjeli smo da neke kategorije organskih 
spojeva rotiraju ravninu polarizacije svje- 
tlosti. To dolazi od asimetrije molekula. 
Interesantno je da, ako iste organske spo- 
jeve sintetiziramo u laboratoriju, dobijemo 
mješavinu molekula od kojih je polovina 
zrcalna slika onih druge polovine. Dakle, 
elektromagnetski procesi koji su odgovorni 
za kemijske reakcije očito su simetrični na 
inverziju prostornih koordinata. Tako sinte- 
tički šećer ne zakreće ravninu polarizacije, 
ali prirodni da! U prirodi, živa stvorenja 
sintetiziraju predominantno spojeve jedne 
kiralnosti. Iako su, fizikalno gledano, ,lijevi" 
i ,desni" spojevi potpuno ekvivalentni, či- 
njenica je da sva živa bića koriste spojeve 
iste kiralnosti naziva se homokiralnost. 


Slika 2.1: Molekule prirodnih spojeva su 
homokiralne. Prirodne aminokiseline su npr. 
»ljevoruke", dok su šećeri ,desnoruki". 


„Реѕпа” i ,lijeva" svojstva molekula pro- 
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izlaze iz činjenice da atomi ugljika mogu 
formirati veze s četiri druga atoma ili četiri 
atomske skupine na način da ako su ta četiri 
atoma ili četiri atomske skupine vezana za 
atom ugljika različita, moguće je nacrtati 
dvije verzije rezultirajuće trodimenzionalne 
molekule koje su zrcalne slike jedna drugoj 
kao na slici 2.1. Ovo su desna i lijeva verzija 
jedinstvenog ,kiralnog" spoja. Potpuno su 
jednaki u svim svojstvima osim što rotiraju 
ravno polariziranu svjetlost udesno odnosno 
ulijevo. 


Slika 2.2: Glicin jedina aminokiselina koja 
nema kiralnog ,blizanca" što je razvidno iz 
strukture. 


Dakle kiralnost je svojstvo molekula kod 
kojih se zbog prostornog rasporeda atoma 
originalna molekula ne može poklopiti sa 
svojom zrcalnom slikom. Najzorniji primjer 
kiralnosti su ljudske ruke, lijeva i desna. Pro- 
teini, nukleinske kiseline i šećeri, molekule 
iznimno važne za život kakav poznajemo, 
homokiralni su! U živim organizmima па 
Zemlji mogu se naći samo ,originali" s jed- 
nom orijentacijom, ali ne i njihove zrcalne 
slike. Život na Zemlji je vjerojatno počeo s 
jednakim brojem „lijevih” і ,desnih" primi- 
tivnih stanica, ali su, tokom vremena, jedni 
prevladali. ? 


3Postoje mnoge teorije koje ,objašnjavaju" do- 
minaciju „аеѕпе” nad „lijevom” florom i faunom. 
Jedna od onih koje su se u zadnje vrijeme poja- 
vile je i teorija o utjecaju polarizirane svjetlosti u 
lokalnom Svemiru oko nas. Zaista, smjer polariza- 
cije svjetlosti u lokalnom interstelarnom prostoru 
mogao je utjecati na ravnotežu između ,lijevih? i 
,desnih" organskih spojeva koji su se možda nala- 
zili u tom prostoru i poslužili kao okosnica sinteze 
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2. Simetrije u fizici 


2.1.4 Koordinatni sustavi 


U smislu upravo rečenoga, zakoni mehanike 
su simetrični na promjenu koordinatnog sus- 
tava. Pretpostavimo da imamo dva dvodi- 
menzionalna koordinatna sustava (Slika 2.3), 
od kojih je sustav z'y' translatiran prema 
sustavu xy paralelno s osima za iznose a і b. 
Lako se uvjeriti da su Newtonovi zakoni isti 
u oba sustava jer: 


d?a 
a 
i 
da! d?(x— a) ах 
ЦИЕ غو دو‎ 


Isto vrijedi i za y’ komponentu. Newto- 
novi zakoni (a i svi ostali prirodni zakoni) 
su, dakle, simetrični s obzirom na operaciju 
translacije. 


Slika 2.3: Translacija sustava, transforma- 
cija koordinata. Sustavi A i B su simetrični 
s obzirom na translaciju. 


Na analogan način možemo pokazati da su 
zakoni mehanike invarijantni na operaciju 
rotacije (zakretanja) sustava. Također je 
važno napomenuti da zakoni fizike ne ostaju 
invarijantni dok je rotacija u toku. U to se 
lako možemo uvjeriti promatrajući sliku 2.4: 


Relaciju između ,prvotnih" i ,zarotiranih? 


iskonskih aminokiselina na Zemlji. Nažalost, ove 
teorije, koliko god bile ,razumne" teško je provjeriti 
na ljudskoj vremenskoj skali. 


Slika 2.4: Zakretanje koordinatnog sustava 


koordinata za kut 0 pišemo: 


1 = TEDEN 


У =y gi - ш 


Na sličan način možemo izraziti i tran- 
sformacije komponenti nekog vektora, npr. 
sile: 


п = F,c080+ 
0 = Е 


v = ia = Е. 5ір 0 


“y SIN 


Važno je napomenuti da izraz za kompo- 
nente sile ne slijedi iz izraza za koordinate 
točke P, već je neovisan. U to se možemo 
uvjeriti, neovisnim računom: 


Budući da se sustav zarotirao oko osi z, 
izrazi za z' komponentu ostaju isti kao i za 
z komponentu. Dakle: 


Invarijantnost zakona fizike na transla- 
ciju i na rotaciju od velike je važnosti. To, 
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između ostaloga, znači da bilo koji proces 
možemo opisati i prikazati u koordinatnom 
sustavu koji nam je najprikladniji. Ova si- 
metrija s obzirom na translaciju i na rotaciju 
koristi se u matematičkom prikazivanju svih 
zakona fizike. To se radi pomoću vektorskih 
operacija koje nazivamo vektorska analiza. 
Za razliku od skalara, čiji iznos se određuje 
jednim brojem, vektore valja definirati iz- 
nosom kao i smjerom, pa su nam za to po- 
trebna tri broja koja predstavljaju njihove 
komponente u prostoru. Kao primjer ska- 
larnih veličina možemo navesti temperaturu, 
energiju, masu itd. Primjeri vektora su: br- 
zina, akceleracija, sila, pomak u prostoru 
itd. 


2.2 Vektori 


Vektore možemo prikazati jednom veličinom 
koja će ostati nepromijenjen, bez obzira na 
koordinatni sustav (to je konvencija). Tako 
će npr. vektor ۳ predstavljati istu stvar bez 
obzira na orijentaciju koordinatnog sustava. 
Na isti način silu možemo pisati ovako: 


Е = Е 


gdje F і F imaju isti smjer, а k je konstanta. 
Ako odredimo da ř ima jedinični iznos (|r|= 
1), tada k označava iznos sile. 

Matematičke operacije zbrajanja i oduzi- 
manja vektora vrše se pomoću pravila vek- 
torske algebre. Ova pravila su jednostavna, 
ali je važno da ih se promatramo u prostoru 
kao na slici 2.5: 


d+b=č 


Dakle, na ,,glavu" jednog vektora postavimo 
,rep" drugoga, a rezultanta je onda vektor 
koji se proteže od ,repa" prvog vektora do 
„glave drugoga. Ovdje vrijedi pravilo komu- 
tacije: 

b+d=č 


U jednu i drugu jednakost možemo se uvje- 
riti ako izvršimo transformaciju koordinat- 
nog sustava (rotaciju ili translaciju ili oboje). 
Vektor с će ostati invarijantan, kao i vektori 
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Slika 2.5: Zbrajanje vektora 


di b, dok će se njihove komponente tran- 
sformirati jednako. Dijagramom to možemo 
prikazati kao na slici 2.6. 


Slika 2.6: Transformacija komponenti vek- 
tora 


Analogno prikazujemo male, diferenci- 
jalne, promjene vektora. Vidimo da je 
TI + Ат = m. Suptrakcija vektora je očita! 
(pogledaj sliku 2.5). Vidi se lako da je: 


d-b=d isrošro1 d+(—b) =d 

Dakle vektor d spaja , glavu" bs , glavom" 
a. Analogno prethodnome, infinitezimalni 
pomaci mogu se prikazati kao na slici 2.8, 
gdje vidimo da je: 
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Vi 
2 = 
Ве ЕУ AV 
(ZE Ar = = 8 
r2 1 = 
V2 
1 
0 


Slika 2.7: Diferencijalna razlika dvaju vek- 
tora 


dr 
dt 


_ 1 Ат dr 
y= lim = — 


= At>o АЁ dt 


JER 
Smjer Ar je isti kao i smjer srednje brzine. 
Podrazumijeva se da je to u graničnom slu- 
čaju gdje At > 0, dakle gdje AF — 0. 


Slika 2.8: Akceleracija kao vektor promjene 
brzine 


Za akceleraciju vrijede analogna pravila 
(Slika 2.9). Vidimo da u općenitom slučaju 
zakrivljene putanje i nejednolike brzine valja 
paziti da, u grafičkom prikazivanju, ishodišta 
vektora brzine moraju biti svedena na istu 
točku. Vidimo da je akceleracija 


Ag dv 
im — = — 
At>0 At dt 
U ovom općenitom dijagramu možemo ak- 


celeraciju rastaviti na dvije međusobno or- 
togonalne komponente (Slika 2.9): 


а= 


BUDUĆI DA JE Ао =vA9 


U 
а= == 
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Slika 2.9: Ortogonalne komponente akcele- 
racije 


onda je 


= ДӨ 
"7 piso АЕ 


gdje je v iznos brzine. 


centripetalna 
sila 


reakcije 


putanja loptice 


Slika 2.10: Centripetalna akceleracija 


Za slučaj kružne putanje 


Sal 
At R 
S obzirom da je: 
t 
ЛӨ = ga A TAKOĐER || = 0 


R 


pa je jedina akceleracija: 


2.2.1 Množenje vektora 
Produkt vektora i skalara daje opet vektor. 
To je očito, jer je skalar u biti broj (doduše 
u fizici u pravilu broj s dimenzijama). Npr. 
тй = F. Ovdje je m skalar. 

Sada zamislimo neki vektorski pomak r. 
Ako promijenimo orijentaciju koordinatnog 
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sustava, vektor ostaje nepromijenjen. Pret- 
postavimo, zbog jednostavnosti, da su isho- 
dišta dvaju sustava ista, ali da su sustavi 2 
. š ća ja * aeb = ax bx 
međusobno zakrenuti. Uzmimo da je ishodi- = 
= |а| [6 |соѕ0 


šte 7-а u ishodištu sustava. Tada je: 


[г] = г = va? Бу +22 = /x2+y2+ 72 


što је lako provjeriti. Možemo pisati і bez 
korijena: 


HYH SHY? 


Vidimo da postoji jedna veličina koja je ska- 
lar, a koja ima isti iznos bez obzira na sus- 
tave. To je suma kvadrata komponenata 
vektora. Ovo vrijedi za bilo koju vektorsku 
veličinu. Dakle: 


2 ТУ. 
dy + ау taz 


je invarijantno na rotaciju sustava. Ovo 


možemo definirati і ovako: 


d.d=d2+ аў +a? /*оуо JE SKALAR*/ 


I za bilo koja dva vektora općenito mo- 
žemo pisati: 


&@-Б = аб» Ра, +az В 


Ovaj izraz zovemo skalarni produkt vek- 
tora i on je invarijantan na linearne tran- 
sformacije, tj. na rotaciju i/ili translaciju 
koordinatnog sustava. Može se također po- 
kazati da vrijedi: 


a.(b+č)=a:b+ač 


Na slici 2.11 namjerno smo odabrali koor- 
dinatni sustav u kojemu је |a|= az i ау = 0. 
Tada je: 


&-б = a,b, 0 


gdje je 0 kut između di b. 

Kako je to točno u ovom sustavu, onda je 
točno i u bilo kojemu drugom koordinatnom 
sustavu pa jednako valjano možemo, izraz za 
skalarni produkt vektora, pisati bez izravnog 
referenciranja komponenti: 
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a 


[B| соѕӨ‏ تي 


Slika 2.11: Skalarni produkt vektora. Vje- 
rojatno najznačajnija fizikalna veličina koja 
je definirana skalarnim produktom je rad: 
W=F.7 koji ponekad lakonski definiramo 
kao „djelovanje sile na putu”. Pri tom se 
u umnošku uzima samo sili kolinearni dio 
puta. 


Spomenimo ovdje, zbog kompletnosti, i 
vektorski produkt vektora. To je mate- 
matička veličina iznosom definirana na slje- 
deći način: 


| х = a- bsin6 


Dok je smjer vektora a x b definiran kao 
jedinični vektor normale na ravninu koju 
zatvaraju vektori @ 1 1 

Iz slike 2.11 razvidno je da je vrijednost 
takova vektora jednaka površini paralelo- 
grama koji zatvaraju vektori 6 ib. U slučaju 
da su vektori međusobno okomiti vrijedi: 
sin(z/2) = 1 pa se tada radi o prostom al- 
gebarskom umnošku iznosa vektora kojem, 
prema konvenciji, dajemo smjer definiran 
normalom na ravninu koju ti vektori zatva- 
raju. 

Jasno je da se normala na ravninu može 
dvojako definirati. Ta dvojakost ima u fizici 
i mnogo dublje značenje koje se povezuje 
sa tzv. zrcalnom simetrijom Која ,lijeve 
forme" pretvara u desne i obrnuto. Opće- 
niti svojstvo objekata da imaju dvije zrcalne 
forme koje se nikakvom rotacijom ne mogu 
,poklopiti" nazivamo kiralnost. Uobiča- 
jeno je kod vektorskog produkta vektora 
dosljedno slijediti jedno od mnogobrojnih 
pravila ,,desne ruke" koja se u literaturi ili 
na Internetu mogu pronaći. 
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2. Simetrije u fizici 


Otkad je, krajem 19. stoljeća, pravilo 
desne ruke u fiziku uveo engleski elektro- 
inženjer i fizičar John Ambrose Fleming u 
svojoj knjizi Magneti i električne struje ne 
prestaju inventivne i manje inventivne inova- 
cije pravila desne ruke. Flemingu je pravilo 
desne ruke trebalo da bi opisao smjer indu- 
cirane elektromotorne sile generatora pozi- 
vajući se na gibanje vodiča (eng. motion- 
thumb) i smjer magnetskog polja (eng. field- 
forefinger). 

Slijedom Flemingove izvorne definicije 
jedno od jednakovrijednih pravila desne ruke 
koje se često upotrebljava u hrvatskoj lite- 
raturi, a primijenjeno na vektorski produkt 
može se izreći otprilike ovako: „АКо vektor 
a predstavimo palcem, a vektor b kažipr- 
stom desne ruke i tako virtualno razapnemo 
ravninu onda smjer vektorskog produkt, po 
definiciji, ima smjer preostalih prstiju ispru- 
ženih iz te ravnine." Ako isto napravimo s 
prstima lijeve ruke dobit ćemo vektor su- 
protna smjera.“ 

Drugo jednako vrijedno pravilo desne ruke 
grafički je prikazano na slici 2.12. Kakogod, 
u fizici kad rabimo vektorski produkt činimo 
to po konvenciji desne ruke neovisno koje od 
mnogobrojnih pravila desne ruke slijedili. 

Nekom se može učiniti takva definicija vek- 
torskog produkta matematičkim konstruk- 
tom ne pretjerano korisnim u fizici ili svakod- 
nevnom životu. Ipak nije tako. Prisjetimo 
se zakona poluge iz odjeljka 1.2 i slike 1.14. 
Implicite smo pretpostavili da su sila i krak 
poluge (dužina definirana upornom točkom 
poluge i točkom hvatišta sile) međusobno 
okomiti. U tom slučaju zakreta sila je mak- 
simizirana. Ako pak sila i krak nisu okomiti 
učinak zakretanja skalira se sa sinusom kuta 
između njih. Kada se u odjeljku 3.3 bu- 
demo detaljnije bavili zakretnim silama u 
tri dimenzije vektorski produkt vektora 
(Slika 3.12) bit će nam od velike pomoći. 

Vektorski produktu a х b bit će nam još 
od veće koristi kada budemo razmatrali elek- 
tromagnetske pojave. Zapravo povijesno gle- 


4Treba li posebno naglašavati da je već spome- 
nuti Fleming autor i pravila lijeve ruke, ovaj puta 
pojašnjavajući angularne relacije između gibanja 
vodiča, polja i struje elektromotora. 
LEONTIĆ: 
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Slika 2.12: Vektorski produkt vektora. Iznos 
vektorskog produkta dvaju vektora jednak 
je površini paralelograma kojeg razapinju. 
Smjer je definiran normalom na tu ravninu 
i to tako da zarotiramo li prvi vektor prema 
drugom vektoru vektorskog produkta i ta 
rotacija bude pozitivna (suprotna gibanju 
kazaljke na satu) smjer vektora produkta 
gleda prema nama. Također je razvidno da 
za vektorski produkt vrijedi zakon antikomu- 
tacije! (mijenja se predznak iznosa umnoška 
ako zamijenimo mjesta množeniku i množi- 
telju.) 


dano vektorski produkt" vektora je matema- 
tičko pomagalo koje danas pretežno koriste 
baš fizičari. 


2.2.2 O jediničnim vektorima 


Jedinični vektori definirani su kao oni vektori 
čiji kvadrat, tj. skalarni produkt sa samim 
sobom, daju jedinicu. Ovi jedinični vektori 
definiraju komponente vektora na koordina- 
tama i njegov smjer u prostoru. Najčešće se 
koristi 1 za 2-0, tako da &- ï= acos6, gdje je 
0 kut između i ï, a to je i kut između d i osi 
х. Na ovaj način možemo iz komponenata 
vektora odmah doći do samog vektora. Ako 
sji k označimo jedinične vektore za koordi- 
nate y i x, onda možemo napisati vektorsku 
jednadžbu: 


> 


а= a,i+ ayj + azk 


5Simetrija odnosno antisimetrija vektorskog pro- 
dukta na zrcaljenje ne može pri definiciji izbjeći 
antropocentrične formulacije koje ovise, bilo o ko- 
nvenciji što je desno, a što lijevo, bilo o tome koji 
smjer kretanja kazaljki na satu smatramo pozitiv- 
nim a koji negativnim. 
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Lako se možemo uvjeriti da za pravokutni 
kartezijev koordinatni sustav vrijedi: 


а 
ij=0 j- j=1 
Ceana 


2.2.3 Polarni i aksijalni vektori 


Polarni i aksijalni vektori ne mogu nam defi- 
nirati desno ili lijevo; polarni vektor mijenja 
smjer zrcalnom refleksijom (Slika 2.13d), a 
kod aksijalnog je situacija nešto složenija 
(2.13с). Aksijalni vektori nisu u stvari vek- 
tori (samo se u našem trodimenzionalnom 
prostoru na to formalno svode) zato ih i na- 
zivamo pseudovektorima. Oni su definirani 
ravninama i tu smo imali konvencije. Dakle, 
refleksijom, predznak aksijalnog vektora se 
mijenja (Slika 2.13b). 


aksijalni aksijalni polarni 
vektor vektor vektor (d) 
u 
desno gana 
> d> |» de 
| "бемо | -q | 
u 
zrcalna refleksija 
(a) (b) (с) polarnog Selene 


Slika 2.13: Polarni i aksijalni vektori 


Budući da je i magnetsko polje aksijalni 
vektor, to je očito da operacijom zrcalne 
refleksije mijenjamo sjeverni pol u južni i 
obratno. Ako sada zamislimo putanju elek- 
trona u magnetskom polju, vidimo da u zr- 
calu sve izgleda u redu, jer se sa smjerom 
magnetskog polja promijenio i smjer vrt- 
nje elektrona oko magnetskih silnica (Slika 
2.13a). Možemo li definirati ,lijevo? i 
, desno" izvan okvira konvencije? Upravo 
smo se uvjerili da sjeverni pol u ogledalu 
postaje južni, ali sve ostaje u biti jednako. 
Kad bismo mogli prepoznati sjeverni pol po 
nekakvim ,,osobnim" znacima, onda zakoni 
simetrije na zrcalnu refleksiju ne bi u fizici 
vrijedio. Je li moguće naći ovakav ,,osobni" 
znak? 
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Pretpostavimo da možemo samo razgova- 
rati s nekim inteligentnim bićem u dalekom 
dijelu Svemira, ali nemamo načina da mu 
pošaljemo signal s cirkularno polariziranom 
svjetlošću ili bilo što takvo ga, onda bismo 
mu mogli sebe potpuno opisati kao i on sebe 
nama. Ali, korištenjem do sada poznatih 
nam zakona, ne bismo mogli nikako defini- 
rati „lijevo” і „desno”! Ipak, postoje funda- 
mentalni procesi koji ,,znaju" što je lijevo, a 
što desno! 


2.3 Paritet 


Kako što znamo, slaba sila je odgovorna za 
P-raspad. Dugo vremena se smatralo da 
su procesi uvjetovani slabom silom invari- 
jantni na zrcalnu simetriju, tj. da je kod tih 
procesa očuvan paritet. Prve sumnje u oču- 
vanje pariteta u međudjelovanjima putem 
slabe sile pojavile su se pri analizi raspada 
T-mezona. Ova čestica je pokazivala dva 
načina raspada i to na 3 piona i na 2 pi- 
ona (Slika 2.14). Ova dva različita načina 
raspada nisu mogla pripadati istoj čestici 
(ukoliko su procesi invarijantni na operaciju 
pariteta) pa se ispočetka onaj prvi raspad 
pripisivao r-mezonu, a drugi čestici iste mase 
i naboja Која je nazvana 0-mezonom. 


Slika 2.14: Paritet: tau-theta puzzle 


Godine 1957. T.D. Lee i C.N. Yang došli 
su do zaključka da se dva načina raspada vje- 
rojatno odnose na istu česticu, time što pri 
raspadu paritet nije očuvan. Dakako, nakon 
ovako važnog zaključka, uslijedili su mnogi 
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pokusi koji su odmah potvrdili tu pretpos- 
tavku. Jedan od tih pokusa je načinjen s 
polariziranim jezgrama kobalta, korištenjem 
njegovog nestabilnog izotopa koji emitira 
P-zrake. Eksperimentalno je utvrđeno da 
kutna distribucija -emisije s obzirom па 
smjer magnetskog momenta jezgre kobalta, 
nije izotropna, već je usmjerena dominantno 
u smjeru magnetskog momenta (Slika 2.15). 
Očito, emisija elektrona iz jezgre nije više 
simetrična na zrcalnu sliku. 


Zrcalna ravnina 
Ako vrijedi 
sačuvanje pariteta (A) 
A emisija B zraka 
| (elektroni) 


emisija B zraka | Zrcalna slika 


(elektroni) 


۸ 
۸ 
Eksperimentalni rezultat (B) 


№ emisij k 
S, سا‎ 


ni p 


| Zrcalna slika 
دا‎ BÍS 


٧ 


Slika 2.15: Narušenje pariteta 


onaj gdje više elektrona biva emitirano. Na- 
kon toga bismo mu definirali smjer struje 
itd. Slični pokusi su također pokazali da 
elektroni emitirani u B-raspadu imaju spin 
usmjeren obrnuto od smjera kretanja. 
Paritet nije očuvan jedino u procesima 
koji nastaju djelovanjem slabe sile. On je 
potpuno očuvan u procesima koji nastaju 
djelovanjem elektromagnetske i jake sile. 


2.3.1 Antimaterija 


Gubitak simetrije s obzirom na operaciju pa- 
riteta povlači za sobom pitanje o mogućem 
gubitku drugih simetrija. 

Postojanje antimaterije nagovijestila su 
već i simetrična rješenja Diracovih jednadžbi, 
ali je to eksperimentalno potvrđeno znatno 
kasnije (pozitron, 1937., a antiproton, 1960. ). 
Čestice i antičestice su simetrične na konju- 
gaciju naboja (tj. naboj im je jednak i supro- 
tan) mase su im iste, a druge fizikalne karak- 
teristike analogno komplementarne. Čestice 
i antičestice se anihiliraju kad dođu u me- 
đusobni domet jake sile, jer im je ukupna 
energija suprotnog „ргейлпака” (zamišljamo 
da je ukupna energija čestica materije ,,po- 
zitivna", a antimaterije ,negativna?). 

Kad se čestica i antičestica anihiliraju, 
jedna i druga pretrpe ,energijski kvantni 
skok" jednak sumi ukupnih energija. U slu- 
čaju elektrona i pozitrona nastaje pri tome 
emisija dviju y-zraka od ро 0.511 MeV (dvije 
zrake se generiraju zbog zakona očuvanja 
ukupnog spina, koji mora biti nula). U slu- 
čaju nukleona i antinukleona nastaje emisija 
piona. 

Već smo jednom prije prikazali čestice kao 
popunjene nivoe u, inače praznom ,,moru" 
pozitivne energije, a antičestice kao ,,šup- 
ђіпе” u, inače popunjenom „moru” nega- 
tivne energije (Slika 1.8). Stvaranje para 
čestica-antičestica (mogu se iz vakuuma je- 
dino stvoriti u parovima) možemo onda pro- 


Sjeverni i južni pol se sada uistinu razli- matrati kao ,prenašanje" jednog energij- 
kuju. Dakle, našem zamišljenom sugovor- skog nivoa iz popunjenog ,,mora" negativne 


niku u dalekoj galaksiji mogli bismo uistinu 


energije u prazno , more" pozitivne energije. 
J р » р J 


objasniti što definiramo kao „desno” ili „li- Pri tome, u moru negativne energije ostaje 


jevo”; jednostavno bismo invocirali pokus s 
kobaltom i definirali sjeverni pol jezgre kao 
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„rupa” i ta se manifestira kao antičestica. 
Općenito, proizvodnja bilo kojeg para 
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čestica-antičestica je prirodni fenomen gdje 
se energija izravno pretvara u materiju (Slika 
2.16a). Proizvodnja para pozitron-elektron 
jedan je od mogućih načina interakcije gama 
zraka s materijom. Dok pri niskim energi- 
jama u interakciji fotona s materijom do- 
minira fotoelektrični efekt, a na srednjim 
energijama Thomsonovo raspršenje i Comp- 
tonovo raspršenje pri visokim energijama 
dominira produkcija para. 


Prisutnost električnog polja teškog atoma 
kao što je olovo ili uran ključna je za zado- 
voljenje očuvanja količine gibanja i energije. 
Atomska jezgra mora primiti određeni im- 
puls kako bi zadovoljila i zakon sačuvanja 
količine gibanja (impulsa) i zakon sačuvanja 
energije. Stoga ne može doći do proizvodnje 
para u slobodnom prostoru. Štoviše, kako 
je pozitron antičestica elektronu, kada se 
pozitron zaustavi, dolazi u interakciju s dru- 
gim elektronom, što rezultira anihilacijom 
obiju čestica i potpunom konverzijom nji- 
hove mase mirovanja natrag u čistu energiju 
u obliku dvaju suprotno usmjerenih y-zraka 
(fotona) od 0,511 MeV. Fenomen proizvod- 
nje para povezan je dakle sa stvaranjem i 
uništavanjem materije u jednoj reakciji. 


Vjerojatnost produkcije para, karakterizi- 
rana udarnim presjekom, komplicirana je 
funkcija temeljena na kvantnoj mehanici. 
Općenito, udarni presjek raste približno s 
kvadratom atomskog broja (о ~ 22), te s 
energijom fotona. (Slika 2.16b) 


Od antiprotona i antineutrona mogli bi- 
smo načiniti antikobalt. (Ovo nije sasvim 
znanstvena fantastika; antivodik je već sinte- 
tiziran). Pitamo se: bi li „desni” kobalt od- 
govarao ,,desnom'" ili „іјеуот” antikobaltu? 
Iako antikobalt još nije sintetiziran, nači- 
njeni su jednostavniji pokusi s pozitronima. 
Pronašlo se da ono što odgovara „аеѕпот” 
kod materije odgovara „lijevom” kod anti- 
materije. Dakle, ako uključimo antimate- 
riju, sveukupna simetrija na zrcalnu reflek- 
siju ipak postoji! Ako usporedimo lijevi? 
sistem od antimaterije s ,,desnim" od mate- 
rije, nalazimo da su oni potpuno simetrični, 
uključujući i 8-гаѕраа. (Ako se nakon dugog 
poznanstva s našim sugovornikom u Svemiru 
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Slika 2.16: Kreacija para: čestica-antičestica 
eng. pair creation. (a) Produkcija para 
elektron-pozitron u magnetskom polju oko- 
mitom na ravninu crteža. (b) Gubitak ener- 
gije fotona u ovisnosti o njegovoj ukupnoj 
energiji pri prolazu kroz materiju. 


i nakon svih ovih objašnjenja, odlučimo na 
sastanak negdje na pola puta, moramo biti 
ipak oprezni. Čak ako smo utvrdili da smo 
slični, u smislu da imamo npr. dvije ruke i 
da je običaj pristojno pružiti desnu ruku pri 
upoznavanju, čuvajmo se ako nam naš novi 
prijatelj ipak pruži lijevu ruku!). 


2.3.2 Razbijene simetrije 


U prirodi ipak simetrija ne ide do kraja. U 
nuklearnim procesima postoji simetrija, ali 
proton i neutron ipak nisu simetrični. U 
fizici elementarnih čestica nalazimo na raz- 
bijene simetrije. Postoji elektron, ali i još 
dva leptona: mion i, još masivniji, r-lepton. 
Postoje elektronski neutrini, ali i oni koji 
pripadaju ostalim dvjema leptonima. Da bi 
stvar bila još složenija, neutrini imaju malu 
ali konačnu masu, što dovodi do tranzicije 
jedne vrste neutrina u drugu. Postoje do- 
zvoljeni procesi (u smislu kvantnih izbornih 
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pravila), ali i oni, koji nisu dozvoljeni, kat- 
kada nastaju. Takva je priroda simetrija u 
Svemiru; možda su i razbijene simetrije dio 
neke još više simetrije. 


2.3.3  Simetrije ključ razumijevanja ele- 
mentarnih čestica 


Do početka 1960-tih godina pojam elemen- 
tarnosti fundamentalnih procesa i čestica 
koje u njima sudjeluju još je bio legitiman, 
bar u smislu intuitivne logike. Tada je pos- 
talo jasno da, osim izotopnog spina (kvant- 
nog broja koji opisuje grupaciju čestica is- 
tih osobina) postoji još jedan kvantni broj 
kojemu je dano ime ,stranost" (eng. stran- 
geness). Ovaj broj je invociran da bi se 
objasnio nastanak ,čudnih? ili „stranih” čes- 
tica koje su nastajale uvijek u određenim 
parovima nejednakih osobina. Kvantni broj 
»stranosti" bio je očuvan kod djelovanja jake 
sile, ali ne і slabe. Murray Gell-Mann je tako 
objasnio ,,stranost" kao posljedicu kompo- 
zitne strukture nukleona i stranih čestica. U 
svojoj izvornoj teoriji Gell-Mann je pretpos- 
tavio da su nukleoni i strane čestice zapravo 
kompoziti od dvaju ili triju osnovnijih čes- 
tica koje je nazvao ,kvarkovima?“ Ovi kvar- 
kovi su također posjedovali određene osobine 
u obliku kvantnih brojeva koji su nazvani (u 
nedostatku boljih imena) ,donji", ,, gornji? 
і strani" (u prvobitnom imenovanju, Gell- 
Mann ih je nazvao up, down i sideways) time 
da su ove osobine nazvane kolektivnim ime- 
nom okus (eng. flavor) i opisane slovima 
u, dis. Prema toj prvobitnoj shemi proton 
se sastojao od dva u i jednog d kvarka, a 
neutron od dva d i jednog u kvarka. Strane 
čestice su analogno sadržavale, između os- 
talih, i jedan s kvark. Odmah je vidljivo 
da kvarkovi moraju imati naboje manje od 
jediničnog i to +2/3 za u kvark i -1/3 za d 
kvark. 

Danas znamo da postoje kvarkovi sa šest 
okusa: u, d, s, c, bit. (Ova posljednja 
tri okusa su, redom: „šarm” (eng. charm), 
»na dnu? (eng. bottom) i ,na vrhu? (eng. 


Navodno prema Joyceovoj noveli u kojoj su neki 
karakteri dobili nadimak ,,Quark" što je korumpirani 
izraz za ,quart"; mjera za pivo u irskim barovima, 
gdje se radnja u noveli odvija. 
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top). Svaki okus pojavljuje se u tri „роје” 
(eng. color): „стуепа” (eng. red), ,,zelena" 
(eng. green) i „plava” (eng. blue). Proton 
se i dalje sastoji od tri kvarka, 2u i 14, a 
neutron od lu і 2d, ali svaki je kvark druge 
boje, tako da su proton i neutron kolorno 
»bezbojni" (eng. color singlet). Svi kvarkovi 
imaju svoje antikvarkove, s konjugiranim 
kvantnim brojevima. 


Sve elementarne čestice materije imaju 
polovične spinove, tj. spin im nije cijeli broj 
pa su to sve fermioni (čestice koje slijede 
Fermi-Diracovu statistiku). Podsjetimo se 
da spin čestice možemo zamišljati kao kvan- 
tizirani (intrinsični) zakretni impuls. Njega 
možemo samo detektirati kao usmjerenoga 
u jednom ili drugom, suprotnom, smjeru s 
obzirom na neku os, ali valja naglasiti da je 
ovo samo stvar mjerenja, a ne neka posebna 
orijentacija u prostoru, jer čestice nemaju 
neke preferirane smjerove u prostoru. 


Spin, kao kvantni broj, jednostavno nam 
pokazuje kako čestica ,izgleda" iz raznih 
nuli izgleda kao točka, tj. jednako gledana 
iz svih smjerova. Već smo vidjeli da čestice 
sa cjelobrojnim spinom pripadaju kategoriji 
bozona (koji su opisani Boze-Einsteinovom 
statistikom). Bozon s idućim većim spinom 
od nule je onaj sa spinom 1. ovakva čes- 
tica izgleda kao npr. zvrk, što predstav- 
ljamo strelicom poput f. Ako je okrenemo 
(,,pretumbamo" oko osi ortogonalne na smjer 
spina) za kut od 360%, ona se vrati u stanje 
identično prethodnome. Čestica sa spinom 2 
izgleda kao strelica s dva ,vrha", poput ў, tj. 
ako je okrenemo za 180% ona izgleda jednako 
kao prije. Viši spinovi kod bozona dovode 
do toga da ih se zakretanjem za još manje 
kutove dovodi u stanje koje se ne razlikuje 
od prvobitnoga. 


Elementarne čestice stabilne materije 
imaju polovične spinove koji su (koliko 
znamo) svi 5. Čestica spina 5 ima osobinu 
da je valja okrenuti (strelicu spina prevrnuti) 
dva puta, tj. za 720%, da bi opet izgledala 
isto. Jedna od osobina fermiona je da pod- 
liježu Paulijevu principu ekskluzije, tj. 
ne mogu se više od dva fermiona s istim 
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kvantnim brojevima naći u istom stanju. Vi- 
djeli smo da ovaj princip objašnjava (između 
ostaloga) stabilnost materije kao i razlog 
postojanja različitih kemijskih elemenata. 


Za razliku od čestica materije (fermiona) 
koji svi imaju svoje antičestice, kod elemen- 
tarnih bozona, koji su propagatori (medi- 
jatori) fundamentalnih sila, antičestice su 
identične česticama. Čestice materije me- 
đudjeluju silama putem bozonskih propa- 
рабога koji pri tome djeluju ,virtualno*, tj. 
ne mogu se direktno promatrati. Elemen- 
tarni bozoni se mogu, dakako, javljati i kao 
realne čestice-valovi. Ovo je istina za sve 
medijatore fundamentalnih sila osim za gra- 
viton (masa=0, spin=2) koji još nije ,,direk- 
tno” opažen. Napomenimo da propagatori 
čija je masa mirovanja jednaka nuli (foton i 
graviton) djeluju kao medijatori sile besko- 
načnog dosega, dok su sile koje propagiraju 
masivni bozoni kratkog dosega. Tako su vek- 
torski bozoni W+ i 7° (spin=1) vrlo masivni 
(mzo=91,19 GeV) pa je slaba sila, čiji su oni 
propagatori, vrlo kratkog dosega. Foton i 
vektorski bozoni М і Z? spadaju u istu 
kategoriju propagatora, tj. oni su propa- 
gatori ,elektro-slabe? sile. To što je foton 
toliko različit od М i Z? stvar je razbija- 
nja iskonskih simetrija u prvim trenucima 
formacije Svemira. Kod vrlo visokih ener- 
gija (tj. temperatura koje odgovaraju onima 
kad je razbijanje simetrija uslijedilo, reda 
Tœ 100 GeV) elektromagnetska i slaba sila 
trebale bi imati istu jakost. 


Kako izgleda sila koja drži kvarkove za- 
jedno, npr. u protonu? Ova sila ima svoj od- 
govarajući bozonski propagator; to je gluon 
sa spinom 1. (Ime mu potječe od eng. ,,glue? 
što znači ljepilo). Gluoni međudjeluju samo 
između sebe i s kvarkovima. Pri djelovanju 
sile između kvarkova pojavljuje se princip 
koji se u engleskome naziva „сопйпетепё” 
ili „stanje okupljenosti". Pri pokušaju ras- 
tavljanja kvarkova, sila raste s udaljenošću 
pa se pojedini kvarkovi ne daju otrgnuti 
iz nukleona (rad bi pri tome bio beskona- 
čan). Gluoni drže zajedno kvarkove samo 
u kombinacijama koje su bezbojne, tj. cr- 
veni kvark se vezuje sa zelenim i plavim 
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(z+c+p=bijelo). Ako imamo kombinaciju od 
dva kvarka, kao primjerice u 7r-mezonu, onda 
to mora biti kombinacija kvark-antikvark 
(crveni-anticrveni). Ovakve čestice moraju 
biti nestabilne, jer se kvark i antikvark anihi- 
liraju. Usput budi rečeno, vidimo i zašto su 
ove čestice jednake svojim antičesticama. Vi- 
dimo također i objašnjenje ,,confinementa *: 
kvarkovi se ne mogu pojavljivati sami jer bi 
imali , golu boju". To isto vrijedi i za gluone, 
jer je i za njih jedina dozvoljena konfigura- 
cija bijela. Ta dozvoljena konfiguracija se 
naziva imenom ,,glueball? („kugla ljepila”). 
Princip ,,confinementa" vodi do daljeg 
principa koji nazivamo asimptotskom slo- 
bodom. Kod dovoljno visokih temperatura 
(opet moramo zamisliti prve trenutke forma- 
cije Svemira) nuklearna sila postaje mnogo 
slabija pa se kvarkovi i gluoni ponašaju kao 
kvazi-slobodne čestice, ali se ipak nikada ne 
razdvajaju. Asimptotska sloboda je ekspe- 
rimentalno potvrđena opažanjem ,,mlazova" 
(eng. jets) pri vrlo energičnim sudarima u 
velikim akceleratorima. (Opažena је i ranije, 
kad se pokazalo da, što se proton bombar- 
dira s drugim protonima sve većih energija, 
on postaje sve , veći" i sve ,prozirniji?). 
Kako vidimo, kod vrlo visokih energija, 
pojavljuje se konvergencija prema simetriji 
između sila. Teorija koja pokušava objas- 
niti sve tri fundamentalne sile (osim gra- 
vitacijske) nosi ime GUT (po eng. Grand 
Unified Theory). Kvalitativno gledano, ideja 
je ova: jaka sila, zbog asimptotske slobode 
postaje slabija, dok slaba sila nema asimptot- 
ske slobode. Kod dovoljno visokih energija 
(tzv. GU-energije) ove bi sile trebale pos- 
tati po jakosti jednake i predstavljati istu 
silu. GUT predviđa također da bi kod te 
energije sve čestice materije izgledale iste. 
Napomenimo da bi GU-enrgija trebala biti 
negdje oko 1018 eV.“ Direktna verifikacija 
teorije kod ovakve energije ne dolazi u obzir 
(bio bi za to potreban akcelerator veličine 
galaksije), ali jedno od predviđanja GUT-a 


TČesto se govori o tzv. Planckovoj energiji, tj. 
energiji univerzalne unifikacije svih sila. Planckova 
energija odgovara energiji u trenutku to = 10—435 
poslije početka formacije Svemira, kad su sve sile 
bile iste i iznosi 102*eV. 
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je i nestabilnost protona. Naime, ako kod 
GU-energije sve čestice izgledaju isto, onda 
se kvark ne razlikuje od pozitrona (koji je 
antielektron). Kod normalnih temperatura 
kvark nema energije da se podvrgne tranzi- 
ciji u pozitron, ali, zbog principa neodređe- 
nosti, energija kvarka nije sasvim određena 
pa postoji vjerojatnost tranzicije kvark> e". 
Tada bi se proton raspao. Očekivano vrijeme 
raspada protona, na osnovi GUT-a, je oko 
10%! godina. Eksperimentalno je do sada 
utvrđeno da je proton stabilniji od ovoga za 
barem jedan red veličina. 


Iz svega što je rečeno, proizlazi da su se u 
prvim trenucima formacije Svemira čestice 
materije i antimaterije obrazovale ,konden- 
zacijom" iz iskonske radijacije i broj im je 
bio isti. Zašto se nisu sve anihilirale; zašto 
je preostao višak materije? 


Vidjeli smo da slaba sila nije invarijantna 
na operaciju pariteta (P) ali jest na simul- 
tanu operaciju pariteta i konjugacije naboja 
(CP). Iz toga bi se zaključilo da se antimate- 
rija ponaša točno isto kao materija, bar što 
se slabe sile tiče. Međutim godine 1964. V. 
Fitch i J. Cronin su otkrili da, kod raspada 
K-mezona, ni CP invarijantnost nije sasvim 
očuvana. Znatno kasnije, analogno odstu- 
panje od simetrije je otkriveno kod raspada 
B-mezona. Dakle, postoji i dalje određena 
asimetrija između materije i antimaterije! 


Postoji, međutim, teorem koji izražava 
činjenicu da svaka teorija zasnovana na 
kvantnoj mehanici i teoriji relativnosti mora 
biti simetrična na kombiniranu operaciju 
CPT (gdje je T operacija inverzije vremena). 
Dakle, kad bismo uzeli zrcalnu sliku svega 
(CP) i ,okrenuli" tok vremena (Т) onda bi ta- 
kav Svemir bio savršeno simetričan našemu. 
Ali CP ne ostavlja Svemir istim (Fitch i Cro- 
nin) pa stoga ni T sam za sebe. Kako je 
iskonska eksplozija išla vremenski u jednom 
smjeru (ekspanzija) to je očito da u ranim 
trenucima formacije Svemira ni materija i 
antimaterija nisu mogle biti ,ravnopravne". 
Ovo bi, dakle, bio izvor viška materije nad 
antimaterijom. Nažalost GUT nije dovoljno 
rafinirana teorija da bi se, na osnovi nje, 
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moglo izračunati taj višak.? 


2.4 O silama između tijela 


Sila gravitacije je primjer (koliko do sada 
znamo) fundamentalne sile. Električna, sila 
je isto jedan takav primjer. Ako, međutim, 
proizvedemo silu potezanjem užeta imamo 
primjer složene sile koja je rezultat biokemij- 
skih procesa u našim mišićima, (električna 
sila), više ili manje kompliciranih pokreta 
ruku (gdje možemo djelomično koristiti i silu 
gravitacije), pa i inercije našeg tijela. Kad 
se sretnemo s ovakvim primjerom sile, ne 
moramo je uvijek analizirati do kraja, jer to 
može biti nepotrebno, a katkada i praktički 
nemoguće. Sile, dakle, mogu biti ,kompli- 
сігапе” u smislu da ih moramo analizirati 
»empirijski", tj. korištenjem aproksimativ- 
nih zakonitosti koje će se pokazati tim manje 
točnima što budemo temeljitije ulazili u ana- 
lizu mehanizama sile. Dobar primjer ovakve 
sile je stla trenja. 


2.4.1 Trenje 


Fundamentalni uzrok sile trenja je električna 
sila između atoma i molekula, ali u tribolo- 
giji (proučavanju trenja) ne ulazimo uvijek 
u problem do atomske skale, već se općenito 
zadovoljavamo s aproksimativnim zakoni- 
tostima iz praktičnih razloga. To ne znači 
da fundamentalni aspekti tribologije nisu 
interesantni, ali oni ne moraju biti nužni 
za dobivanje podataka od praktičnog inte- 
resa. Tako npr. sila trenja između krutog 


ŠOvo je vrlo ozbiljan problem, jer je znanje о 
količini materije u Svemiru bitno da se ustanovi 
hoće li se Svemir zaustaviti u svom širenju i natrag 
kolapsirati u singularitet (eng. „Big Crunch") ili 
nastaviti širiti zauvijek. Količina vidljive materije 
u Svemiru iznosi samo nekoliko postotaka onoga 
što bi bilo potrebno da se Svemir zaustavi u svom 
širenju. Nažalost, stalno širenje Svemira opet uvodi 
novu asimetriju s obzirom na tok vremena. 

Otkriće da neutrini imaju konačnu masu vrlo je 
važno i neutrini su dobri kandidati za ,slabo me- 
đudjelujuće masivne čestice” (WIMPS). No postoje 
indikacije da nevidljive „masivne halo" strukture" 
(MACHOS) na periferijama galaksija djeluju gole- 
mim gravitacijskim silama i predstavljaju još jednu 
moguću skupinu materije. Kakva bi to bila materija, 
za sada nije jasno. 
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tijela i fluida poput vode ili zraka, kroz koje 
se tijelo kreće brzinom v, može imati oblik 
F = kv?, gdje je k konstanta. Ovaj zakon, 
međutim, nije analogija Newtonovih zakona 
dinamike poput F= ma, jer Newtonov za- 
kon je egzaktan zakon (u okviru klasične 
fizike). Newtonov zakon je tim točniji što ga 
preciznije provjeravamo, dok, naprotiv, gor- 
nja jednadžba trenja biva sve manje precizna 
što je podvrgavamo strožoj skrutini. 

„Suho” trenje između krutih tijela nastaje 
kao rezultat međudjelovanja molekula i/ili 
atoma koji se nalaze na, ili blizu, površi- 
nama u dodiru. Prilikom klizanja, atomi ili 
molekule, na površinama koje se taru, dje- 
luju jedni na druge električnom silom koja 
može dovesti, kako do njihovog pobuđenja 
u viša energijska stanja, tako i do njihovog 
pomicanja ili potpunog otkidanja s površine. 
Uz to može doći i do kemijskih promjena 
na površinskim slojevima, naročito ako pri 
klizanju nastanu visoke temperature, što je 
vrlo često. Ipak, kod „običnog” klizanja, tj. 
kod malih brzina i razumnih tlakova između 
površina u dodiru, kao dobra aproksimacija 
služi nam izraz iz kojega vidimo da je odnos 
između sile trenja i tlaka na površinama u 
dodiru linearan ? 


F=uN 


gdje su smjerovi sila FiN vidljivi na slici 
2.17, a u je koeficijent trenja. Ovaj zakon, 
kao i onaj za ,mokro" trenje, koji smo prije 
spomenuli, pokazuje odstupanja, kako za 
velike brzine i opterećenja, tako i za mate- 
rijale čije su površine čiste i ,aktivne? (tj. 
posjeduju visoki stupanj međudjelovanja). 
Tako se npr. dva komada metala, dobro 
obrađena i vrlo čistih površina, mogu pris- 
loniti i, primjenom tlaka, zavariti i jedan 


9Mi danas znamo da je porijeklo ove linearne 
ovisnosti u tome što je povećanje tlaka između po- 
vršina u dodiru zapravo samo aproksimacija. Kako 
povećavamo silu na jediničnu površinu u dodiru, mi 
u stvari dovodimo sve veći broj atoma ili molekula 
u međusobni dodir, jer se tijelo lokalno deformira, 
pa se površine u dodiru ,ispeglaju" i sve ,intimnije" 
prianjaju. Pokusi na nanoskopskoj skali pokazali su 
da je ,trenje" između individualnih atoma i mole- 
kula neovisno o nametnutoj sili između njih, što je 
zapravo i za očekivati. 
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smjer gibanja 
——— 


Slika 2.17: Sila trenja 


komad. U tom i sličnim slučajevima pojam 
koeficijenta trenja postaje besmislen. Za 
normalno klizanje, između materijala koji 
nemaju suviše aktivnu i/ili čistu površinu, 
zakon trenja možemo lako provjeriti korište- 
njem klizanja niz kosinu. Iz Slike 2.18 vi- 
dimo da tijelo težine W osjeća silu u smjeru 
kosine čiji je iznos Wsin6, dok je reakcija 
podloge (tj. sila normalna na podlogu) N 
po iznosu И cos6. Dakle, možemo pisati: 

W sin6 = uW cos 


ILI o u=tan9 


N smjer gibanja 
reakcija N ДЕДЕ 


podloge 


W 
težina tijela 


Slika 2.18: Tijelo na kosini 


Kako je već rečeno, tablice vrijednosti u 
u raznim knjigama i priručnicima odnose 
se na mjerenja „suhog” trenja kod malih 
brzina klizanja, gdje je porast temperature 
između ploha u dodiru mali i gdje su tla- 
kovi na površinama u dodiru dovoljno mali 
da je broj atoma ili molekula koji direktno 
kližu jedni pored drugih približno proporci- 
onalan tlaku između ploha u dodiru (v. na- 
pomenu). Koeficijenti suhog trenja mogu 
varirati preko velikog područja vrijednosti. 
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Jedan od najmanjih koeficijenata je onaj 
politetrafluoroetilena (Teflona), što je od 
praktičnog interesa. Vrlo male koeficijente 
trenja pokazuje i grafit, molibden sulfid i još 
neki anorganski materijali „lisnate” kristalne 
strukture. Neki noviji materijali zasnovani 
na derivatima fulerina posjeduju izvanredno 
male koeficijente trenja, ali to je zbog toga 
što imaju vrlo velike okrugle molekule koje 
se pri klizanju otkidaju i kotrljaju između 
ploha u dodiru. 


2.4.2 Molekularne sile 


Sile koje drže atome u molekuli zajedno nazi- 
vamo molekularnim silama. Dobar i jednos- 
tavan primjer je molekula kisika koja sadrži 
dva atoma. Potpun opis ovih sila može se 
naći jedino korištenjem formalizma kvantne 
mehanike, ali klasičnom slikom možemo ovu 
silu opisati polukvalitativno (Slika 2.19). 


ODBIJANJE 


PRIVLAČENJE 


Slika 2.19: Sile između atoma i molekula 


Ako na ordinati prikažemo silu, a na ap- 
scisi udaljenost između atoma, vidimo da 
postoji područje privlačenja među atomima 
za udaljenosti veće od neke ,ravnotežne" 
udaljenosti d, nakon čega privlačnost doseže 
maksimum. Za znatno veće udaljenosti, priv- 
lačna sila kod nepolarnih molekula opada 
otprilike sa sedmom potencijom udaljenosti: 


k 
Е = — 


РТ 
kod polarnih molekula sila је jača. Iz di- 
jagrama na slici 2.19 vidimo da, za među- 
atomske udaljenosti manje od d, sila postaje 
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odbojna i raste vrlo naglo. Ovo nam objaš- 
njava čvrstoću, kao i relativno nisku kompre- 
sibilnost, krute materije. Oblik krivulje nam 
također objašnjava ponašanje molekule kad 
na nju djeluju male sile, tj. kad su atomi na 
udaljenostima bliskim d. Valja napomenuti 
da se međumolekularne sile, tj. sile koje vla- 
daju u materijalima poput stakla, drveta i 
sl., pa čak i metala, kvalitativno ponašaju 
slično kako to prikazuje krivulja na slici 2.19, 
iako su ovisnosti o međusobnim udaljenos- 
tima molekula i atoma drukčije. Ono što 
je svim materijalima zajedničko jest kvazi- 
linearna ovisnost sile o udaljenosti između 
molekula i atoma za male pomake oko d. 
Na ovoj činjenici zasniva se Hookeov zakon 
koji je prikazan na 2.20. Zakon kaže da 
je promjena dužine štapa nekog materijala 
(bilo da ga tlačimo ili rastežemo) linearno 
proporcionalna sili. 


2х 


Slika 2.20: Hookov zakon 


Kako sila raste deformacija tijela počinje 
odstupati od linearnosti, a tada deformacija 
može postati i trajna. Dakako, materijali se 
ponašaju vrlo različito unutar i izvan podru- 
čja Hookeovog zakona, što nije teško primi- 
jetiti prilikom ispitivanja metala, keramika, 
polimera itd. Kod metala, deformacija nas- 
tupa tako što kristalne ravnine počinju kli- 
zati jedne preko drugih, što metalima daje 
dobro poznati plasticitet. Nemetali su op- 
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ćenito krti, dok su polimeri vrlo različitog 
ponašanja što ovisi o detaljima njihove struk- 
{шге*, 10 


2.4.3 Pseudosile 


Pseudosilama nazivamo sile koje se javljaju 
kao rezultat inercije tijela, kada se ova nalaze 
u neinercijalnom sustavu. Ovo možemo lako 
objasniti ako promatramo dva sustava od 
kojih se jedan prema drugome pomiče po osi 
х (Slika 2.21). 


smjer gibanja 


Slika 2.21: Pseudosile 
Označimo koordinate u tim sustavima s 


x,y,z i x',y',z" , gdje je وي کد‎ y=y', 
2 = 2!. Tada je 


ах 


а а 


Ako se radi samo о pomaku, tj. s = konst., 
onda je brzina materijalne točke ista u oba 
sustava. Ako je brzina sustava 1',y',2' 


10Fizika materijala je golemo područje u koje ne 
možemo detaljno ulaziti. Napomenimo, ipak, da 
su metali posebna skupina materijala u kojima su 
sile kohezije pretežno elektronskog karaktera. U 
metalu vanjski elektroni atoma ,,otplivaju" u zajed- 
nički medij „ріпа” slobodnih elektrona, dok ioni 
ostaju čvrsto vezani u kristalnoj rešetci. To meta- 
lima daje elektro-vodljivost, kao i relativno nisku 
energiju aktivacije migracije i dislokacije, što im 
daje već spomenute osobine plastičnosti. Kod ma- 
terijala poput stakla i keramike elektroni su čvrsto 
vezani za atome, a kohezivne veze su pretežno ko- 
valentne, ionske ili kombinacija istih. Dislokacije 
u ovim materijalima vrlo teško migriraju, a aktiva- 
cijska energija takvih migracija je istog reda kao i 
energija same kovalentne veze, pa su ti materijali 
krti, ali katkada i vrlo tvrdi. Dobar primjer tvr- 
dih kovalentnih struktura su dijamant, kubični bor 
nitrid (Borazon), razni karbidi itd. 
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prema sustavu x,y,z konstantna, onda se 
brzine zbrajaju prema jednadžbi 2.1, dok 
sile ostaju u oba sustava iste, jer još uvijek 


. 2 
imamo SE = 0. Dakle, 


Ba 
dt? 


Sile su iste, jer je i akceleracija u oba sustava 
ista. Ovo je Galilejeva relativnost gibanja 
koji smo već upoznali. Ako se međutim 


2 . 
sustav ubrzava onda T5 = а, £0. Sila u 


akceleriranom sustavu je tada 


21 
Fy = moa + Mag 

Sile nisu, dakle, iste; u akceleriranom sus- 
tavu sila je uvećana za таз. Ova sila dolazi 
od akceleracije sustava i predstavlja primjer 
pseudosile. U inženjerstvu se ove sile češće 
nazivaju inercijalne sile. Dobro nam poz- 
nata centrifugalna sila je pseudosila koja 
nastaje pri rotacijskoj akceleraciji. Dakle, 
ako zamislimo opažača u jednoj zatvorenoj 
kutiji, on bi primijetio da se nalazi u neiner- 
cijalnom tj. akceleriranom sustavu, jer bi 
opazio pseudosile koje su posljedica akcele- 
racije kutije u kojoj se nalazi. 

Kao što je već ranije rečeno, pseudosile su 
uvijek proporcionalne masi, što je također 
slučaj i s gravitacijom. Ovo je već davno 
opazio Einstein, pa je postavio pitanje mo- 
gućeg porijekla gravitacije; je li gravitacija 
zapravo pseudosila koja dolazi od toga što 
se nalazimo u nekom ,,posebnom" sustavu? 

Ako svemirska letjelica, u prostoru gdje 
se inače ne osjeća gravitacija, pokrene ra- 
ketne motore koji je počnu ubrzavati, čovjek 
će u njoj osjećati silu, u smjeru suprotnom 
od akceleracije, koju neće moći razlikovati 
od gravitacije. Ako bismo podesili akcelera- 
ciju letjelice da bude točno g, tj. po iznosu 
ista kao gravitacijsku konstantu na Zemlji, 
svi zakoni fizike u letjelici bili bi isti kao 
da se ova nalazi na Zemlji. Ovaj čuveni 
princip ekvivalencije Einstein je uzeo kao 
okosnicu svoje teorije opće relativnosti. Pro- 
blem je kako definirati taj ,posebni" sustav 
gdje je gravitacija pseudosila. Očito je da 
se, stojeći na Zemlji, ne ubrzavamo prema 
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gore, jer bi oni u Australiji imali suprotno 
mišljenje! Einstein je pretpostavio da se gra- 
vitaciju može definirati kao pseudosilu samo 
u jednoj točki u prostoru u jednom trenutku. 
Ovo može biti jedino slučaj u prostoru koji 
nije Euklidski, tj. nije opisan Euklidskom 
geometrijom. Ovakav trodimenzionalni pros- 
tor teško je predočiti, ali je lakše zamisliti 
i predočiti njegov dvodimenzionalni ekviva- 
lent. Zamislimo, dakle, dvodimenzionalna 
stvorenja koja žive na nekoj plohi. Zamis- 
limo, nadalje, da je ta ploha vrlo velika sfera. 
Dvodimenzionalna stvorenja na njoj vide je 
kao ,ravninu", jer ne vladaju trećom dimen- 
zijom. Pretpostavimo da ta stvorenja sada 
vrše pokus čija je svrha provjeravanje Gali- 
lejevog principa inercije. Oni upute jedno 
tijelo u jednom smjeru, a drugo tijelo u ne- 
kom drugom smjeru jednolikim brzinama 
po „ргауси”. Ispočetka se tijela udaljavaju 
jedno od drugoga, ali „ргахсі” po kojima su 
tijela krenula zapravo su veliki krugovi na 
sferi koja tvori dvodimenzionalni svijet u ko- 
jemu se pokus odvija. Tijela se dakle, nakon 
izvjesnog vremena, počnu opet približavati 
jedno drugome i naši hipotetični eksperimen- 
tatori zaključe da neka privlačna sila djeluje 
među tim tijelima. Sila, međutim, ne pos- 
toji, već postoji zakrivljenost prostora (dvo- 
dimenzionalnog) u kojemu se proces odvija. 
Odmah uočavamo da je hipotetična sfera, 
koju smo iskoristili za primjer, samo speci- 
jalni slučaj. Bilo koja ,neravnina" u dvodi- 
menzionalnom prostoru manifestirala bi se 
kao ,,sila". Pokusi su pokazali da je vidljivi 
Svemir, kao takav, ,ravan", tj. radijus za- 
krivljenosti mu je barem reda 1027 metara, 
jer ne vidimo iste galaksije na njegovim su- 
protnim krajevima. Ali, lako se uvjerimo da 
bi gravitacijsko polje svemirskih tijela mogli 
prikazati kao lokalnu zakrivljenost prostora. 
Tako, savijanje zraka svjetlosti u blizini veli- 
kih svemirskih tijela poput zvijezda možemo 
zamisliti kao „ргауо!іпіјѕко” kretanje u za- 
krivljenom prostoru. 
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2.4.4 Coulombova sila i princip superpo- 
zicije 

Vidjeli smo već da je postojanje polja sile 
dokazano pokusom. Ovo se ne odnosi samo 
na fundamentalne sile, jer sam koncept polja 
možemo proširiti na bilo koju fizikalnu (pa 
čak i nefizikalnu) veličinu. Razlike između 
polja kao fizikalne veličine i polja kao kon- 
cepta, postat će nam vrlo brzo sasvim jasne. 
Električnu silu između dvaju nepomičnih 
naboja možemo pisati vektorski kao 


gdje je e, jedinični vektor u smjeru vektora 
spojnice naboja, kojega možemo pisati i kao 
F/|r|, a £o (Eo = 8.854 x 10-12C2N-1m-?) 
je konstanta. Ako naboj elektrona ozna- 
čimo s Qer (Ca = 1.60 x 10-1?C), a veličinu 
Q?,/4meg s е2, možemo silu između dva elek- 
trona u njutnima pisati Као F = e2/r?, gdje 
je r udaljenost u metrima. Stoga je polje 
električne sile osobina prostora oko naboja. 
Električni naboj, dakle, stvara u prostoru 
oko sebe jedno ,,stanje" koje je takvo da neki 
drugi naboj u tom prostoru osjeća silu. To 
možemo izraziti ovako: 


F=gE 


gdje je E električno polje naboja qı: 


Jedan od bitnih principa fizike je princip 
superpozicije polja. Ako, naime, imamo 
više naboja (ili, u slučaju gravitacije, masa), 
onda je ukupno polje vektorska suma svih 
polja: 


Ёк = Éi + É+ Es +.. =Y E; 
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Analogno vrijedi i za gravitacijsko polje: 


бык هرد‎ = у б; 


Princip superpozicije je točan za sva, izuzev 
ekstremno jaka, polja. U slučaju vrlo jakih 
gravitacijskih polja i sam Newtonov zakon 
gravitacije je samo približno točan. 


2.4.5 Ostale fundamentalne sile 

Od četiri fundamentalne sile (vidi tablicu 
1.1) nuklearnu jaku i nuklearnu slabu silu, 
odnosno njihova polja, na žalost, ne možemo 
prikazati tako jednostavnim izrazima poput 
onih za električno (jednadžba 2.3) ili gravi- 
tacijsko (jednadžba 2.4) polje, pa je i sam 
princip superpozicije kod tih polja jako kom- 
pliciran. Doseg ovih dvaju nuklearnih sila je 
mali što znači da se njihovo djelovanje oči- 
tuje samo na veoma kratkim udaljenostima i 
funkcija je masa mirovanja propagatora sile, 
konstante vezanja, te drugih parametara koji 
karakteriziraju ove interakcije. 


2.5 Rad i potencijalna energija 


Radom nazivamo djelovanje (savladavanje) 
sile na nekom putu od točke A do točke B. 
Pri tome računamo samo onaj dio sile koji je 
kolinearan s putom (pomakom, posmakom) 
tijela. Matematički rad definiramo sumom, 
odnosno integralom, skalarnog produkata 
vektora sile na inkrementu puta: 


Tijelo može vršiti rad temeljem svoje kine- 
tičke ili potencijalne energije. Ako izvršeni 
rad ovisi samo o krajnjim točkama puta ka- 
žemo da je proces izveden u polju konzerva- 
tivne sile. Kinetička energija, potencijalna 
energija i rad su fizikalne veličine koje se 
mjere istim jedinicama i kao takve ulaze u 
energijsku bilancu svakog fizikalnog doga- 
daja. Za izolirane sustave ta je bilanca kons- 
tantna. Kod sustava u interakciji moramo 
voditi računa i o „епегріјата” izmjene. 
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2.5.1 Energija tijela u gravitacijskom po- 
lju 

Energija svakog izoliranog sistema je kons- 

tantna, pa je to slučaj i s energijom tijela u 

gravitacijskom polju. 


1 
СА +mgh = konst. 


ODNOSNO: 
T+U = konst. 


Može se pokazati da je ovo točno, počevši 
od Newtonovih zakona. Pretpostavimo da 
tijelo slobodno pada u gravitacijskom po- 
lju, tako da se možemo ograničiti na jednu 
dimenziju: 


dT dfl > dv 
—=—| > = —=fr 
dt dt ) Te 
sila je ovdje F = —mg (minus predznak jer 


djeluje prema ,,dolje", dok je h u smjeru 
prema ,,gore"). Dakle: 


ат _ dh _ _ dU 
da “u “— @& 


što smo htjeli i dokazati. Pitanje je, me- 
đutim, može li se ovo generalizirati za bilo 
kakvo gibanje u polju konzervativne sile? 
Konzervativnu silu ćemo definirati kao svaku 
silu u čijem je polju rad po zatvorenoj puta- 
nji jednak nuli. 

Promatrajmo slučaj tijela koje se kreće 
bez trenja po zakrivljenoj putanji u polju 
gravitacijske sile (Slika 2.22). Promjena, ki- 
netičke energije je opet و‎ a to је F- v, 
gdje je Fe komponenta sile na tijelo u smjeru 
gibanja tj. tangencijalna komponenta. Lako 
vidimo da je 


h 
F; = —mgsino = тд 
8 


gdje је ds inkrement puta па putanji. Мо- 
žemo onda pisati: 


dh ds 
MJ ds dt 
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8 dh/dt 
V 


> X 


Slika 2.22: Gibanje bez trenja u gravitacij- 
skom polju 


što je isto kao i ranije dobiveni razultat. 
Trodimenzionalni problem ćemo prikazati 
analogno, ali u vektorskom zapisu: 


ат та(0:07) т0а0 таў 
d а 2d 2d” 
аб Е 
= та. روز‎ 
jer, općenito: 
d(a-b) db da > 
=@. 1 -b 
d ad 


Produkt Ё. б zove se snaga. 

Dakle, vremenska promjena kinetičke 
energije tijela jednaka je snazi koju troši 
sila djelujući na to tijelo. 

Vidimo nadalje da je 


ат = F -dg 


Integracijom po putanji tijela u prostoru od 
točke 1 do točke 2 imamo: 


2 
йш] F.dš 
1 


Ovaj integral kojeg sila izvrši djelujući 
na tijelo ili sistem na putu 1 —> 2 naziva 
se rad. Vidimo da je snaga F -u jednaka 
radu JF. ds koji sila vrši u jedinici vremena. 
Obratimo pažnju da se ovdje radi o skalar- 
nom produktu vektora, tj. samo komponenta 
sile u smjeru gibanja doprinosi radu. U slu- 
čaju tijela koje pada u gravitacijskom polju 
Zemlje: 


2 РЛ 29 
/ F.d = Í —mgdz = —mg(22— 21) 
1 21 
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ako je pad u smjeru osi 2. 

Rad se mjeri u njutn-metrima (N-m) ili jo- 
uleima (J), što je isto. Snaga se mjeri u joule- 
ima na sekundu ili wattima (W), što je isto. 
Rad se može onda izraziti u watt-sekundama 
ili, u praksi češće, kilowatt-satima (kWh), 
gdje 1 kWh = 3.6 x 106 J. 


2.5.2 Slučaj promjenljive sile 

Ako se iznos ili smjer sile (ili oba) mijenjaju 
tokom gibanja tijela, onda je problem opće- 
nito složeniji, dok su bitni zaključci o očuva- 
nju energije isti. Uzmimo slučaj da se tijelo 
giblje u polju sile, ali to polje nije homogeno. 
Primjer bi bio padanje tijela prema Zemlji, 
ali tako da je polazna točka relativno daleko 
od konačne točke (Slika 2.23). Sila je dana 
Као / 2, gdje је mi masa Zemlje, a тә 
je masa tijela. 


M 2 m 
e өе. 
1 


Slika 2.28: Sila gravitacije 


gravitacijska potencijalna energija prelazi 
u kinetičku energiju tijela izmeđi točke 1 i 2. 
Koristeći izraz za rad imamo: 


2 
15 Ti = / @ د‎ dr 
1 T 
1 1 


== Gmmz (= = 2) 


Iz ovoga se vidi да, ako se tijelo vrati s 
točke 2 u točku 1, ukupni rad je nula. Pita- 
nje nam se nameće: je li rad nula i onda kada 
se tijelo vrati natrag po nekom drugom putu? 
Pitanje je važno, jer kad bi ukupni rad bio 
tada različit od nule, mogao bi postojati 
perpetuum mobile. Svaku zatvorenu putanju 
1—2— 1 možemo prikazati kao sumu infi- 
nitezimalnih pomaka od kojih će jedni biti u 
smjeru djelovanja gravitacijske sile, dakle u 
smjeru radijusa r' (radijalni smjer), a drugi 
ortogonalni na smjer djelovanja gravitacij- 
ske sile tj. tangencijalni na gravitacijsku 
ekvipotencijalnu plohu (tangencijalni smjer). 
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Ovakva „рПаѕба” putanja (Slika 2.24) sas- 
toji se od infinitezimalnih elemenata od kojih 
jedni leže na sfernim plohama centriranim 
u središtu Zemlje (na kojima je gravitacijski 
potencijal konstantan; zato ih nazivamo ekvi- 
potencilanim plohama), a drugi su u smjeru 
radijusa koji je uvijek u smjeru djelovanja 
gravitacijske sile. !! 


Slika 2.24: Zatvorena putanja u gravitacij- 
skom polju 


Ovako prikazanu ,,pilastu" strukturu pu- 
tanje možemo zamisliti po volji „sitnom”. 
Kretanje tijela možemo tada zamisliti da se 
sastoji od dijelova kod kojih je ono u smjeru 
sile pri ćemu je utrošeni rad maksimalan i 
od dijelova koji su ortogonalni na radijus pri 
čemu je rad nula. Ovo možemo lako vidjeti 
па 2.25 gdje smo ovakav „zub pile" povećali: 


Уа о KRIVULJI) = Ё. 03 = FAscos6 


b 


Wa F.dš= FAr 


b(po »ZUBU") NN 


Vidimo da je ovo isto jer Ascos0 = Ar. 
Ovo vrijedi, kako za gravitacijsku, tako i za 
bilo koju konzervativnu silu. 

Rad izvršen kretanjem po bilo kakvoj pu- 
tanji ne ovisi o obliku putanje, već o razlici 
potencijala između početne i konačne točke 
putanje. Iz toga vidimo također da je rad 
na putu koji predstavlja zatvorenu putanju 
uvijek jednak nuli, dok putanja koja nije za- 
tvorena može biti takva da je rad po njoj 


прай]јіуі promatrač će odmah uočiti da je ovo 
aproksimacija, u kojoj je mi S m2. Ako to nije 
slučaj onda su ekvipotencijalne plohe složenije, a 
mogu se znatno razlikovati od sfera. 
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Slika 2.25: Zatvorena putanja u gravitacij- 
skom polju 


jednak nuli. Tako planeti u svojoj rotaciji 
oko Sunca ne troše nikakav rad." !2 Ovo 
možemo lako generalizirati za bilo koju kon- 
zervativnu silu, čak i kad ona nije fundamen- 
talna, kao npr. sila idealizirane opruge: 


jer je sila opruge F = —Кт (Slika 2.26). 


Slika 2.26: Tijelo na opruzi 


S točke gledišta generalizacije, važno je 
napomenuti da sve ove zaključke, koje smo 


12Ovo nije sasvim točno u kvantnoj gravitaciji. 
Rotacija tijela, bilo oko svoje osi, bilo po putanji 
oko nekog drugog tijela, dovodi do emisije gravitona 
(koji su propagatori gravitacijske sile), a time i do 
zračenja energije u obliku gravitacijskih valova. Ko- 
rekcije na ovaj efekt su tako sićušne u slučaju našeg 
Sunca i njegovih planeta, da se mogu zanemariti. 
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uravo provjerili, možemo proširiti na bilo 
koji broj tijela, koristeći princip superpozi- 
cije. Tako se možemo uvjeriti da je 


2 -miv ai gemi 


Ako deriviramo po vremenu prvi član dobi- 
jemo: 


a Mv د قو‎ ула -Ui 
وت‎ =" ү 
i 7 


17 


= konst.!3 


Derivacija po vremenu drugog člana daje: 


PM 


T 
ij(par) ki 
= G Mi Mj drij 
m 2 1 r2, dt 
ij(par) U 


Može se lako vidjeti da je: 


drij Fij či 7 
7 tj (> > > i >. 3 
= — (0; — 03) اه سا‎ —— 7 
dt Tij Tij 73 
jer: Tij = —Fji, а Tji = Tij 
Dakle, 
dt EE Tij 
ij(par) 
Уу; MiMjTij „туну بر‎ 
G كي 3 ).هل‎ 
їй. ү. 
ij(par) K 1% 
No, vidimo da se u sumi Уу угу indeksi i 


i j javljaju samo jednom jer ij je isto što i ji 
pa se ovo ne ponavlja. Kod sume У; (X) 
međutim, očito je da se indeksi javljaju dva- 
put; prvi put Као i,j, a drugi put Као j,i. 
Dakle vidimo da je: 


Gmimyfij Е 
s 3ه‎ з “= 
т. 
і j ij 


što smo trebali i dokazati. Ovo možemo 
vidjeti i ako ovakav sistem tijela sastavimo 
dovodeći jedno tijelo po jedno iz beskonač- 
nosti. Tada je rad za dovlačenje prvog tijela 
nula, za drugo tijelo je to W12, za treće je 
Wi3 + W23, za četvrto је Wia + W24 + W34 
itd. Ovdje vidimo kako se indeksi javljaju u 
parovima. 

Iz onoga što smo upravo završili razma- 
trati, jasno je da općeniti problemi gravita- 
cije mogu biti komplicirani*. 1 

S druge strane, neki problemi mogu se, 
zbog svoje jednostavnosti i simetrije, vrlo 
lako riješiti analitički. Jedan od takvih 
problema je gravitacijsko polje beskonačne, 
ravne, tanke ploče nekog materijala (Slika 
2.27). Tako ovaj problem nema direktnu pri- 
mjenu u realnosti, on nam ilustrira metodu 
integracije koju ćemo često koristiti. 

Ploča je homogena, a površinska gustoća 


14 Zapravo je jedino problem dvaju tijela „zaokru- 
žen" u analitičkom smislu. 

Godine 1883. tri poznata matematičara, Karl We- 
ierstrass, Charles Hermite і Gösta Mittag-Lefler, na- 
činili su spisak najvažnijih matematičkih problema 
koji traže rješenje. Svaki koji bi rješenje našao, ili 
pokazao da ono ne postoji, dobio bi medalju i 2500 
zlatnih švedskih kruna povodom 60 godišnjice šved- 
skog kralja. Visoko na listi navedenih problema 
bio je gravitacijskih problem n tijela, tj. kako, na 
osnovu početnih brzina i položaja n tijela, odrediti 
njihovu konfiguraciju u bilo kojem budućem vre- 
menu. Weierstrass nije očekivao analitičko rješenje, 
već neku seriju koja konvergira i koja se može, bar 
u principu, sumirati. 

Problem je riješio 100 godina kasnije (zapravo 
1991.) Wang Qiu-Dong, tada student na Univerzi- 
tetu Cincinnati. Wang je problem mogućeg sudara 
tijela riješio tako da je uveo varijabilni tok vremena 
tj. vrijeme teče tim brže što se tijela više približa- 
vaju jedno drugomu. Iako su, dakle, singulariteti na 
ovaj način ,otputovali" u beskonačnost, samo rješe- 
nje je, i po Wangovim riječima, sasvim beskorisno, 
jer se serija ne može praktički sumirati. 

Wang, k tome još, nije ni dobio nagradu, jer je ona 
1889. dodijeljena Henri Poincarću, na osnovu rada u 
kojemu je ovaj dao naslutiti da je problem nerješiv. 
Poincarćov rad je nakon objavljivanja sadržavao 
toliko grešaka, da ga je časopis „Acta Mathematica" 
povukao iz štampe i objavio novo izdanje istog broja. 
Nakon korekcije, Poincarćov rad, iako svojevrstan 


MiMjTij > MjMiTji — promašaj u odnosu na izvornu namjenu, poslužio je 
= G +С Vj kao polazište za teoriju kaosa, koja je vrlo važna i 
3 3 J P J ‚ koja J 
ij(par) Tij Tji nadasve aktualna. Poincarć je, naime, pokazao kako 
kretanje mnoštva tijela dovodi do nepredvidivosti 
135umacija po parovima, jednom rezultata. 
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+ ар |—р |0 


Slika 2.27: Gravitacijsko polje beskonačne, 
ravne ploče 


je mo. Pretpostavimo da imamo mali ele- 
ment površine udaljen za т od točke Р gdje 
se nalazi jedinična masa. Označimo udalje- 
nost točke Р od ploče s a. Gravitacijsko 
polje koje stvara element mase dm je 


> dm _ 
Komponenta ovog polja u smjeru т koji je 
usmjeren okomito iz točke P prema ploči je 


dm-a 
r3 


(dCz)dam = С 


Ukupan doprinos prstena materijala radijusa 
R i širine dR je tada 


4С» = 2xR-dR-mg:G-— 
je 
Vidimo, međutim, da je RdR isto što i rdr, 
jer r? = R? + a?, pa 
оо 


C= 2rGmoa | - 
r 


a 


= 2rGmo 


Sila, dakle, ne ovisi o udaljenosti od ploče, tj. 
gravitacijsko polje je homogeno. Ovo je za 
očekivati, jer, kako se udaljavamo od ploče, 
isti prostorni kut sadrži proporcionalno veću 
površinu ploče; za dvaput veću udaljenost od 
ploče isti prostorni kut pokriva četiri puta 
veću površinu ploče. 

Vrlo jednostavnom analizom možemo ta- 
kođer pokazati da je sila gravitacije kuglas- 
tog tijela, poput Zemlje, ista kao da je sva 
masa tog tijela sadržana u središtu kugle. 
Kuglu možemo prikazati kao sastavljenu od 
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proizvoljno velikog broja tankih sferičnih lju- 
saka (Slika 2.28) čija gustoća po jedinici po- 
vršine (površinska gustoća) iznosi mg. Pret- 
postavimo da se, na udaljenosti R od sredi- 


Slika 2.28: Gravitacijsko polje kugle 


Zamislimo prstenasti element na jednoj 
od sferičnih ljuski koje sačinjavaju kuglu. 
radijus prstena је y = asin 0, njegova ,,širina" 
ds, time što mu je obod udaljen za iznos r 
od točke P (vidi sliku 2.28). Ako u točki P 
zamislimo materijalnu točku mase m’, onda 
je potencijalna energija te mase i prstena 


jednaka —G mdm, gdje je dm masa prstena 


d 
dm =2rymods =2rymo ——- 
sin 6 


= 2rymod "6 
y 


Potencijalna energija je, dakle: 


2 ? 
IW=-G патот! а 


т 


Budući da је rdr = — Rd, jer r° = а? + R? — 
2Rz, ра integracijom dobijemo: 


1 R+a 
W = ال ور‎ dr 
R R—a 
f 1 
= с . Ara>mo=GE = 


R 


gdje je m masa sferne ljuske. Dakle, poten- 
cijalna energija je ista kao ona koju bismo 
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imali da je sva masa sferne ljuske sadržana 
u njenom središtu. Vidimo također da, ako 
je točka P unutar ljuske tj. R < a, onda je 


t 
W = -G ZU što je konstanta. Unutar sfe- 


rične šupljine nema sile! Samo jedan logički 
korak je dovoljan da zaključimo da je sila 
gravitacije kugle materijala ista kao da je 
sva masa sadržana u središtu. Također, za 
točke unutar kugle (R < a), sila gravitacije 
ovisi samo o udaljenosti točke P od središta 
kugle; masa sadržana u šupljoj sferi „iznad” 
točke P ne proizvodi nikakvu silu. Svi ovi 
zaključci vrijede i za kugle nejednolike gus- 
toće materije, pod uvjetom da gustoća ovisi 
samo o iznosu R -a, tj. distribucija gustoće 
je sferno simetrična. Zanimljivo je napome- 
nuti da je Newtonu trebalo dosta vremena 
da izvede ove iste zaključke! 


2.5.3 Potencijal i polje 


Već smo vidjeli kako se javlja pojam polja, 
kao i to da su fundamentalna polja realne 
veličine u fizici. Za gravitacijsko polje sila 
na neku masu dana je produktom te mase i 
polja: F = тС. Možemo reći da masa tijela 
i polje međudjeluju ili interagiraju. U pros- 
je funkcija položaja u tom prostoru, postoji 
dakle neka vektorska veličina, u ovom slu- 
čaju 0 koja pomnožena s veličinom među- 
djelovanja, u ovom slučaju masom, određuje 
silu. No, potencijalna energija je produkt 
sile i puta, pa to možemo napisati kao 


U = —m | б-аг=тф 


gdje je Y = — f Ć.dš, potencijal. Dakle po- 
tencijal u nekoj točki prostora (2, у, 2) nam 
omogućava izračunavanje potencijalne ener- 
gije neke materijalne točke ili tijela. Kako je 
4 skalarna veličina, potrebno nam je znati, 
za svaku točku u prostoru, samo njezin iz- 
nos, što katkada olakšava račun u odnosu 
na slučaj kad radimo s poljima gdje moramo 
u svakoj točki prostora imati tri broja koji 
definiraju vektorske komponente. Računa- 
nje s potencijalima također je jednostavno 
jer i tu vrijedi princip superpozicije: 
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"i(P) 


юр) = و‎ ET 


gdje i označava bilo koji broj tijela. Vidimo 
također da ne postoji način mjerenja kons- 
tantnog potencijala. Konstantni potencijal 
implicira neku konstantnu potencijalnu ener- 
giju, ali već smo ranije spomenuli da ovaj 
koncept nije od praktične pomoći, jer nema 
načina da se definira apsolutna potencijalna 
energija, pa ni apsolutni potencijal. 

Iz potencijala, koji je u prostoru promjen- 
ljiv, lako nađemo polje, ako se sjetimo da 
mali pomak dovodi do promjene potencijala. 
Inkrement rada koji sila vrši u smjeru 2 je 


AW = -АС = FAx 


iz čega 
AU 017 
Fe= lim -—=—-— 
TU Ar0 Ат дх 
Isto tako za ostale dvije osi: 
017 д0 
Бу = = і F, = – = 
и= gy 97 


Lako vidimo da па isti način možemo defini- 
rati i polje: 


дф 


90 __9# 
дг 


Саве. Су = ду’ 2 7 


Upotrebom operatorskog zapisa, imamo: 


F=-VU i 0=-9ф 
Kažemo da je polje gradijent potencijala, 
a simbol V (nabla) s oznakom vektora nazi- 
vamo, u ovakvom zapisu, gradijentom. 


2.5.4 Gravitacijski parametri u svemir- 
skim razmjerima 

Hubblovo (Edwin Hubble) otkriće crvenog 

pomaka u spektrima dalekih galaksija dovelo 

je do zaključka da se Svemir stalno širi*. 15 

Ekstrapolacija natraške u vremenu dovela je 


15Newton je bio jedan od prvih fizičara koji je 
upao u logičku zamku time što je pretpostavio ,,be- 
ѕкопаёап” i „ујебап” svemir. Ovo je možda bilo 
u skladu s vremenom u kojemu je živio. Razlog 
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do zaključka da je Svemir nastao u primor- 
dijalnoj eksploziji (iskonski prasak). Tako 
se rodio model Svemira koji danas nazivamo 
Model velikog praska ili „Big Bang”. U vezi s 
ovom slikom Svemira, nekoliko veličina je od 
znatnog interesa. Jedna od veličina koju ko- 
riste astrofizičari je Hubblova konstanta H. 
Njezin značaj možemo ilustrirati pomoću 
Slike 2.29. Drugu kozmičku brzinu za sferu 
radijusa R, koja sadrži masu M, možemo 
definirati izrazom: 


gdje masu M možemo izraziti kao 
4 
M= TR p 


iz čega 


1 
2 
Vese = (Fer) R 


hipoteze o beskonačnosti svemira je u tome da bi 
konačan svemir doveo do „urušavanja” zvijezda zbog 
međusobnog privlačenja. Već se i u Newtonovo doba 
moglo pokazati da bi i beskonačni, ali statički, sve- 
mir bio nestabilan na urušavanje. Heinrich Olbers 
je, međutim, 1823. izrazio čisto fizikalni argument 
da beskonačni statički svemir ne postoji. Kad bi 
naime postojao, onda bi svaki pravac povučen iz 
bilo koje točke doveo do neke zvijezde, pa bi cijelo 
nebo svijetlilo, danju i noću, poput sunca. Ako 
bi se, pak, pretpostavilo da svijetlost dalekih zvi- 
jezda biva apsorbirana od međuzvjezdane prašine, 
pa ne stiže do nas, onda bi se, zbog pretpostavke o 
vječnosti svemira, međuzvjezdana prašina morala 
ugrijati na temperaturu koja odgovara termičkom 
ekvilibriju svemira. Kako je zvijezda beskonačno 
mnogo, ovaj ekvilibrij mora biti na temperaturi zvi- 
jezda. Dakle, cijelo bi nebo isijavalo kao da ima 
temperaturu površine zvijezda! 

17(a) Originalna slika odnosa brzine i udaljenosti 
za izvangalaktičke nebulae iz Hubbleovog članka 
objavljenog 1929. godine, E. P. Hubble, Proc. Natl. 
Acad. Sci. USA 15 (1929) 168-173) (> Hubble, 
1929) (b) Primjer modernijeg istraživanja Hubble- 
ove konstante. Slika prikazuje dijagram za tip Ia 
supernove. Mali crveni kvadratić kod ishodišta obi- 
lježava raspon originalnog Hubbleovog dijagrama 
iz 1929.Objavjeno u radu: Jha, S. (2002) diserta- 
cija (Harvard Univ., Cambridge, MA). (> Kirshner, 
2003) (c) Objavljene vrijednosti Hubbleove kons- 
tante tijekom vremena. Revizija Hubbleove origi- 
nalne skale udaljenosti razrješava pitanje značajne 
promjene vrijednosti Hubbleove konstante u razdob- 
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Slika 2.29: (a) Originalna slika odnosa br- 
zine i udaljenosti za izvangalaktičke nebulae. 
(b) Primjer modernog istraživanja Hubble- 
ove konstante. (c) Objavljene vrijednosti 


Hubbleove konstante tijekom vremena. !" 
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2. Simetrije u fizici 


Hubblov zakon glasi V = HR, što dru- 
gim riječima znači da je brzina kojom se 
galaksije udaljuju od nas proporcionalna nji- 
hovoj udaljenosti od nas. Za „upravo otvo- 
ren svemir" tj.za V = Vese dobivamo 


2 


1 
2 H 
H = (For) , dakle: pe = 8 


8TG (29) 


Dosadašnja mjerenja pokazuju da је 
рех « Pe, što sugerira da će se Svemir stalno 
širiti (ekspanzija svemira). 

Hubblov radijus definiramo kao radijus 
kod kojega je V =c tj. Ён = т. On pred- 
stavlja maksimalni mogući radijus Svemira 
(ukoliko uvažimo da je brzina svjetlosti c 
konstantna i za daleki Svemir). 

Schwartzschildov radijus definiramo 
kao radijus kod kojega je druga kozmička br- 
тіпа jednaka brzini svjetlosti: Rschw = ем 
‚ gdje је M masa sadržana unutar Schwartzs- 
childove sfere. Ovo se često naziva radijusom 
apsolutnog horizonta. Iz toga zaključujemo 
da zvijezde čije su mase tri ili više puta veće 
od Sunca ne mogu biti stabilne, pa završe, 
prije ili poslije, kao crne rupe, tj. čitava 
se njihova materija sunovrati u singularitet 
prostora i vremena. 

Iz prethodnoga vidimo da je masa unutar 
Hubblovog radijusa: M = т?р. To nam 
daje 


2G(31R};p) _ 8TGp(#£)? 
с2 Зе? 


Rschw = Ru 


Iz relacija (hb1) slijedi 


Rschw — P 
RH Pe 


Mjerenja daju 50 < Н < 100 km/s-Mps. 
(Mps je kratica za megaparsec). 

Starost Svemira za slučaj gdje p < pe je 
“s Jr. Ako uzmemo kao kompromis H = 75 
km/s-Mps, onda dobijemo starost Svemira 
12213 x 10" godina. Naprotiv, za slučaj da 


lju od 1020. do danas.Podatke kompilirao John 
Huchra iz Harvard-Smithsonian Centra za astrofi- 
ziku, a objavljeni su u radu: R. P. Kirshner, Proc. 
Natl. Acad. Sci. USA, 101 (2004) 8-13 
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je p = pe, vrijeme ekspanzije Svemira je tada 
te 2р. Za Н = 50 km/s-Mps, dobijemo 
t>13x 109 godina, a za Н = 100 km/s-Mps 
dobijemo t > 7 x 109 godina, dok za Н = 75 
km /s-Mps dobijemo t > 9 х 10° godina. 


2.6 Specijalna teorija relativnosti 


Princip specijalne relativnosti otkriven je 
teorijski dugo prije nego što je njegova va- 
ljanost eksperimentalno potvrđena. 

Newton je definirao princip relativnosti 
koji nazivamo Galilejevom relativnošću gi- 
banja i koji postulira da zakoni fizike ostaju 
isti bez obzira kreće li se sustav jednoliko ili 
miruje. Ako opet predstavimo dva sustava 
od kojih se jedan giblje prema drugome kao 
na 2.30, vidimo da je 


x =xr—ut 
д == 
z =z 
We 


Ako ovu transformaciju primijenimo na 
Newtonove zakone oni ostaju isti. 


Slika 2.30: Dva inercijalna sustava u relativ- 
nom gibanju 


Kad je Maxwell (> Maxwell, 1888) primi- 
jenio ovaj princip na svoje jednadžbe elek- 
trodinamike, njihov oblik nije ostao inva- 
rijantan. Tako transformirane jednadžbe 
predviđale su, naime, da bi u svemirskom 
brodu koji se giblje zakoni širenja svje- 
tlosti trebali biti drukčiji od onih u miruju- 
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ćem sustavu. Jedna od posljedica Maxwel- 
lovih jednadžbi, naime, bila je ta da se svi 
elektromagnetski valovi, pa stoga i svjetlost, 
šire prostorom konstantnom brzinom bez ob- 
zira na sustav. Dakle, ako bi na svemirskom 
brodu i u murujućem sustavu mjerili brzinu 
svjetlosti koju emitira jedan te isti izvor do- 
bili bismo istu vrijednost! Očito je da se ovo 
kosi s prvom jednadžbom u transformaciji 
(sr1), jer 


pa vidimo da bi brzina svjetlosti ovisila o sus- 
tavu u kojemu se ona mjeri. Kad bi ovo bilo 
tako, mogli bismo mjeriti apsolutnu brzinu, 
što se kosi s principom Galilejeve relativ- 
nosti gibanja. U to vrijeme medij kojim bi 
se svjetlost širila prostorom nazvan je eter. 
Svi pokušaj da se mjeri brzina Zemlje kroz 
taj hipotetički medij ostala su bez uspjeha, 
tj. mjerenja brzine svjetlosti u svim smjero- 
vima s obzirom na kretanje Zemlje davala 
su istu vrijednost: c. 

Kada se eksperimentalni rezultati nisu 
više mogli negirati, nastao je period speku- 
lacija o tome jesu li Maxwellove jednadžbe 
ispravne. Svaki pokušaj da se one ,,prila- 
gode" Galilejevoj relativnosti dovodio je do 
proturječnih rezultata, ili do pretkazivanje 
nepostojećih fenomena, ili do kombinacije 
jednoga i drugoga. Polako je postajalo jasno 
da problem valja tražiti drugdje. 

Prvi značajan prodor u tom smjeru nači- 
nio je H.A. Lorentz, koji je opazio da pri- 
mjena posebnih transformacija sustava (koje 
nose Lorentzovo ime (— Lorentz, 1916)) na 
Maxwellove jednadžbe ostavlja ove invari- 
jantnima. Ako se, dakle, načini slijedeća 
supstitucija koordinata i vremena u Maxwel- 
love jednadžbe 
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onda one ostaju invarijantne. Poincarć je 
tada načinio pretpostavku da svi zakoni fi- 
zike ostaju invarijantni na Lorentzovu tran- 
sformaciju. Ovu pretpostavku je usvojio i 
Einstein. (Otkriće specijalne teorije relativ- 
nosti, 1905., pripisuje se Einsteinu, iako je 
sličan rad objavio neovisno Poincarć par tje- 
dana nakon Einsteina (— Poincarć, 1905). 
Razlog je taj što je Einsteinov 6 
više fizikalni karakter, za razliku od više 
matematičkog karaktera Poincarćovog rada) 
Odmah vidimo da ne trebamo mijenjati 
Maxwellove zakone elektrodinamike, već 
Newtonove zakone mehanike! To nije teško; 
valja samo uvesti izraz za masu 


pa će zakoni mehanike i elektrodinamike biti 
usklađeni. 

Ovaj novi princip nisu ljudi lako prihvatili. 
,Miješanje" prostora i vremena, a da i ne 
spominjemo kontraintuitivnu činjenicu kons- 
tantnosti brzine svjetlosti, teško se uklapalo 
u klasične koncepte. Ovo donekle objašnjava 
činjenicu da veliki broj ljudi nije razumio 
ili nije htio prihvatiti ,novu fiziku" sve do 
prvih desetljeća dvadesetog stoljeća! 

Jedan od važnih miljokaza ove epohe ra- 
zvoja fizike predstavlja pokus Michelsona i 
Morleya koji je 1887. pokazao da ne postoji 
,strujanje etera". (— Michelson und Morley, 
1887)1? 


18A. Einstein: Zur Elektrodinamik bewegter Kör- 
per; Analen der Physik, 17 (1905) (> Einstein, 
1905) 

1917 novije doba pojavili su se rezultati pokusa ko- 
jemu је dan, пе baš sretan, naziv: „Мјегепје drugog 
strujanja etera". Radi se o mjerenju brzine Zemlje 
u odnosu na „iskonsku radijaciju" Svemira, tj. na 
pozadinsku radijaciju crnog tijela na temperaturi od 
oko 3 K koja je preostala od primordijalne eksplozije 
(eng. Big-Bang). Mjereni su vrlo mali pomaci u 
frekvenciji spektra te radijacije u raznim smjerovima 
u odnosu na Zemlju. Pronađeno je da se Zemlja 
uistinu giblje u odnosu na tu izotropnu radijaciju 
cca. 600 km/s. То dakako nije nikakvo „apsolutno 
gibanje" niti ima veze s nekakvim ,,eterom", već 
naprosto pokazuje da se Zemlja, zajedno sa Sunče- 
vim sistemom i našom galaksijom kreće u odnosu 
na pozadinsku radijaciju Svemira. 
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2. Simetrije u fizici 


Aparatura Michelsona і Morleya prika- 
zana je na slici 2.31. Snop svjetlosti iz iz- 
vora / dolazi s lijeva i rastavlja se polupro- 
zirnim zrcalom, kod B, na dva, međusobno 
okomita, snopa. Ovako podijeljeni snopovi 
prevale jednake udaljenosti L do zrcala kod 
C i D nakon čega bivaju reflektirani opet u 
točki B, a odatle u okular O. Faze snopova 
se dadu uskladiti tako da se podese udalje- 
nosti L na jednu valnu dužinu svjetlosti, a 
da same dužine L i ne moraju biti strogo 
jednake. 


A 

' H 

-¢- і 
[үбү чо i 
< 

valovi u fazi 

> nema interferencije valovi izvan faze 
Зе 22 Э interferencija 


) 


Slika 2.31: Aparatura Michelsona i Morleya 


Pretpostavimo da se aparatura kreće s 
obzirom na hipotetički „ебег” prema desnoj 
strani slike brzinom u. Označimo vrijeme 
putovanja svjetlosti od točke B do točke D 
s t1, a vrijeme povratka s ta. Za vrijeme 
ti aparatura, pa i zrcalo D, pomakne se za 
iznos ut1, pa svjetlost mora preći put L+uti 
brzinom с, dakle сё Г + utı, ili 
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Isto tako vidimo da je 


_ L 
c+u 


t2 


Ukupno vrijeme puta svjetlosti od B do D 
i natrag je 
2Lc 2L 1 


Dio i 5 
с2 и с 1-4 


ti + t2 = 


U međuvremenu, okomiti snop prevali put 
od В do С i natrag po jednakim krakovima. 
Ako se točka C pomakne za iznos ut3 i stigne 
u položaj C”, svjetlost za to vrijeme prevali 
put BC = ct3. Iz geometrije vidimo da je 


(сїз)? = L? + (ut3)? 


Iz simetrije slike slijedi da je ukupno vrijeme 
putovanja svjetlosti od В do С” i natrag do 

B 

a22 1 

1-5 
Vidimo да su vremena različita za faktor 
"و‎ 
banja aparature. U praksi, dvije grane apa- 
rature nisu sasvim identične, pa se mjerenje 
mora ponoviti nakon što se aparatura zaro- 
tira za pravi kut. Zemlja se kreće oko Sunca 
brzinom od oko 30 km/s (v. napomenu), 
što je dovoljno da bi se rotacijom aparature 
lako ustanovilo „strujanje etera". Michelson 
i Morley nisu, međutim, ustanovili nikakav 
utjecaj orijentacije aparature na rezultate 
pokusa. Vremena putovanja svjetlosti po 
krakovima aparature bila su jednaka bez 

obzira na njihovu orijentaciju u prostoru. 

Ovi rezultati bili su u to vrijeme vrlo za- 
nimljivi. Lorentz je postavio hipotezu da 
se tijela „skraćuju” u smjeru gibanja, tj. 
L = Гоу1-—и2/с2. Ako bi ovu korekciju 
primijenili na vremena putovanja po krako- 
vima aparature, ona bi ostala ista. Koliko 
god se ovakva „korekcija” ljudima tada či- 
nila ,,umjetnom" і neplauzibilnom, ona je 
bar uklonila hipotezu još manje plauzibilnog 
„ебега”, koja је time postala nepotrebna. Re- 
lativnost gibanja, a s njome i nemogućnost 
mjerenja apsolutnog gibanja ostao je i dalje 


Ё , Što Ы trebalo biti rezultat gi- 
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valjan, ali to više nije bila Galilejeva relativ- 
nost. 


Lorentzova ideja kontrakcije prostornih 
dimenzija pokazala se konzistentno valjana, 
pod uvjetom da se i vrijeme podvrgne ,,kon- 
trakciji", kako to Lorentzovi izrazi traže. 
Putnik u svemirskom brodu mjeri vrijeme 
koje se razlikuje od vremena u mirujućem 
sustavu za faktor (1 — и2/с2)-2. S točke 
gledišta mirujućeg promatrača, vrijeme u 
svemirskom brodu teče sporije. Pretposta- 
vimo da imamo sat specijalne konstrukcije. 
On se zasniva na konstantnosti brzine svje- 
tlosti i sastoji se od čvrstog štapa na čijem 
je donjem kraju generator svjetlosnih pul- 
sova, a pored njega detektor tih pulsova. Na 
gornjem kraju štapa je zrcalo koje reflek- 
tira svjetlosne zrake iz generatora natrag u 
detektor (Slika 2.33(a)). 

Možemo zamisliti dva identična sata od 
kojih jedan miruje, a drugi putuje zajedno sa 
svemirskim brodom. Pretpostavimo, zbog 
jednostavnosti, da su oba sata u položaju 
okomitom na smjer gibanja broda. Dok će 
opažač koji miruje vidjeti kako svjetlosni 
pulsovi putuju po njegovom satu gore-dole, 
dotle će u svemirskom brodu putanje svje- 
tlosnih zraka biti cik-cak linije (Slika 2.33). 
Lako se uvjerimo, analogno kao kod Michel- 
sonove i Morleyeve naprave, da će se vre- 
mena mjerena ovim satovima razlikovati za 
isti faktor (1— u2/c2)-2 ; 

Postavlja se pitanje: zakašnjavaju li svi 
satovi, bez obzira na detalje njihovog meha- 
nizma, za isti faktor u svemirskom brodu? 
Ako je odgovor ,,da" onda relativnost giba- 
nja ostaje valjana, ali ako je „пе” onda bi 
se na osnovu razlika vremena, koje bi se po- 
javile kod satova zasnovanih na različitim 
mehanizmima (npr. na vremenima radioak- 
tivnog raspada i sl.), moglo mjeriti apsolutno 
gibanje i princip relativnosti bio bi narušen. 
Mnoštvo vrlo preciznih pokusa pokazuju, 
međutim, da svi procesi, bez obzira na fun- 
damentalne sile koje pri tome djeluju, trpe 
jednaku relativističku vremensku dilataciju. 
Tako možemo kao svojevrstan sat koristiti 
slabu silu koja je odgovorna, među ostalim, 
i za raspad u-mezona. Kad bi u-mezoni, 
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Slika 2.32: Lorentzova kontrakcija; Kontrak- 
cija duljine objekta koji se kreće: 

(a) A-položaj objekta u trenutku tı kad 
je odaslan signal; B-položaj objekta u 
trenutku ta kad signal dođe do opa- 
žača; v-brzina objekta; Lg-stvarna duljina 
objekta; L-duljina objekta kakvu vidi opa- 
žač u trenutku t2. 

U trenutku tı objekt u položaju A emitira ili 
reflektira svjetlosni signal u smjeru B. Signal 
putuje do opažača brzinom c. U trenutku 
ta kad signal dođe do opažača objekt je u 
položaju B, a opažač vidi da ima duljinu L. 
(b) Lorentzov y-faktor kao funkcija brzine. 


proizvedeni djelovanjem kozmičkih zraka na 
gornje slojeve Zemljine atmosfere, putovali 
čak i brzinom svjetlosti, raspali bi se nakon 
puta od prosječno 600 metara. Zbog vremen- 
ske dilatacije dobar dio ovih čestica doleti 
do površine Zemlje, pa čak mnogi prodiru 
duboko pod zemlju. Kakav god bio ,,sat" 
koji određuje život u-mezona, on se jednako 
podvrgava relativističkoj vremenskoj dilata- 
ciji. 

Analogno, ako mjerimo dužinu u svemir- 
skom brodu koristeći štap od jednog metra, 
time da ga položimo x' puta po dužini koju 
mjerimo, opažač u mirujućem sustavu vidi 
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2. Simetrije u fizici 


t vrijeme između 
svjetlosnih pulseva 


сї 


u 


sat koji miruje sat koji se giba brzinom u 


Slika 2.33: Dilatacija vremena 


ovaj štap skraćen za faktor 4/1 — u, tako da 


dužina mjerena iznosi za njega 24/1 — u 
Ako se brod u vremenu t udalji za iznos 
ut, opažač u mirujućem sustavu će na isti 
način koordinatu neke točke mjeriti kao 


т=т'\/1— u + ut. No to je isto što i rela- 


cija 
, 2 = и 
=== 
u 
l= 


koja predstavlja Lorentzovu transformaciju 
x-koordinate. Time je osnovni formalizam 
specijalne teorije relativnosti definiran. 


2.6.1 Četverovektori 


Prisjetimo se da je zakretanje koordinatnog 
sustava x,y,z oko z-osi impliciralo transfor- 
maciju koja je izgledala ovako: 


T = ۸ 


! - yucos6 — xsini 


Vidimo da je svaka ,,nova" koordinata izra- 
žena kao funkcija obje „stare” koordinate. U 
Lorentzovim transformacijama imamo ana- 
lognu situaciju. Samo tu su nam vrijeme 
i prostor sjedinjeni i transformiraju se za- 
jedno pa se vremenska koordinata ,,miješa" s 
prostornima. Stoga možemo na Lorentzovu 
transformaciju gledati i kao na svojevrsnu 
, rotaciju", ali u prostoru i vremenu. Pri 
takvo transformaciji možemo se lako uvje- 
riti da vrijedi sljedeća relacija: 


2 __ 


12 ty??? et =r tyt Ф 


Ova relacija ima nešto sličnosti s analognom 
relacijom u trodimenzionalnom prostoru, ali 
se razlikuje po tome što se ovdje radi o vek- 
torima koji imaju četiri komponente, četve- 
rovektorima, kao i po tome što je predznak 
zadnjeg sumanda, vremenska komponenta, 
negativan. 


2.6.2 Relativističke transformacije u ge- 
ometrijskoj slici 


Vidjeli smo da Lorentzove transformacije im- 
pliciraju nerazdvojnu vezu između prostora 
i vremena, pa smo tako i uveli pojam četve- 
rovektor. Ovaj novi pojam sada moramo 
produbiti da bismo uočili kako se ne radi 
o nekoj misaonoj vježbi već o fundamental- 
nim osobinama prirode oko nas. Kad smo 
usporedili Lorentzovu transformaciju 


povukli smo određenu analogiju između ove 
dvije operacije, time što smo rekli da je i 
Lorentzova transformacija svojevrsna rota- 
cija četverovektora, jer se i u njoj koordinate 
„miješaju”, tako na „nove” sadrže mješavinu 
„starih”. 

Dobru analogiju ovog „miješanja” dimen- 
zija predstavlja nam primjer gledanja pred- 
meta, poput kocke koja ima svoju prividnu 
širinu i prividnu dubinu. Ako promijenimo 
položaj iz kojega gledamo, ove se prividne 
dimenzije mijenjaju. Mogli bismo izvesti for- 
mule koje bi ove prividne dimenzije izraža- 
vale kao funkciju položaja iz kojega gledamo 
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predmet, pa bismo našli analognu ,,mješa- 
vinu" širine i dubine. Kad se ne bismo mogli 
micati, ovi pojmovi mješavine širine i dubine 
ostali bi odvojeni, pa bi i trodimenzionalni 
oblik predmeta ostao nepoznat. Mi se, me- 
đutim, možemo micati, pa vidimo da su ove 


veličine u vezi. 


U tom smislu možemo i na Lorentzovu 
transformaciju gledati kao na mješavinu 
prostora i vremena; ono što bi u jednom 
sustavu bilo mjerenje samo prostornih koor- 
dinata, u drugom sustavu će općenito impli- 
cirati mjerenje prostornih i vremenskih ko- 
ordinata. U tom svijetu prostora i vremena 
gledamo, dakle, na predmete u prostoru u 
nekom danom trenutku kao na entitete koje 
će se u idućem trenutku naći negdje drugdje 
u tom prostorno-vremenskom kontinuumu. 
To je četverodimenzionalni sustav u kojemu 
se svaka točka (x,y,z,t) naziva događajem. 
Kod grafičkog prikazivanja ovog kontinuuma 
koristimo se Lagrangeovim prikazivanjem 
koordinata (Slika 2.42) gdje, u najjednostav- 
nijem dvodimenzionalnom prikazu, apscisu 
koristimo kao reprezent koordinati prostora, 
a ordinatu kao koordinatu vremena pomno- 
ženu s c, brzinom svjetlosti, radi očuvanja je- 
dinstvene dimenzionalnosti „prostornih” ko- 
ordinata (tada obje koordinate imaju dimen- 
ziju dužine). Tako shematiziran prostorno- 
vremenski kontinuum prikazan Kartezijevim 
koordinatnim sustavom u dvije dimenzije na- 
zivamo još i prostorom Minkowskog u kojem 
svjetskim linijama prikazujemo ,,kretanja" 
objekata. Posebno vidimo da je taj pros- 
tor razdijeljen pravcima danim jednadžbom 
т = сі odnosno 1? — (ct)? = 0 što odražava 
činjenicu da je maksimalna brzina kojom se 
tijelo može gibati brzina svjetlosti. 


Čestica koja miruje na osi x, recimo u 
točki х0, opisuje putanju koja je pravac pa- 
ralelan s ct-osi (z(t) = 0 na 2.34). То je 
očito jer vrijeme stalo teče, pa točka zg 
stalno ,klizi" prema gore, da bi u raznim 
vremenima ti, t2, ta itd. poprimila položaje 
(хо, ёт), (20,2), (Z0,t3) itd. Ovaj kontinu- 
irani niz položaja ili, kako to nazivamo toč- 
nije, događaja, tvori putanju u vremensko 
prostornom kontinuumu. Ove putanje na- 
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ct x(t)=v(tt 


x(t)=vt 


x(t)=0 x(t)=ct 


x(t)=2ct 


Slika 2.34: Karakteristična ,,postojanja" u 
prostor vrijeme koordinatnom sustavu 


zivamo svjetske linije ili geodezike. One 
predstavljaju geometrijsko mjesto svih do- 
gađaja povezanih za određeni sistem. Ako 
bi u času t = 0 neka materijalna točka kre- 
nula po osi x jednolikom brzinom, opisala 
bi pravac nagnut na t-os, kao i na x-os pod 
nekim kutom, jer sada u raznim vremenima 
zauzima razne položaje па z-osi (r(t) = vt 
na slici 2.34). Isto tako, nejednoliko giba- 
nje po x-osi odgovara putanjama koje su 
krivulje (zelena linija na 2.34). Žutom po- 
lupravcima na slici 2.34 označeno je gibanje 
fotona. Plavim polupravcem z(t) = 2ct oz- 
načeno je gibanje hipotetske čestice brzinom 
dvostruko većom od brzine svjetlosti. 

Primjećujemo da za u ovakvom prikaziva- 
nju, za sada, nema ništa neobičnog s točke 
gledišta klasične mehanike. U stvari, vidimo 
da je transformacija jednog sustava u drugi, 
koji se giblje po x -osi, vrlo jednostavna; 
treba samo u novom sustavu nagnuti vre- 
mensku os tako da putanja točke koja u 
njemu miruje bude paralelna s vremenskom 
osi. 

Ovdje prestaje jednostavna analogija s ro- 
tacijom u čistom prostoru shematizirana na 
slici 2.35(a). Transformacija iz jednog sus- 
tava koji miruje u drugi koji se u odnosu na 
njega giba nešto je složenija. Pogledajmo 
prvo shemu običnih, Galilejevih transforma- 
cija na slici 2.35(b). Ordinatu koordinatnog 
sustava, vremensku os moramo nagnuti za 
kut 0 ovisno o relativnoj brzini sustava v. 
Lorentzove transformacije bit će prikazane 
još složenije. Takozvani pobrzani (bustani) 
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sustav dobijemo ako inicijalnom pravokut- 
nom Kartezijevom koordinatnom sustavu 
nagnemo ne samo vremensku već i prostornu 
koordinatu jednu prema drugoj za kut 0 koji 
je definiran nagibom koji ovisi o relativnoj 
brzini dvaju sustava (Slika 2.35(c)). Ana- 
logno inverznu Lorentzovu transformaciju 
dobijemo kad za isti 0 zarotiramo i vremen- 
sku i prostornu koordinatu, ali ovaj put u 
suprotnom smjeru (jednu od druge) (Slika 
2.35(d)). Ove rotacije odražavaju činjenicu 
da u specijalnoj teoriji relativnosti vrijeme i 
prostor stoje simetrično izmjenjivi. 


(a) y. 


e 
e 
Ф 
A 
\ 
ki 
o 


mi | 
a 
\ 


ct' =Y (ct - Bx) ct' =y (ct + px) 


(c) 


(9) 


Slika 2.35: (а) Rotacija u dvodimenzional- 
nom euklidskom prostoru. (b) Galilejeve 
transformacije. Satovi u oba sustava poka- 
zuju isto vrijeme neovisno o relativnoj brzini 
dvaju sustava v (c) Lorentzova transforma- 
cija pobrzanog sustava (eng. boost). Kut 
0 je definiran nagibom 8 = v/c = ап. (d) 
Inverzna Lorentzova transformacija. Pobr- 
zani sustav giba se u negativnom smjeru 
prostorne osi. 


Pri tom vrijedi još jedna analogija iz obič- 
nog prostora. Naime suma kvadrata kom- 
ponenti vektora u običnom prostoru, inva- 
rijantna je na transformacije tog prostora. 
U specijalnoj teoriji relativnosti moramo k 
prostornim koordinatama pridružiti i onu 
vremensku. Ona se pored svoje dimenzijski 
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uvjetovane konstante c (brzine) razlikuje i 
u predznaku. Tako da sad tu invarijantnu 
udaljenost" u STR pišemo ovako: 


д2 фу 22 22 = 2 у? р ee 


Ova invarijantna veličina naziva se u speci- 
jalnoj teoriji relativnosti (STR) intervalom 
(zapravo je njegov kvadrat) između dvaju do- 
gađaja od kojih je jedan u ishodištu sustava. 
U praksi se često konstanta c u relativistič- 
kim izrazima definira kao bezdimenzionalna 
konstanta jedinične vrijednosti i kao takva 
izostavlja pa izrazi za Lorentzove transfor- 
maciju i za kvadrat intervala postaju jednos- 


tavniji: 
== 
1—u? 
j = 
277 
7 t— их 
پا وس وو‎ me 
A = = 
odnosno: 


х2+у?+2—12=з'?+у?-+ 2—1? 

Pri tom vrijeme ,,mjerimo" istom jedini- 
cama kao i prostor (implicite koristeći kons- 
tantnu brzinu c. Konvencija nadalje nalaže 
da predznak vremenolikih intervala, proš- 
losti i budućnosti, bude pozitivan što izi- 
skuje simultanu promjenu predznaka ispred 
svih komponenti: 


222-42-22 


2.6.3 Signali u specijalnoj teoriji relativ- 
nosti 
Pogledajmo proces signalizacije između dva 
promatrača (А i В) koji se nalaze u zajednič- 
kom mirujućem fizikalnom sustavu. Poslu- 
žit ćemo se pri tom jednostavnim Kartezije- 
vim koordinatnim sustavom s jednom pros- 
tornom i jednom vremenskom dimenzijom 
(Slika 2.36). 

Promotrimo sad isti proces (Slika 2.37) 
ali iz sustava koji se giba jednoliko u odnosu 
na sustav u kojem se nalaze promatrači A i 
B. 
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Slika 2.36: Dva promatrača komuniciraju 
svjetlosnim signalom u sustavu koji miruje 


Isprekidane linije predstavljaju ravnine (u 
našem prikazu linije) simultanosti. Vidimo 
da je simultanost u našem misaonom ekspe- 
rimentu s dva pokretna promatrača (s crve- 
nom i zelenom crtom svijeta) koji komunici- 
raju svjetlosnim signalom sasvim različita si- 
multanost od one koji vide sami promatrači. 
Dakle pretpostavkom da je brzina svjetlosti 
c u svim inercijskim referentnim sustavima 
ista (drugi postulat specijalne teorije rela- 
tivnosti), implicira da će istodobnost biti 
definirana relativnom brzinom kojom se sus- 
tavi kreću jedan u odnosu na drugi. Ova 
činjenica ne samo da problematizira moguć- 
nost univerzalno sinkroniziranog neovisno 
od inercijalnog sustava već objašnjava i po- 
jave kontrakcije duljina, odnosno dilatacije 
vremena. 


2.6.4 


Lorentzova transformacija za vremensku ko- 
ordinatu dana je relacijom 


Istovremenost 


ит 


— 2 


= (2.6) 


u kojoj primjećujemo u brojniku član “7. 
Pitamo se što ovaj član znači. Ovo ćemo 
lako odgonetnuti, ako se uvjerimo da dva 
događaja koja su istovremena u jednom sus- 
tavu nisu istodobna i u drugom sustavu koji 
se kreće s obzirom na prvi. 
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XAZ vt 


XB=d+vt 


Slika 2.37: Dva promatrača komuniciraju 
svjetlosnim signalom u sustavu koji se jed- 
noliko giba 


Pretpostavimo da se u točkama zi i 22 
nešto desi u istom trenutku tg. Uvrštava- 
njem vidimo da primjena transformacije 2.6 
dovodi do toga da simultanost u S sustavu 
općenito ne implicira simultanosti u 5 sus- 
tavu: 

U(T1 — 22) 


2 
2 _u 
c%\/1 زې‎ 


Promotrimo to i na slici 2.38a na kojoj se 
dva promatrača gibaju jedan u odnosu na 
drugog. 

Pretpostavimo da čovjek u sustavu koji 
se kreće (S') želi sinkronizirati dva sata koja 
se nalaze na prednjem i na zadnjem dijelu 
vlakića. On to može izvesti tako da u sre- 
dini postavi generator svjetlosnog signala 
jednako udaljen od satova na početku i na 
kraju kompozicije. Kad svjetlosni signal 
stigne do satova oni će krenuti s mjerenjem 
vremena i tako postati sinkronizirani. Opa- 
žač u sustavu koji miruje (S) vidjet će svje- 
tlosni signal u sredini vlaka, ali će vidjeti 
kako se sat na zadnjem kraju kompozicije 
primiče svjetlosnom signalu, pa će vrijeme 
putovanja tog signala do sata biti kraće, dok 
se sat na lokomotivi odmiče od signala, pa će 
ovaj signal putovati dulje da stigne do sata. 
Za opažača u mirujućem sustavu satovi neće 


(2.7) 
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(a) promatrač 2 2.7 Relativistička dinamika 
m Kako što smo već vidjeli, Newtonovi zakoni 
= Ma. 


اس ۷۶ 01 


promatrač 1 


Slika 2.38: (a) Istodobnost dva događaja 
ovisi o sustavu u kojem se nalazi promatrač. 
(b) Dva promatrača doživljavaju događaje 
različitim redoslijedom: u sustavu S, A se 
događa prije B, dok se u sustavu S', B do- 
gađa prije A. 


biti sinkronizirani. 


Ovo se naziva nepostojanje simultanosti 
na udaljenost koju možemo još jednostav- 
nije predočiti grafički koristeći se Kartezi- 
jevim koordinatnim sustavima za reprezen- 
taciju ovog problema kao na slici 2.38(b). 
Razvidno je da simultanost u jednom (mi- 
rujućem) sustavu S reprezentiranom pravo- 
kutnim Kartezijevim sustavom (x,ct) ne im- 
plicira simultanost u ,pobrzanom? (eng. bo- 
ost) sustavu S’ reprezentiranom nepravokut- 
nim Kartezijevim koordinatnim sustavom 
(z',ct') u kojem su prostornom i vremen- 
skom os, jedna prema drugoj, zarotirane za 
odgovarajući kut koji ovisi o relativnoj brzini 
dvaju sustava u. 
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u relativističkoj mehanici zadržavaju svoj os- 
novni oblik. Tako npr. Drugi zakon možemo 
pisati kao 1 
ғ d(mv) 
dt 
gdje je, međutim, masa funkcija brzine: 


Što se događa kad na neko tijelo djeluje 
neka konstantna sila koja mu stalno pove- 
ćava impuls? U klasičnoj mehanici brzina 
bi stalno rasla do beskonačnosti, ali ovdje je 
brzina ograničena na vrijednosti ispod c. Im- 
puls, međutim, može stalno rasti, u principu 
do beskonačnosti, jer kinetička energija sada 
prelazi u tzv. relativističku masu. Ovu ekvi- 
valentnost mase i energije moramo pobliže 
proučiti. 


2.7.1 Ekvivalentnost mase i energije 


Pretpostavimo da imamo jednu posudu koja 
sadrži idealni plin. Grijanjem plina poveća- 
vamo kinetičku energiju molekula, a time, 
osim brzine, i njihovu masu. Brzine su, za 
uobičajene temperature, male u usporedbi s 
brzinom svjetlosti, pa izraz za relativističku 
masu možemo razviti u red: 


i 
٧ 2 102 81% 
mo 1-7 = т%0 Psa ы 


ako sumiramo samo prva najveća dva člana 
s obzirom da је v « с dobivamo: 
1 


m 22 mo + тог? 


smo? (2.8) 


Vidimo da se masa povećala za iznos klasične 


kinetičke energije pomnožene s faktorom +. 


Možemo reći 
AEkin = Am: с? 
Ako izraz 2.8 pomnožimo s c*, dobijemo 


2 


1 
mc = moc? + zov? زو‎ 
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član na lijevoj strani možemo nazvati ukup- 
nom energijom, dok je prvi član na desnoj 
„energija mirovanja”. Einstein je pretpos- 
tavio da ovo vrijedi univerzalno, što tvori 
njegovu dobro poznatu jednadžbu Е = me, 
gdje je E ukupna energija. Ako, dakle, na 
neko tijelo, koje je u početku mirovalo, počne 
djelovati sila ubrzanja, nastaje akceleracija, 
a time i porast ukupne energije: 


dE 


ات 
dt g‏ 
Ovo znači isto što i‏ 
d(me?) _ = d(my)‏ 
dt dt‏ 


i, ako obje strane množimo s 2m da bi lakše 
integrirali: 


dm d(mv) 
2 
ЫЕ 
а to је 
»d(m2) _ d(m?v?) 
dt dt 


što, integrirajući, daje 


т?с? = 20-0 
gdje је С konstanta integracije. Ovo тога 
biti istina za sve brzine, pa i 28 = 0. Iz toga 
vidimo da je С = mgc?. Iz ovoga proizlazi 
da je: 
mo 


وم 


a to je pretpostavka s kojom smo počeli, a 
ovime i dokazali. 

Ekvivalentnost mase i energije lako se eks- 
perimentalno provjeri na velikom broju pro- 
cesa. Tako npr. anihilacija materije i anti- 
materije na primjeru leptona daje: 


m= 


927 مې 


2.7.2 Transformiranje brzine 


Vidjeli smo da je u teoriji specijalne rela- 
tivnosti najjednostavniji oblik Lorentzove 


transformacije dan izrazima: 


Za općenito gibanje, Lorentzova transforma- 
cija je složenija. Inverzna transformacija, tj. 
ona gledana iz sustava koji se giblje je: 


što je očito jer u > —u gledano iz sustava 
S". 

Pogledajmo sada kako se iz jednog sustava 
u drugi transformiraju brzine. Pretposta- 
vimo da promatramo svemirski brod koji se 
kreće vrlo velikom brzinom, recimo 160.000 
km/s, a u njemu neka čestica koja u istom 
smjeru putuje također brzinom od 160.000 
km/s. Newtonova mehanika bi predskazi- 
vala ukupnu brzinu čestice, gledano iz sus- 
tava koji miruje, u iznosu od 320.000 km/s. 
Lorentzova transformacija, međutim, daje 
rezultat koji ni u kom slučaju ne predska- 
zuje brzinu veću od c. Pretpostavimo da je 
brzina predmeta u svemirskom brodu vx. 
Brod prolazi brzinom u mimo opažača koji 
miruje. Kolika je brzina о, koju bi mjerio 
opažač koji miruje? Za opažača u brodu: 


! ! 
2 = 0,0 


Ako ovo transformiramo u mirujući sustav: 
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No, ovo je mjereno u vremenu koje vrijedi za 
svemirski brod. Ako supstituiramo vrijeme 
u mirujućem sustavu dobijemo: 


jer 


Vidimo da je u svakom slučaju granična br- 
гіпа <c. Tako npr., ako uzmemo u= 5 і 
Оа, = 5, dobijemo vr = с. Ako pretpos- 
tavimo da su i u i v, jednaki с dobijemo 
za ږا‎ vrijednost с. Sve ovo što smo upravo 
zaključili vrijedi za gibanja po osi л. Što 
se događa ako se predmet u brodu giblje, 
recimo u smjeru у? Dakle, у= у = vyt'. 
Pretpostavimo da je ږا‎ = 0. Tada је 


Vidimo da je transverzalna brzina reduci- 


2. «a 
rana za faktor у 1— E jer se vrijeme tran- 


sformira kao t = t'4/1— ©, jednako kao u 
onom slučaju sata koji funkcionira pomoću 
svjetlosti. Ovo možemo još bolje prikazati 
pomoću primjera upravo takvog sata koji 
smo modificirali tako što smo mu dodali još 
i napravu koja, uz svjetlosni signal, emitira 
česticu koja se kreće brzinom = i koja isto 
biva reflektirana na zrcalu. Gledano iz bilo 
kojeg, mirujućeg ili putujućeg, sustava mora 
proces u ovakvom složenom satu izgledati 
jednako, tj. dok čestica načini jednu pot- 
punu oscilaciju, svjetlosni signal načini n 
oscilacija. To je zbog toga što svi fizikalni 
procesi u inercijalnim sustavima izgledaju 
isto. No, gledano iz mirujućeg sustava, verti- 
kalna komponenta brzine svjetlosnog signala 
je usporena, pa je za isti faktor usporena i 
vertikala komponenta brzine čestice. 


27.3 Relativistička masa 

Korištenjem nekih razumnih pretpostavki, 
možemo se također uvjeriti u ispravnost re- 
lacije koja pokazuje kako relativistička masa 
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ovisi o brzini. Da bismo izbjegli potrebu 
transformiranja sile, možemo uzeti kao pri- 
mjer sudar materijalnih čestica, u kojemu 
pretpostavljamo očuvanje impulsa i energije. 
Pretpostavke su, dakle: a) impuls i brzina 
imaju isti smjer i b) impuls nije produkt 
konstantne mase i brzine, već je masa funk- 
cija brzine: 
р=т(о) ð 


Vodimo se principom da su zakoni fizike isti 
bez obzira na sustav u kojemu se proma- 
traju. 

Promatrajmo dvije identične čestice, po- 
put dvaju protona, dviju a-čestica i sl., koje 
se kreću jedna prema drugoj potpuno istim 
brzinama, tako da je njihov ukupni impuls 
nula. Nakon elastičnog sudara, brzine su 
im opet jednake i suprotnog smjera koji se 
općenito ne poklapa sa prvobitnim smjerom 
(Slika 2.39a). Pretpostavimo da je kut iz- 
među početne i konačne putanje 0. Sliku 
sudara možemo orijentirati tako da os = 
sječe kut 0 na pola (Slika 2.39b). Načinimo 
sada transformaciju sustava tako da ovaj 
putuje u smjeru s brzinom koja je jednaka 
r-komponenti brzine jedne od čestica. 


Slika 2.39: Dva prikaza elastičnog sudara 
između jednakih tijela koja se kreću istom 
brzinom u suprotnim smjerovima. 


Sudar ovako promatran izgleda kao na 
Slici 2.40(a), gdje vidimo da jedna čestica 
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(nazovimo je 1) putuje gore-dolje. Druga čes- 
tica (nazovimo je 2) će imati dvostruko veću 
x-komponentu brzine u suprotnom smjeru. 


Slika 2.40: Još dva pogleda na sudar, iz 
automobila u pokretu 


Kutovi doskoka i odskoka u odnosu na os 
x će biti isti; označimo ih s a. Označimo s 
u r-komponentu brzine čestice 2, a s w br- 
zinu čestice 1. Koliki je iznos z-komponente 
brzine čestice 2, tj. koliki je utana? Ho- 
rizontalna komponenta impulsa je očuvana 
za vrijeme sudara, što je očito iz simetrije 
procesa. 

Promatrajmo sudar sada u sustavu koji 
se kreće ро x-osi istom, ali suprotnom, br- 
zinom od one na Slici 2.40(a). Sudar, pro- 
matran u ovom sustavu 2.40(b), ima izgled 
simetričan onom prethodnome s time što 
se sada čestica 2 kreće brzinom w po z- 
osi. Vertikalna komponenta ,,brze" čestice je 


2 x» А 
utana=w/1— a što znamo iz prethodne 


diskusije. Za česticu 1 promjena vertikalnog 
impulsa je, dakle 


٠ u? 
Ap =2mw4/ 1- -> 
c 


gdje je my ukupna relativistička masa ,,brze' 
čestice 1. Ukupni impuls u smjeru z-osi је 
nula pa moramo imati 


و 


Pretpostavimo da je sada w proizvoljno 
mala brzina, pa је v% u. Dakle za w >0 
imamo v — u, pa je onda 

mo 
My = 


2 
v 
1— ш 
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Ovaj rezultat se mogao dobiti i strogim ra- 
čunom, gdje bismo radili s konačnim w. 

Što možemo reći za slučaj neelastičnog 
sudara gdje se dvije relativističke mase sli- 
jepe u jednu (Slika 2.41)? Ovakav je slučaj 
sasvim hipotetičan, ali obrnuti procesi, gdje 
se relativističke mase razlete na dvije ili više 
dijelova obiluju u prirodi. 


prije sudara 
my my 
D- -Ø 
99-— 
poslije sudara 


M=2My 


(a) 


-W+u 


W+u prije sudara 
کا‎ 
BB: Фф 
poslije sudara 


(b) M=2My 


Slika 2.41: Dva pogleda na neelastični sudar 
između dvaju jednako masivnih objekata 


Dakle, u sudaru na slici 2.41(a) imamo 
relativističke mase m, dviju jednakih čestica 
koje se prilikom sudara stope u jednu masu 
M. Pretpostavimo da njihove brzine prije 
sudara nisu bile sasvim istoga smjera, slika 
2.41(b), već im pribrojimo jednu malu orto- 
gonalnu komponentu pa će se, nakon sudara, 
masa M nastaviti kretati nekom malom br- 
zinom u. Prije sudara ukupni vertikalni 
impuls je bio рғ 2myu, pa takav mora i os- 
tati, tj. nakon sudara on iznosi Mw. Kako 
je u vrlo mala brzina možemo je zanemariti 
i reći da је M = Мо. Dakle, Mo = 2my, tj. 
masa nastala fuzijom jednaka je sumi relati- 
vističkih masa sastavnih čestica. Pokusi na 
procesima raspada, dakle inverznim proce- 
sima u odnosu na ovaj, potvrđuju rezultat 
ove analize. 


2.7.4 Relativistička energija 


Proces raspada u kojemu se neka čestica 
mase M raspadne na dvije vrlo je čest. Ako 
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tako nastale dvije čestice usporavamo dok 
se ne zaustave, njihove mase će tada biti 
reducirane na mase mirovanja mg . Ener- 
gija koju su čestice predale okolini proce- 
som ionizacije i/ili djelomično neelastičnog 
sraza dana je razlikom masa tj. 2(m, — mo), 
(ako su mase jednake). Kad bi se, dakle, 
naša teška čestica M, sada raspala na dvije, 
jednakih masa m,. pa bi ove nakon toga 
bile usporene dok se ne zaustave, ukupna 
kinetička energija koju su prilikom raspada 
imale, 2(m, — то)с2. bila bi „роётоёепа” na 
»radu protiv sile trenja" tj. na ionizaciji i dje- 
lomično neelastičnim sudarima s atomima 
materije u kojoj se čestice zaustavljaju. Ovo 
je upravo proces koji se događa kod cijepa- 
nja urana na dvije lakše jezgre. Isto vrijedi 
i u kemiji. Kad bismo vrlo točno izvagali 2 
volumena vodika i jedan volumen kisika, pa 
izazvali sagorijevanje te smjese, tako nastala 
ohlađena voda bi težila manje od ukupne 
težine prvobitne smjese kisika i vodika. Raz- 
lika u masi otišla je u energiju sagorijevanja 
u obliku topline, zračenja itd. Vidimo iz 
svega što je ovdje rečeno, da se u teoriji rela- 
tivnosti zakoni očuvanja impulsa i energije 
ne mogu zasebno promatrati, kako je to bilo 
moguće u klasičnoj Newtonovoj mehanici. 


Ovo nas navodi na pomisao da kažemo 
jednostavno da se neki sistem sastoji od 
masa mirovanja čestica sistema, zatim od 
njihove kinetičke energije i potencijalne ener- 
gije. Ovakvo gledište općenito nije ispravno. 
U slučaju urana, možemo doduše ,,zaviriti" 
u strukturu jezgre i vidjeti da se ona sastoji 
od čestica koje će pri cijepanju dio potenci- 
jalne energije pretvoriti u kinetičku energiju, 
a ova će se dalje pretvoriti u toplinu itd., ali 
imamo slučajeve raspada kao npr. raspad 
K-mezona. Ova čestica se može raspasti na 
dva piona, ali i na tri piona! Stoga ne mo- 
žemo smatrati K-mezom jednom ,kutijom 
u kojoj se nalaze pioni, po dva ili po tri, jer 
su kaoni potpuno identični, a njihov raspad 
diktiraju zakoni kvantne mehanike, zakoni- 
tosti slabe sile i statistika, pa nema govora o 
tome da bi se u tu strukturu moglo ,,zaviriti" 
prije raspada i predvidjeti na koliko piona 
će se ona podijeliti. 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


Iz svega rečenoga proizlazi da je jedina 
ispravna slika koju možemo stvoriti ona u 
kojoj imamo ukupnu energiju me? sistema 
ili jedne čestice. Kako ćemo ovu energiju 
»administrirati" ovisi o modelu kojim se slu- 
žimo. Možemo npr. svim energijama dodati 
masu mirovanja i sve to nazvati ukupnom 
energijom, ali možemo i energiju mirovanja 
zanemariti kad početno i konačno stanje sis- 
tema to opravdava. 

U relativističkoj kinematici rijetko se ko- 


s 2 NEKE : 
risti faktor \/1— 2. Najčešće se koriste 


relacije: 


Е? — р?‹? = тйс“ 


0 
pe=E- 
6 


gdje su: Е ukupna energija, р relativistički 
impuls i v brzina. 


2.8 Prostor Minkowskog 


U relativističkom prikazivanju događaja vi- 
dimo, međutim, da su sve realne putanje 
ograničene na područje između pravaca koji 
sa svake strane ordinate tvore kut od т, jer 
to odgovara brzini svjetlosti po osi x (Slika 
2.42). Vidimo, također, da ovi pravci ograni- 
čavaju opis događaja iz prošlosti na analogno 
područje negativnih vremena. 


сё, konus budućnosti 


x=ct 


vremenoliko 
područje 


я T 1 

poprostoreno 
poprostoreno područje 
područje 459 


| 
vremenoliko 
područje 


konus prošlosti 


Slika 2.42: Prostor Minkowskog 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.4 02:25 


2.8 Prostor Minkowskog 


89 


Ako je u nekom koordinatnom sustavu 
t? < r? +2 4 22 onda vidimo da je interval 
imaginaran, jer imamo korijen negativnog 
broja. Intervali mogu, dakle, biti realni i 
imaginarni (za razliku od udaljenosti u 3D, 
koja je uvijek realna). Kad je interval ima- 
ginaran onda kažemo da je on prostorni ili 
poprostoren interval (eng. space-like). Ako 
je, pak, interval realan, kažemo da je vre- 
menski ili vremenolik interval (eng. time- 
like). Tako, ako imamo krajnji slučaj dvaju 
događaja na istom mjestu u prostoru, ali u 
različitom vremenu, onda je interval čisto 
vremenski. 


Naš prostorno-vremenski kontinuum mo- 
žemo prikazati još slikovitije, trodimenzi- 
onalno, kao na Slici 2.43, gdje dvije okomite 
osi razapinju dvodimenzionalni prostor hi- 
perravnine sadašnjosti, a na nju okomita 
os vrijeme. Vidimo da sada geometrijsko 
mjesto svih nultih intervala predstavljaju 
plaštevi konusa koji tvore kut od 7 s pros- 
tornom ravninom. Prostor izvan konusa pri- 
pada svim imaginarnim tj. prostornim in- 
tervalima, dok prostor unutar konusu koji 
pripada negativnim vremenima nazivamo 
konus prošlosti, jer samo događaji u tom 
konusu mogu djelovati na našu sadašnjost 
(t=0). 

Analogno definiramo i konus buduć- 
nosti u kojemu su sadržane sve trajektorije 
koje prolaze kroz ishodište sustava. Tako 
npr. čestica koja se jednoliko kreće po pros- 
tornoj ravnini i prolazi kroz ishodište u tre- 
nutku t = 0 opisuje trajektoriju koja je pra- 
vac, nagnut prema t-osi za neki kut koji 
mora biti manji od 4. Vidimo iz Slike 2.43 
da događaji izvan konusa prošlosti ne mogu 
utjecati na našu sadašnjost (t = 0). 

Tako, ako bi se na Suncu dogodio neki 
vidljivi proces u času t = 0, vidjeli bismo 
ga tek nakon 8 minuta, koliko svjetlosti 
treba da stigne do nas. Ono što je za Sunce 
, sada" za nas leži 8 minuta u budućnosti. 
Vidimo, dakle, da nema smisla govoriti npr. 
o tome kako daleki Svemir izgleda ,,sada", 
jer je ono što vidimo zapravo daleka proš- 
lost. Stoga, kad čujemo priče o ,,gledanju 
u budućnost", valja se prisjetiti da ne mo- 
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KONUS PROŠLOSTI 


Slika 2.43: Prostorno-vremenski kontinuum 
u 3D. Posebno istaknuti konusi prošlosti i 
budućnosti omeđeni plaštom definiranima 
brzinom svjetlosti kao granicom mogućeg 
kauzalnog fizikalnog utjecaja. 


žemo, strogo uzevši, lako vidjeti ni sadaš- 
njost (izuzev u jednoj točki prostora), jer 
svjetlost prevali oko 30 cm u roku od jedne 
nanosekunde! Činjenica da je sadašnjost u 
području prostornih intervala nemjerljiva, 
naziva se princip kauzalnosti, koji se jed- 
nostavno svodi na to da pojave ne mogu 
uslijediti prije njihovog uzroka. Kad se ovog 
principa ne bismo držali upali bismo odmah 
u vrlo ozbiljne paradokse. 


2.8.1 Меке implikacije specijalne teorije 
relativnosti 


Već smo spomenuli ranije, da je jedna od os- 
novnih implikacija Einsteinove relativnosti 
nemogućnost mjerenja apsolutne brzine iner- 
cijalnog sustava. To je, uostalom istina i 
za Galilejevu relativnost gibanja, ali pri- 
mjena Newtonovih zakona na Maxwellove 
jednadžbe predskazala je da bi se možda mo- 
gla mjeriti apsolutna brzina gibanja. Tek kad 
je eksperiment pokazao da je to neostvarivo, 
došlo se do spoznaja koje danas objedinjene 
nazivamo specijalnom teorijom relativnosti. 
Prirodoznanstvena filozofije koja postulira 
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2. Simetrije u fizici 


vremenoliki razmak 
st=C2t2-x22 0; ct 


svjetloliki razmak 
52=00-х2= 0 


5 
poprostoreni razmak 
“и <0 


Slika 2.44: Različite hiperbole u prostor- 
vremenu Minkowskog. Sve točke na istoj 
hiperboli imaju jednak prostorno-vremenski 
razmak od ishodišta (t,r) = (0,0). Во- 
ost (tj. hiperbolička rotacija) pomiče 
točku duž takve hiperbole i stoga čuva 
prostor-vremensku udaljenost (tj. prostorno- 
vremenska udaljenost između dviju točaka 
nepromjenjiva je prema Lorentzovim tran- 
sformacijama). 


da samo ono što se, bar u principu, dade 
mjeriti ima fizikalno značenje implicira da 
tek kritično opažanje i eksperiment, a ne 
tek sama čista misao, imaju snagu potvrde 
prirodnih zakona. Malo je mislilaca kra- 
jem XIX. stoljeća moglo zamisliti priločno 
kontraintuitivnu relativističku dinamiku s 
kojom smo se upravo upoznali. Štoviše, čak 
kad su i opažanja potvrdila istinitost speci- 
jalne teorije relativnosti, većini znanstvenih 
filozofa bio je to šok koji nisu lako prihvatili. 
Priroda ne slijedi uvijek smjer naše intuicije 
ma koliko nam se one činile očiglednim! 

U sustavu koji nije inercijalan javljaju se 
fenomeni koje je lako ustanoviti. Npr. Fo- 
ucaultovim njihalom lako ustanovimo da ne 
živimo u inercijalnom sustavu, a da i ne mo- 
ramo gledati u zvijezde. Postavlja se ipak pi- 
tanje: Bi li osamljeni sustav u inače potpuno 
„ргахпот” prostoru mogao biti ,neinercija- 
lan"? Drugim riječima, kako bismo znali, na 
hipotetički savršeno osamljenoj Zemlji, da se 
rotiramo? Rotiramo u odnosu na što? Ovo 
je, dakako, hipotetičko pitanje, jer nije mo- 
guće ovakav pokus izvesti, pa bismo mogli 
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reći da je i pitanje ,nefizikalno". Ipak, ovo 
pitanje je postavio Ernst Mach u vrijeme 
kada je Einstein razvijao svoju teoriju rela- 
tivnosti. Machovo pitanje bilo je konkretno 
ovo: Zamislimo da smo na jednoj kugli ho- 
mogenog fluida koja se rotira, i mi zajedno 
s njom. Jedino drugo tijelo u, inače sasvim 
praznom prostoru, je ista takva kugla koja 
se ne rotira i na njoj jedan opažač poput nas. 
Mi s njime možemo komunicirati i izmjenji- 
vati podatke opažanja. Pitanje se postavlja, 
na kojoj kugli će opažač izmjeriti da je ona u 
stvari obratni sferoid, tj. da rotira? Odgovor 
nije jednostavan, jer oba opažača, svaki na 
svom identičnom ,,planetu", očito su ,ravno- 
pravni", tj. svaki vidi onoga drugoga kako 
se rotira, ра je nemoguće ,odlučiti" koja 
će kugla biti zapravo sferoid. Machovo pi- 
tanje, koje je kasnije dovelo do formulacije 
čuvenog Machovog Principa, nije bilo tek 
prazno filozofiranje, jer je već tada formula- 
cija specijalne teorije relativnosti dovodila 
do paradoksa koji su pokazali da teorija nije 
samousaglašena (konzistentna). Prije upu- 
štanja u dalje diskusije o Machovom prin- 
cipu, moramo razmotriti upravo ovakav je- 
dan paradoks. 


2.8.2 Paradoks blizanaca 


Ovo se također naziva paradoksom sata što 
je isto. Paradoksi u prirodi ne postoje; oni 
su rezultat nepotpunosti ili neispravnosti fi- 
zikalnih modela. Pradoks blizanaca je važan, 
jer pokazuje nepotpunost teorije specijalne 
relativnosti. Paradoks se svodi na to što 
bi dva hipotetična blizanca, od kojih jedan 
otputuje svemirskim brodom na šetnju kroz 
Svemir i nakon toga se vrati natrag na Zem- 
lju, time trebali prestati biti blizanci. Onaj 
koji je putovao trebao bi, nakon povratka, 
biti mlađi zbog dilatacije u vremenu koju 
daleki put po svemiru implicira. Problem 
je u tome što blizanac u svemirskom brodu 
može reći da je Zemlja, zajedno s njegovim 
bratom, otputovala na šetnju po Svemiru, 
pa on očekuje da bi upravo njegov brat tre- 
bao, nakon povratka, biti mlađi. Možda 
bismo, s obzirom na simetriju situacije, za- 
ključili da bi blizanci ipak ostali blizanci. 
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Ovo je pogrešno, jer pokusi (doduše ne s 
blizancima, ali sasvim ekvivalentni) poka- 
zuju da bi blizanac koji je putovao svemir- 
skim brodom morao biti mlađi. Razlog je 
u tome što problem nije simetričan. Bliza- 
nac koji je otputovao svemirskim brodom 
bio je podvrgnut akceleraciji dok je onaj 
drugi ostao u inercijalnom sustavu. U ok- 
viru opće teorije relativnosti cijeli problem 
postaje jasan; akceleracija mijenja metriku 
vremensko-prostornog kontinuuma, pa kad 
se jednom svemirski brod prestane akceleri- 
rati, te i on postane inercijalni sustav, ovaj 
sustav nema više istu metriku kao onaj na 
Zemlji gdje je ostao drugi, manje pustolovni, 
blizanac. Na detaljniji opis ovog problema 
još ćemo se navratiti. 


2.8.3 6 


Specijalna teorija relativnosti je teorija 
strukture prostor-vremena. Predstavljena 
je u Einsteinovom radu iz 1905. i naslov- 
ljena: O elektrodinamici pokretnih tijela (— 
Einstein, 1905). 

Specijalna teorija relativnosti temelji se 
na dva postulata koji su kontradiktorni u 
klasičnoj mehanici: 

e Zakoni fizike su isti za sve promatrače 

u bilo kojem inercijalnom referentnom 
sustavu. 

e Brzina svjetlosti u vakuumu jednaka je 
za sve promatrače, bez obzira na nji- 
hovo relativno gibanje ili na gibanje iz- 
vora svjetlosti. 

Dobivena teorija bolje se nosi s ekspe- 
rimentom od klasične mehanike. Na pri- 
mjer, drugi postulat objašnjava rezultate 
Michelson-Morleyevog eksperimenta. Što- 
više, teorija ima mnogo iznenađujućih i kon- 
traintuitivnih posljedica. Neki od njih su: 

e Relativnost simultanosti: Dva doga- 
daja, istodobna za jednog promatrača, 
ne moraju biti istodobna za drugog pro- 
matrača ako su promatrači u relativnom 
kretanju. 

e Dilatacija vremena: izmjereno je да po- 
kretni satovi otkucavaju sporije od sa- 
tova ,stacionarnog" promatrača. 

e Kontrakcija duljine: Objekti se mjere 
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tako da budu skraćeni u smjeru u kojem 
se kreću u odnosu na promatrača. 

e Maksimalna brzina je konačna: nijedan 
fizički objekt, poruka ili linija polja ne 
može putovati brže od brzine svjetlosti 
u vakuumu. Učinak gravitacije može 
putovati svemirom samo brzinom svje- 
tlosti, a ne brže ili trenutno. 

e Ekvivalencija masa-energija: E = mež, 
energija i masa su ekvivalentne i tran- 
smutabilne. 

e Relativistička masa, ideja koju koriste 
neki istraživači. 

Definirajuća značajka specijalne teorije 
relativnosti je zamjena Galilejevih transfor- 
macija klasične mehanike Lorentzovim tran- 
sformacijama. 


2.9 Opća teorija relativnosti 


Kako smo već spomenuli, Ernst Mach je bio 
među prvima koji su uvidjeli da specijalna 
teorija relativnosti ne predstavlja samousu- 
glašen formalizam. Paradoks sata dobro 
ukazuje na jedan od problema s tim u vezi. 
Machov primjer rotirajućih kugli osamljenih 
u prostoru služio je kao jedan od povoda da 
se Einstein posluži svojim principom ekvi- 
valentnosti. Svaka akceleracija ekvivalentna 
je gravitacijskoj sili, pa stoga generira i za- 
krivljenost prostora. Svjetska linija ili ge- 
odezika će u gravitacijskom polju stoga biti 
zakrivljena pa se nije teško dosjetiti da će, 
gledano iz sustava u kojemu nema gravita- 
cijskog polja, vrijeme u gravitacijskom polju 
teći sporije. Štoviše, akceleracija će uspo- 
riti vrijeme, a u našem primjeru svemirskog 
broda, ono će nastaviti teći sporije, gledano 
iz mirujućeg sustava. Evo zašto: 
Predočimo vremensko prostorni konti- 
nuum kao medij različite topologije; da bi- 
smo olakšali predodžbu, reducirajmo taj me- 
dij na tri dimenzije, poput blago valovite 
velike livade. Pri tome ne zaboravimo da 
svaka točka na toj ,livadi“ ima i dalje zna- 
čenje događaja. Ako, nadalje, zamislimo da 
element ravnine na ,,livadi" predstavlja ele- 
ment prostora, dok ortogonalna udaljenost 
od tog elementa predstavlja vrijeme, vidimo 
da putovanje po livadi implicira neprestane 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


92 


2. Simetrije u fizici 


transformacije. Jedan element površine ,,li- 
vade" gledan iz točke koja je na nekom dru- 
gom njezinom dijelu neće nam izgledati isti 
kao da ga promatramo iz smjera koji je na 
njega ortogonalan, već ćemo vidjeti samo nje- 
govu projekciju ortogonalnu na naš smjer 
promatranja. Ako npr. gledamo fotogra- 
fije neravnog terena dobivene snimanjem s 
veće visine, obronci humaka nam izgledaju 
vodoravni; projekcija određene plohe odgo- 
vara manjoj površini od stvarne. Ovo je 
slična situacija koju smo opisali kad smo 
promatrali prividne širine i dubine. Drugim 
riječima, mjerne jedinice neće biti iste na jed- 
nom dijelu ,livade" kao na nekom drugom. 
U stručnom žargonu kažemo da se metrika 
mijenja od mjesta do mjesta u neravnom 
prostoru. 


Iako je ova predodžba relativno naivna, 
možemo sada vidjeti zašto akceleracija sve- 
mirskog broda uspori vrijeme i ono ostaje 
usporeno sve dok nas nova akceleracija ne 
dovede natrag na metriku sustava iz kojega 
smo otišli. Ovo putovanje možemo, opet na- 
ivno, predočiti kao na Slici 2.45. Krenemo iz 
našeg sustava koji je predstavljen elementom 
našeg ,ravnog" prostora (a), zatim bivamo 
akcelerirani dijelom prostora koji je zbog 
akceleracije zakrivljen (b). Nakon akcelera- 
cije nastavljamo se gibati, opet po ravnom 
prostoru, ali ovaj nije više paralelan s našim; 
metrika se promijenila! 


Jedinice gledane iz našeg sustava sad nam 
drukčije izgledaju jer vidimo samo njihovu 
„ргојексіји” na našu „гаупіпи”. Brod se na- 
kon nekog vremena okreće natrag odakle 
je došao, To iziskuje akceleraciju dvostruko 
veću od prvobitne. Ova akceleracija zakriv- 
ljuje ponovno prostor i nakon nje brod se 
ponovno nalazi na ravnom dijelu prostora 
koji sada opet stoji „коѕо” u odnosu na naš 
prostor. Tek kad brod stigne natrag nastaje 
treća akceleracija koja putnike i brod vraća 
u naš prostor i našu metriku. 


Detaljna matematička obrada ovih pro- 
blema nadilazi okvire ove knjige. Računi su 
dosta složeni i iziskuju stanovita matema- 
tička znanja, osobito poznavanje tenzorske 
analize. Postoje o tome mnoge dobre knjige 
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"+ ravnine | 
تپ‎ istodobnosti 


B se okreće (vraća) 


“ ravnine. 
2 istodobnosti 


Slika 2.45: Paradoks blizanaca objašnjen 
ravninama simultanosti. 


od kojih ističemo jednu povijesno veoma re- 
levantnu no nešto starijeg datuma: Physics 
in my Generation Maxa Borna (> Born, 
1956). O hipotetičnim putovanjima kroz 
vrijeme i prostor popularno piše i Stephen 
Hawking (> Hawking, 1988), koji pokazuje 
da bi se moglo, bar u principu, pasti u crnu 
rupu, proletjeti kroz nju i izletjeti na drugu 
stranu, te se naći u nekom drugom svemiru! 
Ipak vjerojatno najkompletnija knjiga koja 
pokriva ovu problematiku je knjiga (> Pen- 
rose, 2007) „The Road to Reality: А Com- 
plete Guide to the Laws of the Universe" 
nobelovca Rogera Penrosea koja na preko 
tisuću stranica donosi obiman pregled fizikal- 
nih problematika XX. stoljeća prezentirajući 
usput i matematičke ,naočele" kroz koje po- 
kušavamo te probleme sagledati. 


2.9.1 Ostali četverovektori 


Koji sve četverovektori, osim onih koje smo 
upoznali, postoje? Vidjet ćemo da ih ima 
podosta, a svima je zajednički način na koji 
se transformiraju tj. članovi su grupe defini- 
rane Lorentzovim transformacijama. Jedan 
takav četverovektor tvore tri komponente 
impulsa i energija. Vidimo da ova četvrta 
komponenta ima temporalni, tj. vremen- 
ski, dakle skalarni, karakter. Ovo možemo 
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izraziti i ovako: 
E?— р? = тё 
gdje је: 
то = _ то? 
т: 
Vidjeli smo kako se transformirala relativis- 
tička brzina: 


E=m= 


U+ Ug 
= = 
8٥ lwy 
za slučaj kad su u i о, istog smjera. Obr- 
nuta transformacija je analogna: 
i چو‎ u 
== = 
1— uv 

Izračunajmo energiju u svemirskom brodu: 
Mo 


у=»? 


то ostaje konstantna, ali brzina se transfor- 
mira: 


E'= 


1 _ 1—uv 
Vl—v? vl- vvl- u? 
Dakle, 
Е! mo(1— uv) 
1-021-52 
ili 
к'— E — upy 
1—už 


što ima isti oblik kao 


"= t— uz 


vl—u? 
što i treba biti. Isto se tako lako pokaže da 
je 
ра ړل سو‎ 
۷1- и? 


što je istog oblika 06 


د پو 
Dar =‏ 


j T—ut 

г = 

1-5 
Vidimo da su transformacije energije i im- 
pulsa iste kao transformacije vremena i pros- 
tora. Impuls je, dakle, u relativističkom for- 
malizmu četverovektor. Cetverovektor im- 
pulsa u vremensko prostornom kontinuumu 


predstavlja vektor tangencijalan na svjetsku 
liniju ili geodeziku čestice (Slika 2.46).20 Pi- 
šemo ga kao pu. gdje u stoji za x,y,z it. 
Vremenska komponenta p; ovog vektora je 
ukupna energija čestice, a prostorne kompo- 
nente su komponente impulsa. Tako, neki 
općeniti četverovektor pišemo kao A,,. 


četverovektor impulsa р, , 
(tangencijalan na geodeziku) 4 


svjetska linija 
(geodezika) 


17 


zakrivljenost 
4-vektora 


prostorno-vremenski 
konus 


Slika 2.46: Četverovektor impulsa čestice 
u vremensko-prostornom kontinuumu pred- 
stavlja vektor tangencijalan na svjetsku li- 
niju ili geodeziku čestice. 


Četverovektori se zbrajaju tako da im se 
zbroje odgovarajuće komponente. Pri tome 
držimo na pameti da, ako postoje jednadžbe 
koje povezuju četverovektore, onda ove jed- 
nadžbe moraju vrijediti za svaku kompo- 
nentu. Ovo je očito, ako se sjetimo da svaka 
transformacija implicira ,miješanje" kompo- 
nenata, pa bi, u odsutnosti ovog principa, 
neka dana jednadžba prestala vrijediti na- 


20U općoj teoriji relativnosti, geodezika generali- 
zira pojam ,ravne linije" u zakrivljenom prostorno- 
vremenskom kontinuumu. Geodezika ili svjetska 
linija čestice slobodne od svih vanjskih negravita- 
cijskih utjecaja posebna je vrsta geodetske krivulje. 
Drugim riječima, čestica koja se slobodno giba ili 
pada uvijek se giba po geodezici. 
U općoj teoriji relativnosti, gravitacija se ne sma- 
tra silom već posljedicom zakrivljenosti prostorno- 
vremenskog kontinuuma gdje se uzrok te zakriv- 
ljenosti opisuje tenzorom naprezanja energije 
(eng. ѕітеѕѕ-ететду tensor, a ponekad i eng. 
stress—energy-momentum tensor). Tako је, na 
primjer, putanja planeta koji kruži oko zvijezde 
projekcija geodetske linije iz zakrivljenog četiri- 
dimenzionalnog prostora u „оріёап” trodimenzi- 
onalni prostor. 
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kon transformacije koordinata. U teoriji 
relativnosti, dakle, zakon očuvanja impulsa 
obuhvaća i zakon očuvanja energije, jer: 


У рш = ЭЛ, 
i j 


gdje i označava sve čestice koje , ulaze" u 
procese međudjelovanja, a j sve one koje iz 
njega ,izlaze". Gornja relacija, kako smo već 
naglasili, vrijedi za sve i svaku komponentu. 

Skalarni produkt četverovektora sa samim 
sobom piše se ovako: 


XV А„А„= А?— А2 – А2 А? 
u 


gdje У znači da je predznak prvog člana 
pozitivan a ostalih triju negativan. Ova ve- 
ličina je invarijantna na transformaciju vre- 
mensko prostornog sustava i nazivamo je 
kvadratom dužine četverovektora. Tako mo- 
žemo vidjeti da je 


f 
> Pubu = Е? —p’ = то 


Isto tako, definiramo і skalarni produkt iz- 
među različitih četverovektora: 


/ 
aA dubu = atbt — ауд» — ayby — azbz 


Foton je kvant energije čija je masa mi- 
rovanja jednaka nuli. Za njega znamo da 
је Е = hv. Impuls fotona је р = a Za 
foton vrijedi i relacija Av = c ili, u zapisu 
gdje je c= 1, Av = 1, ili E = p. Energija 
fotona je, dakle, numerički jednaka impulsu. 
Ovo je malo protuintuitivno; što ako čes- 
tica stane? Foton, dakako, ne može „stati”! 
On se uvijek giblje brzinom svjetlosti ili pak 
„stane” tako da biva apsorbiran, o ćemu na 
drugom mjestu. Inače foton podliježe istoj 
transformaciji kao sve druge čestice. Tako 
za energiju imamo: 

к'— E — upy 
što znači da foton mijenja transformacijom 
energiju, a ta iznosi hv. To znači da foton 
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mijenja frekvenciju. Svjetlost gledana iz raz- 
ličitih sustava ima istu brzinu, ali različitu 
frekvenciju. To je dobro poznati Dopplerov 
efekt (vidi npr. 2.5). 


2.10 Princip najmanje akcije 


Pretpostavimo da promatramo neko giba- 
nje čestice u polju konzervativne sile, npr. 
gravitacijske. Zamislimo da putanja čestice 
izgleda nešto poput parabole (Slika 2.47a). 
U trenutku tı krene čestica iz točke A i 
stigne u В u trenutku ta. Pitamo se zašto 
čestica ,izabire" baš ovakvu putanju; bi li 
mogla izabrati neku drugu (Slika2.47b) i, 
ako ne, zašto ne? 


Slika 2.47: Princip najmanjeg djelovanja 


Postoji li neki osnovni princip zbog kojega 
čestica „bira” baš onu jedinstvenu putanju 
koji možemo provjeriti promatranjem? Pu- 
tanju, dakako, možemo lako predvidjeti na 
osnovu Newtonove dinamike, ali kako to da 
u svakom trenutku čestica slijedi te zakone; 
kako ,zna" da ih , mora" slijediti? 


Slika 2.48: Princip najmanjeg djelovanja: 
tijelo u gravitacijskom polju 


Ako usporedimo istinsku putanju s bilo 
kojom drugom i izračunamo razliku između 
kinetičke i potencijalne energije za svaku 
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točku putanje i integriramo po vremenu, 
naći ćemo da je ovaj integral minimalan 
za istinsku putanju. Ako se ograničimo na 
smjer x, možemo pisati: 


Za dx)? 
| (Z) —mgz| dt = min. 


U slučaju kretanja čestice u prostoru gdje 
nema sile, vidimo da pravilo isto vrijedi. Po- 
tencijalna energija je tada nula i integral 
pokazuje da čestica mora putovati konstant- 
nom brzinom, jer bi svako odstupanje od 
konstantne brzine dovelo do povećanja nje- 
nog srednjeg kvadrata. (Srednji kvadrat 
može biti samo veći ili jednak kvadratu sred- 
nje vrijednosti!). 


Slika 2.49: Princip najmanjeg djelovanja 


Ako bacimo predmet u zrak, vidimo da 
mu težište opisuje parabolu. Ispočetka je 
brzina predmeta velika; predmet kao da želi 
stići čim prije na veću visinu (gdje je poten- 
cijalna energija veća) da bi razlika između 
kinetičke i potencijalne energije bila čim ma- 
nja u prosjeku. Vidimo da svako odstupanje 
od istinske parabole dovodi do povećanja 
vrijednosti integrala u odnosu na minimalnu 
vrijednost. Veličina koju integral predstavlja 
nazivamo akcijom: 


t2 
(Ex — Ep)dt 


AKCIJA = S = 
t1 


Putem računa varijacija lako se izračuna pu- 
tanja za koju je S minimalna. Ovaj račun 
varijacija svodi se na matematičku činjenicu 
da, ako imamo neku funkciju koja ima mi- 
nimum, onda je, kod minimuma, devijacija 
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funkcije proporcionalna kvadratu devijacije 
varijable (2.50): 


Af x (Az)? 


Na bilo kojem drugom dijelu krivulje, prvi 
red devijacije varijable odgovara prvom redu 
devijacije funkcije, no kod minimuma, prvi 
red devijacije varijable nema utjecaja, u pr- 
voj aproksimaciji, na promjenu funkcije. 


E 
o 
s 
5 

р 
© 
E 
Ф 
о 
= 
o 
0 


АТ (Ax)? 
minimum 


Slika 2.50: U blizini minimuma varijacija 
funkcije nije više linearno proporcionalna 
promjeni varijable 


Ako ovaj princip želimo primijeniti na 
akciju, onda ćemo se poslužiti činjenicom 
da putanja koja se samo malo razlikuje od 
,prave" u prvoj aproksimaciji ima istu akciju. 
Pretpostavimo da imamo istinsko kretanje 
x(t) i neko drugo kretanje < (t) koje se raz- 
likuje od istinskoga za neki mali iznos n (t) 
(Slika 2.51). Ako akciju za 2 (t) nazovemo s 
S, a onu za z(t) s S, onda razlika između S 
i S treba biti u prvoj aproksimaciji nula za 
dovoljno male n(t). 


Slika 2.51: Varijacijski račun 


Naravno, analiza ima smisla samo ako su 
početne točke A i B iste za obje putanje, 
tj. niti) =0 i n(ta) = 0. Akciju S možemo 
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pisati ovako: 


gdje je V (x) potencijalna energija u polju 
sile. Clan s kinetičkom energijom možemo 
pisati kao 


me dn ČLANOVI 
А dt | DRUGOG REDA 


Za potencijalnu energiju koristimo Taylorov 
red: 


2 
У(ж+п) =V (а) +007 (2) + ۷٧ (а) + 
gdje su V’ i V” prva i druga derivacija po 
а-а. Dakle 


2|m/dr 3 dx dn 


—nV' (£) + ČLANOVI = dt 


I VIŠIH REDOVA 


No, prva dva člana su S. Dakle, ako nazo- 
vemo S— S = ôS (varijacija S), onda mo- 
žemo pisati 


t2 т 7 
ôS = 1 IE Е А 8) dt 
Ovaj integral mora biti nula za sve vrijed- 
nosti 7. Derivacija ап mora biti ovisna o 
n, jer n(t) mora biti nula kod ti i t2. То 
znači da dn ne može biti bilo što, jer bi onda 
mogao biti i nula. Da bi se račun mogao 
izvesti, valja se riješiti ove derivacije. To se 
može postići parcijalnom integracijom. što 
se parcijalne integracije tiče, sjetimo se da 
je i СИ 

dt (nf) = +s% 
Ako obje strane MC i ие 
imamo: 
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t2 d dz 
= \n(t)dt 
A dt СЭС 


- | уат 


ti 


Integrirani dio је nula jer n(t1) = n(t2) =0. 
Ostala dva člana možemo sabrati: 


08 = 


ôS mora biti nula za sve n(t), dakle dio u 
zagradama mora biti nula. (Pretpostavimo 
da n(t) mora biti različito od nule za bilo 
koju vrijednost t). 

(Pretpostavimo, za dokaz, da je ņ nula 
svuda osim u okolini neke vrijednosti Ё 
(Slika 2.51). Produkt F(t)n(t) mora biti 
nula kod t', jer integral, rekli smo, mora biti 
nula, a to je jedino mjesto gdje bi on imao 
bilo kakvu vrijednost. Znači funkcija F(t) 
mora biti nula kod t’. No, € može biti bilo 
gdje pa je stoga propozicija dokazana). 


Dakle, putanja koja zadovoljava jed- 
nadžbu 
mz ; б 
"ле 2 +У (2) = 


ujedno је putanja najmanje akcije. No, ova 
jednadžba je isto što i 


- 


Е = та 


jer prvi član je produkt mase i akceleracije, 
a drugi je derivacija potencijalne energije 
po putu, što je sila. Uvjet za minimalnu 
akciju je, dakle, kretanje prema Newtono- 
vom II Zakonu! Pod ,minimalnom akcijom" 
mislimo upravo na matematičku definiciju 
minimuma, tj. ono mjesto gdje varijacija u 
prvom redu ne mijenja iznos funkcije. Slično 
smo imali i kod Fermatovog principa. 

Našu analizu proveli smo u jednoj dimen- 
ziji i za jednu česticu. Naravno, isto bismo 
dobili i u tri dimenzije i za bilo koji broj 
čestica; princip najmanje akcije vrijedi za 
sve konservativne sile. Budući da su sve fun- 
damentalne sile konservativne, to i princip 
vrijedi univerzalno. 
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Akcija za kretanje relativističke čestice u 
polju npr. elektromagnetske sile nije jednos- 
tavno razlika između kinetičke i potencijalne 
energije, već iznosi: 


Iz ovoga se mogu dobiti jednadžbe gibanja 
koje smo imali u elektrodinamici. Općenito, 
akcija je funkcija koju definiramo kao 


t2 
S= L (ж) ай 


ti 


gdje je £ simbol za funkciju koju nazivamo 
Lagrangeovom funkcijom ili ,Lagranži- 
jan", a т; i v; su sve komponente položaja 
i brzina u prostoru. Dakle Lagranžijan za 
nabijenu česticu u elektromagnetskom polju 


je 
= тоу "a (ож) 


Akcija se naziva i alternativnim imenom На- 
miltonove prve glavne funkcije. 


سا 
کا 
= 
6 
E‏ 
o‏ 
с‏ 
Е‏ 
= 
Е‏ 


09 = 0 
t2 


© =|| 6 ٢ 


ti 


Slika 2.52: Lagrange i Hamilton 


Iako smo iz principa najmanje akcije do- 
bili II Newtonov zakon, ipak postoji razlika 
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između tih dvaju zakona. Prvi izražava ci- 
jelu putanju čestice, a drugi način gibanja 
dok sila djeluje na česticu. Kad smo go- 
vorili o Fermatovom principu minimalnog 
vremena, pokušali smo deducirati kako svje- 
tlost ,njuši" put. Kad god imamo ovakav in- 
tegralni zakon, onda imamo i neki odgovara- 
jući diferencijalni oblik tog zakona. Princip 
najmanje akcije možemo onda promatrati i 
u najelementarnijem obliku diferencijalnog 
ponašanja čestice. 

Ograničimo se opet na vremensko pros- 
torni prikaz kretanja u smjeru osi (Slika 
2.53). Ako na česticu delije neka sila, puta- 
nja će biti zakrivljena. 


Slika 2.53: Princip najmanjeg djelovanja 


Ako je akcija na putu od tı do t2 mini- 
malna, to mora biti također istina za pro- 
izvoljno kratak element putanje a > b, jer 
nema ništa specijalnoga u tome kolika je du- 
žina intervala od ti do t2. (Ako bi akcija na 
putu a > b bila veća od minimalne, mogli 
bismo je smanjiti pa bi ukupna akcija na 
putu od ti do t2 time postala niža. Iz toga 
slijedi da i infinitezimalni element putanje 
zadovoljava princip najmanje akcije). Ako je 
to istina za infinitezimalni element putanje, 
onda je vrijednost potencijala u točkama 
koje su daleko od elementa manje važna; 
ono što nas zanima je promjena potencijala 
na relaciji unutar infinitezimalnog intervala, 
tj. derivacija potencijala. Tako zakon koji 
izražava integralnu osobinu nečega postaje 
zakon koji ima diferencijalni karakter. U 
ovom slučaju, diferencijal potencijala je, da- 
kako, sila u nekoj točki. 

Kretanje, kao rezultat djelovanja sile, je 
lako zamisliti; čestica osjeća silu i kreće u 
smjeru djelovanja sile. No, kad govorimo o 
cijelom putu, onda se pitamo kako čestica 
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2. Simetrije u fizici 


Slika 2.54: Isaac Newton i zakon sile 


„опјиёі” taj najpovoljniji put. U slučaju svje- 
tlosti, to smo vidjeli; ako smo fotonu one- 
mogućili ,njuškanje", nastala je difrakcija. 
Je li to također tako u slučaju čestice? Mo- 
žemo li česticu nekako spriječiti da ,, njuška" 
put pa će onda nastati odstupanje od prin- 
сіра najmanje akcije i čestica neće ,znati" 
točno kuda ići? Odgovor na ovo pitanje je 
potvrdan i to jest suština principa kvantne 
mehanike. Čestica-val uistinu ,njuši“ sve 
putove u neposrednoj okolini optimalnoga; 
putovi koji daju velike razlike u fazi ne pro- 
izvode nikakvu amplitudu. Samo onaj snop 
putanja koje imaju vrlo malu razliku u fazi 
sumiraju se u značajnu amplitudu. (Sjetimo 
se Cornuove spirale!). U slučaju čestice, pro- 
ces je ovaj: vjerojatnost da će čestica iz točke 
1 u trenutku ti stići u točku 2 u trenutku 
ta je dana kvadratom amplitude vjerojat- 
nosti. Ukupna amplituda se može prikazati 
kao suma amplituda za svaku posebnu puta- 
nju. Amplituda je produkt neke konstante i 
5٣ gdje je S akcija za neku određenu puta- 
nju. Ako, dakle, prikažemo fazu amplitude 
kompleksno, onda je 5 faza. Budući da su 
dimenzije S i й iste (energijax vrijeme) faza 
je broj bez dimenzija, što i mora biti. Sad 
vidimo kako kvantnomehaničko ponašanje 
funkcionira. Pretpostavimo da imamo neku 
putanju za koju je S velika. Iznos 5 će biti 
vrlo velik, jer je A mali. To znači da će faza 
susjedne putanje biti sasvim drukčija, jer će 
i najmanja promjena u 5 dovesti do velike 
promjene faze. Tek kad S postane reda Л, 
faze će se ,umiriti" oko optimalnog puta. To 
je, dakle, veza između kvantne mehanike i 
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principa najmanje akcije. 


©- 


Slika 2.55: Cilindrični kapacitor 


Postoje i drugi principi minimuma. Je- 
dan dobar primjer imamo u elektrostatici. 
Promatrajmo, primjerice, Poissonovu jed- 
nadžbu: Я 

у2ф= 
Ф РА 
Rješenjem jednadžbe nalazimo potencijal, 
ako znamo raspodjelu naboja p u prostoru. 
Ekvivalentni princip minimuma je ovaj: 


0" = 6 | (So) av- | ٧ 


gdje je U* minimalan za točnu distribuciju 
(x,y,z). Integracija je, naravno, po cijelom 
prostoru. Opet možemo uzeti da je ф = 
0+ f gdje je f mala veličina. Tada se U* 
ne mijenja u prvom redu. Za prvi integral 
imamo 


Zanima nas variacioni dio prvog člana, tj. 
27: Vf 
Drugi integral nam daje 
оф = рф+р] 
Dakle, varijacija koja nas zanima je 
6U* ЕЕ dV 


Kao i prije, valja se riješiti derivacije f i u 
tu svrhu se poslužimo jednakošću: 


Ў.(у9о) = 90-97 /у20 
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pa vidimo da je 
Vo-Vf=V-(fVo)—fV?o 


pa to u integralu možemo supstituirati. Ta- 
kođer znamo da je 


J 5 (го) ау = f ۸ 


gdje je S ploha u beskonačnosti. No, u be- 
skonačnosti je f nula, jer to je analogno 
jednoj od graničnih točaka kod principa naj- 
manje akcije. Ostaje nam samo — fV?¢ ра 
imamo 


6U* = / (—eoV?6— р) ау 


Da bi ovo bilo jednako nuli, koeficijent f-a 
mora iščezavati posvuda pa imamo 


۶ي ۷ 


€0 
što je izvorna Poissonova jednadžba. 

Ova dva primjera principa minimuma pri- 
kazuju kako princip pruža mogućnosti upo- 
trebe matematičkih metoda za izračunavanje 
inače teško rješivih problema. 
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3.1 Centar mase 


Vratimo se Newtonovoj mehanici! Pokušat 
ćemo je sada primijeniti na puno realistič- 
nija tijela koja nisu tek jednostavne mate- 
rijalne točke, ili čestice, za problem, zane- 
marivih dimenzija. Razmatrat ćemo tijela 
i njihova gibanja kod kojih se makroskop- 
ski oblik objekta više ne smije zanemarivati. 
Ipak, za razliku od realnih tijela koja imaju 
svoju ograničenu čvrstoću i elastičnost, ova 
ćemo tijela idealizirati tako da pretposta- 
vimo da su savršeno kruta u smislu da im se 
oblik prilikom djelovanja neke sile na njih ni 
malo ne mijenja. U takvoj aproksimaciji sve 
čestice od kojih se tijelo sastoji ostaju stalno 
u istom međusobnom položaju. Ovo je vrlo 
dobra aproksimacija u svim slučajevima gdje 
su sile mnogo manje od sila plastične defor- 
macije tijela, a to je većina realnih slučajeva. 


Pri rotaciji krutog tijela, oko neke osi, 
sve njegove sastavne čestice opisuju kružne 
putanje u ravninama koje su ortogonalne 
na tu os. Tijelo općenito ne mora samo 
rotirati; ako zavitlamo štap i promatramo 
njegovu putanju, opazit ćemo da razne točke 
štapa opisuju komplicirane putanje, ali samo 
jedna točka opisuje parabolu. To je težište 
ili centar mase štapa. Prilikom leta štapa 
u ovom primjeru, sve ostale točke rotiraju 
se oko tog težišta. Ovu intuitivnu tvrdnju 
valja nam i dokazati. 


Svako tijelo možemo zamisliti da se sastoji 


وا 


od i čestica, gdje je i velik broj, reda 1 
Za svaku pojedinu česticu vrijede Newtonovi 
zakoni. Tako je sila па 2-tu česticu: 


gdje pretpostavljamo da su brzine male i 
da je stoga m; konstanta (nerelativistička 
aproksimacija). Možemo pisati: 
Р, _ d? (mri) 
1 dt? 


što za ukupnu silu daje: 


Vidimo da je ukupna sila jednaka drugoj 
derivaciji po vremenu sume umnoška masa 
čestica i njihovog položaja, gdje se sumacija 
vrši preko cijelog mnoštva оа 1 čestica. 
Ova ukupna sila je ujedno i vanjska sila na 
tijelo. To je tako zbog toga što imamo posla 
s krutim tijelom. U krutom tijelu možemo 
(i imamo) mnoštvo unutarnjih sila, no one 
se sve, prema vanjskom svijetu, poništavaju, 
što je očito iz Newtonovog trećeg zakona 
koji izražava jednakost sile akcije i reakcije. 
Vanjska sila je, dakle, suma svih sila koje 
djeluju na čestice tijela. Kolika je njihova 
rezultanta? Pretpostavimo da je M ukupna 
masa tijela. Tada možemo definirati vektor 
R kao: : 
З mifi 


R= M 


1 
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pa ukupnu silu možemo napisati: 


d2R 
dt2 


> (MĚ) 
= =M 
POR 


pa izraz s pokratim definiranom kao R svo- 
jim oblikom podsjeća na drugi Newtonov 
zakon. 

Ovo je poželjan oblik za silu jer se sastoji 
od produkta jedne mase i neke akceleracije. 
Akceleracije čega? Vidimo da se radi o akce- 
leraciji jedne imaginarne točke čiji je položaj 
dan vektorom Ё. Ovu točku nazivamo cen- 
trom mase ili težištem tijela. Ona je negdje 
u sredini tijela, a izražena je от koji je 
usrednjena vrijednost svih lokacija materi- 
jalnih točaka, od kojih je svaka „Когірігапа” 
proporcionalno njenoj vrijednosti mase. Ovo 
je ono isto težište s kojim smo se sreli kod 
primjera zavitlanog štapa. 

Težište tijela ima važne osobine. Ako na 
tijelo ne djeluje nikakva vanjska sila, ono 
se može rotirati, ili vibrirati (ukoliko nije 
idealno kruto!), ali težište će se kretati jed- 
nolikom brzinom, ili, pak, mirovati. U ovom 
smislu tijelo se ponaša kao da je sva nje- 
gova masa sadržana u težištu. Тако, ako 
neka, sila djeluje па tijelo kroz težište, ono 
će se ubrzavati, ali neće rotirati. Naprotiv, 
djelovanje bilo koje sile u bilo kojoj točki 
izvan težišta dovesti će, pored translaciju 
i do rotacije tijela. Ako imamo zatvoreni 
sustav koji se sastoji od više tijela, težište će 
i dalje zadržati svoja svojstva. Kao primjer 
možemo uzeti letjelicu koja se, iz položaja 
mirovanja, pokrene tako što izbaci plinove 
izgaranja goriva u raketnim motorima. Te- 
žište cijelog sistema, letjelica-plinovi, ostaje 
i dalje tamo gdje je bilo u početku, tj. u 
stanju mirovanja. 

Kako je već prije napomenuto, apsolutno 
kruto tijelo ne postoji. U većini slučajeva, 
aproksimacija krutog tijela je sasvim dobra, 
tako dugo dok sile koje djeluju na tijelo ne 
proizvedu na njemu trajnu deformaciju. Tre- 
nutne deformacije, ako su dovoljno male, ne- 
maju nikakvog dodatnog utjecaja u odnosu 
na one koje imamo kod apsolutno krutog 
tijela, jer se već nakon kratkog vremena dje- 
lovanja sile uspostavi ravnotežno stanje. 
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Drugi razlog uvođenja pojma centra mase 
u naša razmatranja je činjenica da se njegovo 
gibanje može tretirati odvojeno od ,unutar- 
njih" gibanja objekta, pa se stoga može za- 
nemariti u daljnjoj raspravi o rotaciji. 


3.1.1 Rotacija krutog tijela 

Kažemo da tijelo rotira oko neke osi onda 
kad neka proizvoljna točka na, ili u, tom 
tijelu opisuje kružnu putanju u određenom 
vremenu. Os rotacije prolazi tada kroz sredi- 
šte te kružnice i ortogonalna je na nju. Ako 
radijus vektor postavimo tako da spaja os 
rotacije s točkom koja se rotira, onda brzinu 
rotacije izražavamo kutom za koji se radijus 
vektor zakrene u jedinici vremena. 

Kod rotacijskog gibanja svaka veličina ima 
svoj analogon u linearnom gibanju. Tako 
kut rotacije 0 odgovara linearnom pomaku 
s , brzina rotacije w = 40 odgovara linear- 


2 
пој brzini v = da kutna akceleracija a = وه‎ 
. . ... 2 . 
odgovara linearnoj akceleraciji a = е itd. 


Pretpostavimo da se neka čestica nalazi u 
točki P(x,y) i da rotira u ravnini x,y kako 
je prikazano na slici 3.1. 


ya 


Vx 


0 


Slika 3.1: Kinematika dvodimenzionalne ro- 
tacije 


U nekom času radijus vektor r će tvoriti 
kut 6 s osi x. Nakon vremena At kut će se 
povećati za ЛӨ i čestica će se naći u položaju 
Q. Udaljenost PQ je rA6 pa možemo pisati: 


Az = —PQsin6 = —rA9 (7) 
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i analogno: 


(3.2) 


Ako kutnu brzinu označimo s w onda 


Ох = WY Vy = WT 


Iznos same brzine je 


шу r? +y? = шт‏ = 02+ 412 رو 


što је, uostalom, očito jer 


Rotaciju tijela općenito izaziva neka sila i 
to posebna vrsta sile koja ne dovodi do tran- 
slacije tijela, već samo do rotacije. Ovakvu 
silu nazivamo zakretni moment ili mo- 
ment sile. Valja napomenuti da je naziv 
moment uvriježen za sve produkte vektora i 
njegove ortogonalne udaljenosti od osi rota- 
cije. Kvantitativno možemo izraziti zakretnu 
silu tako da promatramo rad koji ta sila vrši. 
Analogiju s linearnim gibanjem ćemo očuvati 
ako kažemo (ZAKRETNI MOMENT) X (KUT) 
je jednako radu analogno kako je i (SILA) 
х (PUT) bila jednaka radu. Promatrajmo 
ponovo, na slici 3.1, kruto tijelo i zamislimo 
silu koja djeluje u točki x,y, te pomakne ti- 
jelo oko osi 2 za mali iznos. Inkrement rada 
je pritom : 


AW = F,Az+F,Ay 


odnosno uvrštavajući odgovarajuće izraze za 
Ат 3.1 i Ay 3.2 dobivamo: 


AW =(zF,—yF,)A0 


Imamo, dakle, inkrement kuta АӨ pom- 
nožen s kombinacijom sile i udaljenosti. 
Ova kombinacija je upravo zakretni moment. 
Ako imamo više sila koje proizvode zakretne 
momente, onda je ukupni zakretni moment 
jednak sumi svih zakretnih momenata: 


T=) m 
i 
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gdje je: 
Ti = د د‎ — YiFri 

Za danu silu F moment ovisi o položaju 
osi oko koje se tijelo rotira. Promjena osi 
rotacije općenito implicira i promjenu iznosa 
zakretnog momenta. 

Iz prethodnoga vidimo da kad su sve sile 
koje djeluju na tijelo u ekvilibriju, tako da se 
tijelo ne rotira ni akcelerira, onda su ukupna 
sila i ukupni zakretni moment oboje nula, pa 
infinitezimalni pomak tijela ne troši nikakav 
rad. Ako je ukupni zakretni moment oko 
jedne osi nula, a suma ostalih sila je također 
nula, onda je ovo istina za bilo koju os. 


Slika 3.2: Zakretna sila. Moment sile. 


Što je zapravo (xFy—yFz)? Ako sila Ё 
djeluje u točki 7 onda znamo da je rad za 
mali pomak jednak AW = Е.т: A0, gdje је 
Е, tangencijalna komponenta sile F. Ovo je 
očito jer je rad jednak SILA X PUT, a samo 
ona komponenta sile u smjeru puta proizvodi 
rad. Dakle, vidimo da je zakretni moment 
dan produktom tangencijalne komponente 
sile i radijusa vektora. 

Vidimo da je F; = Fsina, pa je zakretni 
moment rF; = rF sina. Vidimo također, da 
je ovo isto što i F'rg, gdje je ro okomita uda- 
ljenost osi rotacije od pravca djelovanja sile 
(Slika 3.2). Zbog toga se zakretni moment 
često zove i moment sile F (s obzirom na os 
rotacije). 


3.1.2 Zakretni impuls ili moment impulsa 
U analogiji između linearnog i rotacijskog gi- 
banja možemo ići i korak dalje. U linearnom 
gibanju, ukupna sila na sistem čestica bila 
je dana izrazom F= Z . Ovdje možemo 
uvesti analogni pojam, tj. vanjski zakretni 
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moment koji djeluje na sistem čestica u ro- 

taciji jednak je derivaciji po vremenu zakret- 

nog impulsa. Zakretni moment označavamo: 
džy dx 


۹٣ – ٧ = amp 11‏ سر قا 


Može se lako provjeriti da je ovo vremenska 
derivacija od тй — ут. Dakle, zakretni 
moment je vremenska derivacija ,,nečeg", a 
to ,nešto" nazivamo zakretnim impulsom, 
ili momentom impulsa: 


Ovaj posljednji izraz je čak i relativistički 
točan, pa je i u tome analogan linearnom im- 
pulsu. Slično kao i kod zakretnog momenta, 
možemo pisati: 


L = трі = pro 


gdje то іта isto značenje Као і коа bilo 
kakvog momenta vektora. 

Opet analogno zakretnom momentu, 
suma zakretnih impulsa svih čestica koje 
tvore neki sistem jednaka je ukupnom za- 
kretnom impulsu sistema, odnosno tijela, što 
je opet analogno linearnom gibanju: 


Li dL 
= у n= د‎ 
i 


„ай а 
gdje je L ukupni zakretni impuls sistema čes- 
tica ili tijela. U slučaju krutog tijela ukupni 
vanjski zakretni moment jednak je vremen- 
skoj derivaciji ukupnog zakretnog impulsa: 


d 
Tvan = Ttot = X Ti = 
٩ 


L 

dt 

što je rezultat činjenice da su u krutom tijelu 
sve unutrašnje sile uravnotežene. Ovo je u 
stvari istina i za bilo koji sistem čak kad on 
i ne predstavlja kruto tijelo, ukoliko se radi 
o sistemu u postojanom stanju. Posljedica 
ovoga je zakon očuvanja zakretnog impulsa 
koji kaže da neki sistem na koji ne djeluje 
nikakav vanjski zakretni moment zadržava 
svoj ukupni zakretni impuls. To možemo 
izraziti ovako: 

dL /*IZ ČEGA 


то = су = 0 SLIJEDI"/ L = konst. 
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Od naročitog je interesa pitanje kako naći 
zakretni impuls krutog tijela. To je suma 
svih zakretnih impulsa konstitutivnih čestica 
toga tijela oko date osi. Za i-tu česticu: 

Li = M,ViTi = mir?w 


JER ЈЕ U; = TjW 


Ukupni zakretni impuls je onda: 
L= - =w) mir; =uwI 
i i 


gdje je: 


I= ) mir? 
i 


Često tijela koja rotiraju imaju oblik koji 
je geometrijska kombinacija jednostavnijih 
tijela čije je momente inercije lako izračunati. 
Moment inercije ovakvih tijela možemo do- 
biti zbrajanjem momenata inercija njegovih 
sastavnih dijelova. Primjer na slici 3.3 je 
aparatura koja se sastoji od osovine s pomič- 
nim utezima. Dva utega iste mase m mogu 
klizati po osovini, kada ih udaljimo od osi 
rotacije, tromost sustava prema zakretanju 
postaje veća. 


Slika 3.3: Moment inercije tijela složenog 
od osovine i po njoj kliznih utega ovisi o 
distribuciji utega po osovini. 


Aparatura na slici 3.3 rotira zbog utega 
M koji slobodno pada i okreće polugu s ute- 
zima. Isprva su mase m veoma blizu osi, a 
M ubrzava. Kada se moment tromosti sus- 
tava poveća posmakom masa m dalje od osi, 
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ubrzanje tijela M se smanjuje jer sad sustav 
pruža, s obzirom na veći moment tromosti, 
veći otpor promijeni stanja rotacije. Mo- 
ment tromosti je dakle inercija koja se pro- 
tivi promjeni zakretnog impulsa i računa se 
zbrajanjem doprinosa svih masa rotirajućeg 
sustava pomnoženih s kvadratima njihovih 
udaljenosti od osi rotacije. 


3.2 Zakon sačuvanja zakretnog 
impulsa 


Imamo, dakle, rotacijski analogon izraza 
р = то, ali s tom razlikom da ulogu mase u 
linearnom gibanju ovdje igra veličina 7 koju 
nazivamo moment inercije. Vidimo da 
se moment inercije ovisi, ne samo od mase 
tijela već i od toga kako je ta masa raspo- 
dijeljena s obzirom na os rotacije. Moment 
inercije je dakle fizikalna veličina koja opi- 
suje tromost koju tijelo pruža na promjenu 
vrtnje. Matematički, to je suma produkata 
masa čestica i kvadrata njihovih udaljenosti 
od osi rotacije. Za razliku od mase u line- 
arnom gibanju moment inercije nije kons- 
tantan već, za dano tijelo, ovisi o raspodjeli 
njegove mase oko osi vrtnje. Ako se ova ras- 
podjela mase može tokom vrtnje mijenjati 
onda se mijenja i kutna brzina vrtnje, što je 
direktna posljedica zakona očuvanja zakret- 
nog impulsa. Dobar primjer je pirueta koju 
izvodi plesač na ledu, koji započne rotaciju 
držeći ruke i jednu nogu što dalje od osi 
rotacije pa, postepenim povlačenjem ruku 
i noge prema toj osi, povećava brzinu rota- 
cije. Iz zakona očuvanja zakretnog impulsa 
proizlazi: 
Пол = 1202 


Ova relacija nam može služiti za opis manje 
poželjnog fenomena koji je prikazan na Slici 
3.4. Automobil na cesti pred „progresivnim 
zavojem” ima u točki 1 brzinu vi, dok је 
radijus zakrivljenosti ceste na tom mjestu 
Ti- 

Ako aproksimiramo automobil jednom je- 
dinom česticom, vidimo da kad vozilo stigne 
u položaj 2, gdje je radijus zakrivljenosti 
ceste r2, njegov moment inercije opada za 
faktor r?/r2, pa će se njegova kutna brzina, 
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Ri=2xR> 


Slika 3.4: Automobil u progresivnom zavoju 


s obzirom na centar zakrivljenosti putanje, 
povećati prema izrazu: 


тїшї = 2 وم‎ 


Centripetalna akceleracija je wr, pa bi cen- 
trifugalna sila u točki 2 porasla u odnosu na 
istu silu u točki 1 za faktor r}/rž! Ako bi 
npr. imali ri = 2r2, onda bi centrifugalna 
akceleracija u točki 2 porasla za 8 puta u od- 
nosu na onu u točki 1. Račun nije, doduše, 
točan jer nije uzet u obzir rad na savlada- 
vanju centrifugalne sile između točaka 1 i 
2, što, u odsutnosti dodatne snage motora, 
usporava vozilo, ali ipak je dobar primjer 
opasnosti koja se javlja na loše projektira- 
nim prometnicama. 


3.2.1 Osobine centra mase 


Već smo vidjeli da svaki sistem tijela, bilo da 
se radi o mnoštvu čestica koje tvore kruto 
tijelo, ili o sistemu krutih tijela, imaju svoj 
centar mase ili težište. 

Pri linearnom gibanju ovaj centar mase 
ponaša se kao da je u njemu sadržana sva 
masa. Ovu tvrdnju nazivamo teorem o 
gibanju središta mase. Taj centar mase 
smo definirali kao: 
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Ovo je vektorska jednadžba, pa se može 
prikazati kao tri jednadžbe, po jedna za 
svaku komponentu vektora. 

Uzmimo jednu od ovih komponenata, npr. 
x-os, zatim zamislimo jedno tijelo „іѕјес- 
kano" na jednake čestice iste mase. Što 
onda znači: 


2 Mi 
Xi Mi 


Ako su svi „odresci” jednaki onda možemo 
pisati: 


Хом = 


m 


N 


= i i 
N 


Хом = = 
m 
gdje je N ukupni broj „odrezaka”. Tada je 
X em jednostavno aritmetička sredina svih 
x-ova. Ako bi, pak, mase „odrezaka” bile 
nejednake, onda bi za ,odrezak", recimo 
dvaput veće mase, njegov x došao dvaput u 
sumu; za triput masivniju česticu tri puta 
itd. Vidimo, dakle, da je X srednji položaj 
(u smjeru x-osi) svih masa; svaka od ovih 
masa uzeta u obzir proporcionalno svom 
iznosu. Tako će se X naći unutar plašta koji 
sadrži tijelo između najmanjeg i najvećeg 
x-a. Dakako, X ne mora biti u tijelu, što je 
očito ako se radi o tijelu takvog oblika da je 
ono baš ,, šuplje" tamo gdje se nalazi X. 

Ako je tijelo simetrično i homogeno, onda 
je težište negdje na osi simetrije, jer je sa 
svake strane centra mase isti broj negativnih 
i pozitivnih vrijednosti r-ova. Ako homo- 
geno tijelo ima dvije osi simetrije, onda se 
težište nalazi na sjecištu tih osi. 

Zamislimo li tijelo podijeljeno na dva ili 
više dijelova, očito je da će svaki taj pojedini 
dio imati svoje vlastito težište sa svim oso- 
binama koje težište ima. Ako, pak, imamo 
sistem koji se sastoji od više tijela, onda će 
težište sistema biti „težište težišta", kako je 
to prikazano na slici 3.5a za tri tijela čije su 
mase ma і тв i тс. Vidimo da je u ovom 
slučaju težište sistema jednostavno: 


MXOCM = MAXA+mBXB+mocXCc 


Teorem o gibanju središta mase ima dale- 
kosežne posljedice i odigrao je važnu ulogu u 
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razvoju našeg razumijevanja fizike. Pretpos- 
tavimo da je Newtonov zakon ispravan za 
male sastavne dijelove mnogo većeg sustava. 
Tada ovaj teorem pokazuje da je Newtonov 
zakon točan i za čitav sustav, čak i ako ne 
proučavamo sve njegove detalje, već samo 
ukupnu silu koja djeluje na njega i njegovu 
masu. 

Drugim riječima, Newtonov zakon ima 
neobičnu osobinu da ako je ispravan na odre- 
đenoj manjoj skali, onda će sigurno biti is- 
pravan i na većoj. Spoznaja da se težište 
sistema ponaša, pod djelovanjem Newtono- 
vih zakona isto tako kao da je cijela masa 
sistema sadržana u njemu vrlo je važna za 
proučavanje fenomena u fizici i astrofizici. 
Jedan od istaknutijih primjera potvrde va- 
ženja Newtonovog zakona je astronomsko 
otkriće planeta Neptuna. Proračunom su ga, 
na temelju gravitacijskog poremećaja Ura- 
nove staze, predvidjeli John Couch Adams 
i Urbain Le Verrier, a temeljem njihovih 
proračuna otkrio Johann Gottfried Galle.! 


Znamo li da su Newtonovi zakoni točni za 
jedan dio zvjezdanog sustava, onda znamo 
da su oni točni i za sve njegove dijelove, pa 
čak i za čitave galaksije. Kao što smo vidjeli 
Newtonove zakone poznajemo veoma dobro 
na skali dimenzija našeg, Sunčeva sustava. 
To nam omogućava da ista znanja aplici- 
ramo na sisteme koji su od nas udaljeni na 
desetine svjetlosnih godina. Još ekstrem- 
niji primjer poučka o gibanju centra mase 
je vizualno dvojna zvijezde Castor u sazvije- 
žđu Blizanaca, koja je zapravo kompozitni 
zvjezdani sustav prikazan na slici 3.5b. 

Zašto su nam važni skalabilni fizikalni 
zakoni koji se reproduciraju na svim ska- 
lama dimenzija? Zato što je stvarna skala 
temeljnih zupčanika svemirske ure atom- 
skih i subatomskih dimenzija koja je znatno 
„finija” od ,rezolucija" naše prirodne (npr. 


1Otkriće Neptuna dogodilo se na Berlinskoj zvjez- 
darnici. Korišten je refraktorski teleskop s Fraunho- 
ferovom lećom dijametra 24ст. S obzirom da refrak- 
torski teleskopi imaju maleno vidno polje računi su 
morali biti iznimno precizni da bi se novootkriveni 
planet našao u okularu teleskopa. 23. rujna 1846. 
Neptun je napokon otkriven s odstupanjem manjim 
od jednog lučnog stupnja od predviđena položaja. 
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Castor C 


CASTOR - ZVJEZDANI SUSTAV SA 6 ZVIJEZDA 


USPOREDBA 


\ (с) 
VELIČINA 


Castor B A 


Castor Aa Castor Ab 


Castor A 


Ө. 


Castor Bb 


О 


naše Sunce 


Castor Ba 


Castor Ca 
Castor Cb 


Slika 3.5: (a) Centar mase nekog sustava može se izračunati kao centar centara mase 
njegovih sastavnih dijelova (b) CASTOR kompozitni zvjezdani sustav od šest zvijezda od 
koje su četiri otkrivene zbog anomalnog ponašanja vidljivog „binarnog para". 


oko) ili umjetno stvorene aparature (npr. 
detektorski sustavi) za promatranja. To je 
razlog i da su prvi otkriveni zakoni prirode 
(npr. zakon poluge) bili skalabilni zakoni 
važeći na dimenzijskoj ljestvici čovjeka. Za- 
kone vezane isključivo za mikrosvijet koji se 
ne reproduciraju na višim razinama nije bilo 
lako otkriti. 


Što je s obrnutim problemom? Moraju li 
zakoni na malim dimenzijama biti isti kao 
oni na većim dimenzijama? Filozofski raci- 
onalan i eksperimentalno razuman odgovor 
bi bio: NE! Pretpostavimo da su pravi za- 
koni mikrosvijeta dani nekom čudnom ,,ne- 
skalirajućom” jednadžbom koja nema svoj- 
stvo da ikad bude primijenjena na velikim 
skalama dimenzija, već umjesto toga ima 
svojstvo da se na većim dimenzijama ta 
čudna jednadžba može tek aproksimirati 
»zakonom'" koji su skalabilan prema gore. 
Zapravo u Svemiru sve tako i funkcionira! 
Newtonovi zakoni su ,onkraj" atomskih za- 
kona ekstrapolirani na vrlo velike dimenzije. 
Stvarni zakoni gibanja čestica na finoj skali 
vrlo su neobični, ali ako uzmemo velik broj 
njih i spojimo ih (statistički ansambl i čes- 
tica i zakona), oni su približni, ali samo 
približni, Newtonovim zakonima. Newto- 
novi zakoni nam tada omogućuju da idemo 
na sve veću i višu ljestvicu, a čini se da su 
i dalje isti zakoni. Zapravo aproksimacija 
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postaje sve preciznija kako mjerilo postaje 
sve veće i veće. Stoga ovaj samoreproduk- 
tivni faktor Newtonovih zakona zapravo nije 
temeljna značajka prirode, ali je važna po- 
vijesna značajka. Nikada ne bismo otkrili 
temeljne zakone atomskih čestica prostim 
promatranjima jer su ona previše gruba. 


Pokazalo se da su temeljni zakoni atom- 
skog i subatomskog svijeta, zakoni kvantne 
mehanike, prilično različiti od Newtonovih 
zakona i teško ih je razumjeti. Sva su naša iz- 
ravna iskustva, iskustva s velikim objektima. 
U subatomskom svijetu objekti „izgledaju” 
i ,ponašaju se" potpuno kontraintuitivno 
našoj makroskopskoj percepciji. Stoga ne 
možemo reći: „elektroni se poput planeta 
okreće oko jezgre", ili nešto slično. Primje- 
njujemo li kvantnu mehaniku na sve veće i 
veće objekte, osnovni kvantnomehanički za- 
koni se ne reproduciraju, već proizvode nove 
zakone! To su Newtonovi zakoni, koji se 
zatim nastavljaju reproducirati od, recimo, 
predmeta na masenoj skali veličine nano- 
grama, što su još uvijek milijarde i milijarde 
atoma, do veličine Zemlje, Sunca, galaksija, 
pa i čitavog Svemira. 

Tako se, na primjer, drugi Newtonov za- 
kon F = ma reproducira na svim skalama 
vidljivog Svemira. Stoga nije slučajno da su 
baš Newtonovi zakoni bili prvi otkriveni fizi- 
kalni zakoni. Već proučavanje zakona elek- 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


108 


3. Rotacije i harmonička gibanja 


tromagnetizma iziskuje ulaženje u područja 
manjih dimenzija. O zakonima djelovanja 
slabe i jake nuklearne sile da i ne govorimo. 
Svaka znanost započinje akumulacijom in- 
formacija prikupljenih makroskopskim opa- 
žanjima i mjerenjima. Kad se sakupi kri- 
tična količina podataka prvi zakoni koji se 
razotkrivaju su oni koji se reproduciraju na 
svim skalama dimenzija prostora i vremena. 
Fizikalne zakone vezane isključivo uz neku, 
bilo ekstremno malu (leptoni i kvarkovi) ili 
ekstremno veliku (na granici vidljivog Sve- 
mira) skalu dimenzija moguće je naslutiti 
tek u eksperimentima iznimne energije ili 
iznimne preciznosti koji traže anomalije u 
predikcijama poznatih fizikalnih zakona. 

Vratimo se sada natrag u područje meha- 
nike krutih tijela. 

Zaključimo ovo poglavlje važnom jednadž- 
bom za rotacijska gibanja, svojevrsnim ana- 
logonom drugog Newtonovog zakona (F = 
dp/dt) za rotacije. 


U inercijalnim sustavima ovo vrijedi za bilo 
koju os, a u neinercijalnim, koji se npr. jed- 
noliko ubrzavaju, ovo je istina samo ako os 
rotacije prolazi kroz težište tijela s obzirom 
da u neinercijalnim sustavima inercijalne 
sile mogu rezultirati dodatnim zakretnim 
momentima. 


3.2.2 Određivanje centra mase 


Nazivi centar mase i težište nisu ekvivalentni. 
Prvi je univerzalno primjenjiv, a drugi se od- 
nosi zapravo samo na tijela u homogenom 
gravitacijskom polju. Ipak, radi se o istoj 
točki, pa se ovi nazivi rijetko strogo dijele. 
Izračunavanje centra mase općenito može 
iziskivati vrlo opsežan račun ukoliko je tijelo 
nepravilnog oblika i/ili nehomogeno. Ana- 
litičke metode su relativno jednostavne, jer 
samo iziskuju osnovno znanje matematičke 
analize, ali one su primjenjive samo u sluča- 
jevima kad imamo posla s tijelima određenih 
simetrija bilo po obliku bilo po raspodjeli 
gustoće. Kod korištenja analitičkih metoda 
možemo se poslužiti s raznim teoremima iz 
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matematičke analize, a ovdje možemo spo- 
menuti dva Pappusova teorema koji su od 
osobitog interesa.? 

Prvi Pappusov teorem? kaže da, ako jedna 
krivulja, koja definira zatvoreni dvodimen- 
zionalni geometrijski lik, generira neko tro- 
dimenzionalno tijelo, tako da se dvodimen- 
zionalni lik kreće u smjeru okomitom na 
ravninu u kojoj leži, onda tako nastalo ti- 
jelo ima volumen jednak umnošku površine 
dvodimenzionalnog lika i puta koji je nje- 
gov centar mase opisao prilikom generiranja 
trodimenzionalnog tijela. Od posebnog su 
interesa tijela nastala kružnim gibanjem ge- 
nerirajuće plohe (Slika 3.6). Tako npr. mo- 
žemo jednostavno naći težište trokuta koji 
generira stožac (Slika 3.6a), pravokutnika 
koji generira cilindar (Slika 3.6b) ili polu- 
kruga koji generira kuglu (Slika 3.6c). U 
ovom potonjem imamo: 

3 2 
4тт‏ و ناس 


2 3 


iz čega vidimo da je x = £, što bi bilo malo 
teže naći direktnom analizom. 


1. 
>< г 
er. 


stožac cilindar 


kugla 


Slika 3.6: (a) stožac (b) cilindar (с) kugla 
generirana rotacijom odgovarajućeg dvodi- 
menzionalnog lika. 


Drugi Pappusov teorem je analogan pr- 
vome, ali se odnosi na otvorenu krivulju koja 


2Pap iz Aleksandrije, (lat. Pappus), grčki je 
matematičar koji je djelovao oko 320 godine. U djelu 
Zbirka (Synagoge or Collection), dao je sustavan 
pregled grčke matematike do toga doba. Kako je 
djelo gotovo u potpunosti sačuvano, ono je glavni 
izvor za upoznavanje helenističkog razdoblja grčke 
matematike. 

3Prvi Papov teorem poznat je i kao Pappusov 
teorem o centroidima, nazivan ponekad i kao Guldi- 
nusov ili Pappus-Guldinusov teorem. 
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leži u ravnini i, krećući se u smjeru okomi- 
tom na tu ravninu, generira plohu. Površina 
ovako generirane plohe jednaka je umnošku 
dužine krivulje koja generira plohu i puta 
koji centar mase krivulje opiše generirajući 
plohu. Primijetimo da naše korištenje na- 
ziva „centar mase" implicira da se ovdje radi 
o likovima koji su geometrijska mjesta ma- 
terijalnih točaka. 


3.2.3 Momenti inercije nekih tijela 
Kako analitički naći moment inercije? لا‎ 
jednostavnim slučajevima to je sasvim lako. 
Uzmimo npr. slučaj štapa (Slika 3.7) koji se 
vrti oko jednog svog kraja. Treba napraviti 
jednostavnu sumaciju ili integral: 


1= У mie +) 
٩ 


/*ZA ROTACIJU 
TIJELA OKO Z-0SI*/ 


ili 


je Јат 


/*ZA ROTACIJU 
TIJELA ОКО Z-0SI*/ 


Ako је tijelo homogeno onda: 


T= p لوا‎ 


dx 


Slika 3.7: Moment inercije štapa 


Uzmimo slučaj homogenog štapa zanema- 
rive debljine koji je okomit na os rotacije. 
Vidimo da je dm = pd gdje je p gustoća štapa 
po jedinici dužine pa je 


L 
1=o f وول 2و‎ = 
0 


gdje je masa štapa m = pL. 
Vidimo da, ako zarotiramo štap oko sre- 
dine, onda је Г = т12/12, tj. štap je četiri 


mL? 
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puta lakše zarotirati oko sredine nego oko 
kraja. 


Na sličan način, metodom integracije, 
mogu se izračunati momenti inercije raznih 
pravilnih tijela ako rotiraju oko osi koje se 
poklapa s njegovom osi simetrije. Posebno je 
trivijalno odrediti moment inercije prstena 
(ili cilindra) jer su sve točke na prstenu jed- 
nako udaljene od osi rotacije ako ona prolazi 
kroz središte prstena (cilindra). Moment 
inercije diska ili valjka može se izračunati 
koristeći se sumacijom (integracijom) svih 
prstenova (cilindara) koje ovaj sadrži. 


Ako pak tijela rotiraju oko osi koje ne pro- 
laze kroz težište, nastaju dodatni problemi 
kod kojih nam dobro dođe teorem o pa- 
ralelnim osima nazivan još i Steinerovim 
teoremom. 


Zamislimo tijelo koje rotira oko neke osi 
koja može biti i izvan njega (Slika 3.8). Ko- 
liki je moment inercije za rotaciju oko te 
osi? 


Ako se sjetimo osobina težišta, naša prva 
pomisao bi mogla biti da je moment inercije 
jednak M RŽ м: Ovo je točno, ali samo onda 
ako uistinu jedino težište tijela rotira oko te 
dane osi! Ova situacija je prikazana na Slici 
3.8. Tijelo, dakle, valja biti ovješeno tako 
da se može slobodno rotirati bez trenja oko 
jedne osi koja prolazi kroz njegovo težište i 
paralelna je s vanjskom osi rotacije. Ako je 
tijelo čvrsto spojeno za vanjsku os, vidimo da 
ono u prostoru zapravo rotira oko dvije osi: 
uz onu vanjsku, rotira se i oko svoje paralelne 
osi kroz težište. U ovom slučaju valja, uz 
moment inercije za rotaciju oko vanjske osi, 
dodati i moment inercije za rotaciju oko 
»vlastite" paralelne osi kroz težište: 


I= Том + МВ, у /* ZA PARALELENE OSI */ 


gdje Icm predstavlja moment inercije za 
rotaciju oko ,vlastite" osi. 


Ovo možemo lako dokazati. Ograničimo 
se, zbog jednostavnosti, na os x. Udaljenost 
čestica od osi rotacije možemo označiti kao 
Xi = Х + Хом, gdje X; mjerimo od С.М. 
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Slika 3.8: Steinerov teorem ili poučak o pa- 
ralelnim osima. 


Tada: 


І. =Y وه‎ (8 mX]! 
٩ ٩ 


+ Хём Ут, 


1 


Vidimo odmah da je srednji član desne 
strane jednak nuli jer to je definicija težišta, 
tj. ima isto toliko pozitivnih koliko i nega- 
tivnih X/. Prva suma na desnoj strani је 
jednaka Icm, a druga је MX m čime je 
teorem dokazan. 

Još jedan korisni teorem odnosi se na li- 
kove (dvodimenzionalna tijela) bilo kojeg 
oblika. Za dvodimenzionalni lik (Slika 3.9), 
koji se nalazi u x,y ravnini i rotira oko z-osi, 
može se pokazati da je moment inercije za 
rotaciju oko z-osi jednak sumi momenata 
inercije za rotaciju oko x i y osi.: 


la = Уту I= mix} 
i i 
Vidimo da je: 
І. = Ута +) 

i 

= > miz? + у miy 
i i 

= І. + Ty 

Ovaj teorem naziva se poučak о okomi- 


tim osima i uistinu je od koristi samo ako 
geometrijski lik ima visok stupanj simetrije. 


Slika 3.9: Poučak o okomitim osima 


U tablici u nastavku tabelirani su neki mo- 
menti inercije za jednostavna tijeka ako os 
rotacije prolazi kroz neku simetralu ili/i te- 
žište tijela. Primijetimo da je opći oblik 
momenta inercije: 


MASA 
TIJELA 


KVADRAT 


NEKI х 
DIMENZIJE 


KOEFICIJENT х 


3.2.4 Kinetička energija rotacije 
Kolika je kinetička energija rotacije krutog 
tijela? Odgovor možemo intuitivno pogoditi 
služeći se analogijom s linearnim gibanjem. 
Budući da 7 odgovara masi, a w odgovara 
brzini očekujemo da će kinetička energija ro- 
tacije imati oblik Ёк = Тш, što je točno. 
Ovo moramo i dokazati. Počnimo od jedne, 
i-te, čestice danog tijela koje se rotira oko 
osi na udaljenosti r;. Njena obodna brzina 
je wr;. Ukupna kinetička energija tijela će 
biti: 

Erot = لک = زک له‎ Упит? 

: i 2 i 
1 و‎ 
= z” I 

Pogledajmo što se dogodi kad sjedimo 
na rotirajućem stolcu i vrtimo se oko ver- 
tikalne osi držeći u nasuprotno ispruženim 
rukama po jedan uteg kao na slici 3.10. Kad 
utege privučemo k tijelu zavrtimo se brže jer 
Гал = 1202. No, energija nije ostala ista! 
Energija rotacije ovisi o w?, ра je očito da 
je energija rotacije narasla. 
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PRSTEN KONCENTRIČNIH RADIJUSA rı I r2 
PRSTEN KONCENTRIČNIH RADIJUSA rı I r2 


DISK RADIJUSA r 
SFERA RADIJUSA r 
KUGLA RADIJUSA r 


PRAVOKUTNIK SA STRANICAMA a,b 
PRAVOKUTNIK SA STRANICAMA a,b 
PARALELOPIPED SA STRANICAMA a,b,c 


CILINDAR RADIJUSA 7, DUŽINE L 
VALJAK RADIJUSA 7, DUŽINE L 
VALJAK RADIJUSA 7, DUŽINE L 


HOMOGENO TIJELO 7-08 PROLAZI I, 
TANKI ŠTAP DULJINE L 1 NA SREDIŠTE 1/12 ML? 
TANKI PRSTEN RADIJUSA r 1 NA SREDIŠTE Mr? 


1 NA SREDIŠTE 
KROZ DIJAMETAR 


1/2 M(r1 +12) 
1/4 M(ri +r3) 


L NA SREDIŠTE 1/2 Mr? 
KROZ SREDIŠTE 2/3 Mr? 
KROZ SREDIŠTE 1/5 Mr? 
||} KROZ SREDIŠTE 1/12 Ma? 


1/12 M(a? +b?) 
1/12 M (a? +b?) 


L KROZ SREDIŠTE 
||С KROZ SREDIŠTE 


| KROZ SREDIŠTE Mr? 
|L KROZ SREDIŠTE 1/2 Mr? 
LL KROZ SREDIŠTE | M(r2/4+1?/12) 


Tablica 3.1: Momenti inercije nekih tijela 


Ovo je problem sličan onom kojeg smo spo- 
menuli kod primjera automobila u ,,progre- 
sivnom zavoju". I ovdje, s obzirom da se na- 
lazimo u neinercijalnom sustavu vršimo rad 
protiv centrifugalne sile. Ako promatramo 
proces pažljivo, vidimo da, povlačeći utege 
prema osi rotacije proizvodimo zakretnu silu! 
To je istina; ime ove „поуе” sile je Corioli- 
sova sila“. Kad se neka masa u rotirajućem 
sustavu počinje kretati prema osi rotacije, 
nastaje Coriolisova sila smjera ortogonalnog 
smjeru kretanja te mase. Coriolisova sila 
je pseudosila; ona nastaje zbog toga što ti- 
jela nastoje očuvati njihov zakretni impuls. 
Proučimo ovaj fenomen malo detaljnije. 


3.2.5 Coriolisova sila 
Zamislimo promatrača na rotirajućoj kruž- 
noj platformi. Na platformi zamislimo jednu 


“Coriolisova sila dobila je ime po francuskom fizi- 
čaru i matematičaru Gaspardu Gustaveu Coriolisu 
koji je u fiziku uveo opću definiciju rada i kinetičke 
energije kroz formu mv? /2 (za razliku od Leibnizove 
forme mv?). Proučavajući kinetičku energiju u roti- 
rajućim sustavima otkrio je silu koja nosi njegovo 
ime i ima važnu ulogu u meteorologiji i oceanografiji. 
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ravnu crtu koja jasno označava jedan njezin 
dijametar. Stojeći u sredini platforme, na 
osi rotacije, opažač pokušava konopom pri- 
vući jedan predmet koji se nalazi u blizini 
ivice platforme. Pretpostavimo, nadalje, da 
ovaj predmet može klizati po platformi bez 
značajnog trenja. U početnom položaju za- 
kretni impuls predmeta je bio Li = mwr?. 
Ako bi opažač inzistirao da predmet klizi po 
dijametralnoj crti, morao bi voditi računa 
da u željenom konačnom položaju predmet 
mora imati zakretni impuls Lə = mwež. S 
obzirom na to da je то < ri, postoje dvije 
mogućnosti: a), predmet nastoji zadržati 
svoj zakretni impuls, pa se njegova vlastita 
brzina rotacije povećava i „brza u odnosu 
na platformu, tj. kreće se, osim u smjeru osi, 
također i u smjeru ortogonalnom na radijus 
rotacije ili b), opažač vuče predmet po nekoj 
tračnici koja je radijalnog smjera i dozvo- 
ljava tijelu da se kreće jedino u smjeru radi- 
jusa. U tom slučaju će Coriolisova sila djelo- 
vati na ivicu tračnice u smjeru ortogonalnom 
na radijus i ubrzavati platformu. Rad na 
ubrzavanju platforme (zajedno s predmetom 
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Slika 3.10: „Razmještanjem” masa u sustavu 
koji rotira mijenjamo njegovu kutnu brzinu 
vrtnje. Ali to nije sve! Pri tom vršimo i 
rad protiv centrifugalne sile koju osjećaju ti- 
jela u rotirajućem (neinercijalnom) sustavu. 
Conservation of Angular Momentum Intro- 
duction and Demonstrations 


i opažačem) jednak je radu koji vrši opažač 
pri potezanju predmeta prema osi rotacije. 
Možemo ovo napisati ovako: 
dL d(mwr?) dr 
T= — = ———— = 2mwr— = Fer 

dt dt а 


gdje је Fe Coriolisova sila. 

Iz izraza vidimo da je to upravo sila koja 
generira zakretni moment. Vidimo da ova 
sila ne ovisi o radijusu, pa stoga djeluje na 
tijelo i kad se ovo nalazi na osi rotacije plat- 
forme. Kako i zašto Coriolisova sila baš 
tako djeluje, možemo lako zamisliti ako za- 
mislimo da se naša platforma okreće vrlo 
polagano, tako da se zacrtana dijametralna 
oznaka okrene samo za 7/2, dok predmet 
s jedne strane dijametralne crte stigne na 
suprotnu. Možemo se uvjeriti da će putanja 
predmeta izgledati kao na slici 3.11a. Vi- 
dimo da je ta putanja, gledana iz sustava 
koji miruje, zakrivljena. 'Ta zakrivljenost 
implicira akceleraciju zbog djelovanja sile, a 
to je upravo Coriolisova sila. 

Coriolisovu silu srećemo i kod tangenci- 
jalnog gibanja što je malo teže predočiti. 
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1. polarni istočni vjetrovi 

2. prevladavajuće zapadni 
vjetrovi 

3. konjske širine 

4. vjetar konstantnog Bey 
sjevernoistočnog smjera = 

5. tropske tišine _ 
(područje zatišja vjetra) 

6. vjetar konstantnog 
jugoistočnog smjera 

7. konjske širine 

8. prevladavajuće zapadni 
vjetrovi 

9. polarni istočni vjetrovi 


Slika 3.11: Coriolisova sila (a) Tijelo na 
platformi koja rotira. U vektorskoj notaciji 
Coriolisova sila sadrži obje komponente, ra- 
dijalnu i transverzalnu. (b) Coriolisova sila 
odgovorna je za globalna strujanja zračnih 
masa i vodenih tokova na Zemlji. 


Pretpostavimo da se opažač na platformi 
kreće po kružnoj stazi na obodu platforme 
(r = konst.) konstantnom brzinom. U sus- 
tavu koji se rotira zajedno s platformom 
obodna brzina opažača je ve. Iz sustava 
koji miruje opažač na platformi ima brzinu 
vVA=vR+wr. Centripetalna sila potrebna 
da održi opažača na kružnoj putanji je 


тад 


2 
mv 
= Е _ 2ImvRu — mw?r 
r r 


Prvi član na desnoj strani bi bio prisutan 
i bez rotacije platforme. Treći član je cen- 
trifugalna sila koja bi bila prisutna kad bi 
opažač i mirovao (s obzirom na platformu) 
na obodu platforme. No postoji i drugi član. 
To je sada radijalna Coriolisova sila. Vi- 
dimo, dakle, da je, u slučaju radijalnog giba- 
nja, nastala Coriolisova sila tangencijalnog 
smjera, dok je u slučaju tangencijalnog gi- 
banja ona radijalnog smjera. 

Do sada smo naša razmatranja nastojali 
obavljati u dvodimenzionalnom svijetu ili 
bar probleme iz tri dimenzije reducirati na 
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dvije.? Općenito rotacija krutog tijela je tro- 
dimenzionalni problem i u nastavku ćemo 
morati upotrijebiti vektorsku algebru koje 
smo uveli u odjeljku 2.2.1, a odnose se na 
vektorski produkt vektora. Kao i u slučaju 
Coriolisove sile sa slike 3.11 matematička 
formulacija problema gibanja u neinercijal- 
nom sustav koji rotira jest kompaktnija ali 
ne nužno i intuitivnija što će nesviklom či- 
tatelju u početku možda stvarati probleme. 
No valja nam početi! 


3.3 Rotacija tijela u prostoru 


Opis rotacije tijela u prostoru predstavlja, 
u stvari, poopćenje relacija koje smo izveli 
za pojedine ravnine. Tako smo npr. za х,у 
ravninu zakretni impuls pisali kao Py — ypz. 
Analogni izrazi se mogu napisati i za druge 
dvije ravnine. Pitamo se: kako se ovo tran- 
sformira. Rotacija u nekoj ,,novoj" ravnini 
može se očito prikazati kao kombinacija ro- 
tacija u trima ,starim" ravninama. 

Pretpostavimo dva sustava od kojih je 
jedan zakrenut u odnosu na drugi. Zbog 
jednostavnosti, pretpostavimo da je jedna os, 
recimo 2-08, ostala ista. To znači da su у, 2 
і 2,2 „поуе” ravnine u zakrenutom sustavu. 
Vidimo da smo slične transformacije izvodili 
s vektorima. U , starom" sustavu S zakretni 
moment možemo pisati kao:* 


Tey سو للا ره‎ 
Ty = YFz—zFy 
Tag = ZEy— zF; 


U zakrenutom sustavu S”: 


= ГА / 
тау = x Ру = у Fy 


ШР = y Fy — 2 Fy 
Ty! = 2 Ey = Fy 


5To je konceptualno moguće ako je jasno de- 
finirana os rotacije, a tijelo koje rotira možemo 
efektivno promatrati samo u jednoj ravnini koja 
je okomita na tu os. 

$predznak ovisi o konvenciji; u našem slučaju to 
једу 2 
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Znamo da je:' 
х! = 


у = ycos6— хіп 0 


xcos6 + ysin 


Za silu vrijedi analogno: 


Ер = Еъсоѕ0 - Fysinð 
Fy = F,c0s0— Ё„вїпӨ 
F; = Р, 


Zakretni moment sada možemo izračunati u 
novim" koordinatama. Za ravninu x,y oče- 
kujemo intuitivno, to možemo lako pokazati, 
da zakretni moment ostaje isti: 


тау! = Тху 


što ne iznenađuje, jer se radi o istoj ravnini. 
Za druge dvije ravnine imamo: 


Ту! д! = Ту COSO + тез sin 0 


Tzla! = Tza COS — туг Sin 0 


Vidimo da se zakretni momenti transformi- 
raju kao vektori, gdje je Try ,,Z-komponenta" 
dok su ту ,2-komponenta", a тъ „у- kom- 
ponenta". Koristeći ove nazive možemo onda 
pisati: 


Ты” = Tz 
Ta! = TxC0s0 + туѕіп Ө 
Ty = Tycos6— тъ sin 0 


Dakle isto Као kod običnih vektora! Vidimo, 
da se zakretni moment (a isto tako i zakretni 
impuls) ponaša, matematički, kao vektor. 
Smjer vektora je, međutim, okomit na rav- 
ninu rotacije. U tim okolnostima vektor bi 
mogao imati dva smjera. Za „desni” sus- 
tav, koji je uobičajen, konvencija koristi pre- 
dodžbu desnog vijka; ako se vijak vrti na 
desno, ide prema naprijed tj. u smjeru vek- 
tora (Slika 3.12). Činjenica da su veličine 
u vezi s rotacijom vektori, jedna je od os- 


novnih osobina trodimenzionalnog prostora 
8 


70 je kut za koji su osi zakrenute 

ВА] ne i višedimenzionalnog prostora. Nije teško 
vidjeti da se ovdje radi o tenzorima koji se samo u 
trodimenzionalnom prostoru reduciraju na vektore. 
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3.3.1 Polarni i aksijalni vektori 
Vidimo da naše pravilo možemo proširiti 
na bilo koja dva vektora d i b i načiniti ga 


općenito važećim:? 
Съ = d,bz—azby 
Cy = афа — аъ 
с„= daeby — аба 


Ovo možemo kraće pisati ovako: 
С= ахь 


Vidimo da ovdje imamo antikomutacijsko 
pravilo: 


bxa=-Cc=-dXxb 


Za d=b vrijedi da je vektorski produkt vek- 
tora sa samim sobom nula! 


xa=0 


په 


Slika 3.12 općenito prikazuje svojstva vek- 
torskog produkta dvaju vektora u koordinat- 
nom sustavu. Vektor tog produkta ortogo- 
nalan je na ravninu razapetu vektorima @ і 
b iznosa: 


а=: ө 


gdje je 0 kut između d i b. 

Čitatelja vičnog determinantama ovdje 
ćemo podsjetiti na još jedan mnemonički 
koristan zapis vektorskog produkta: 


Slika 3.12: Vektorski produkt vektora, 


ili pseudovektore koji često (ali ne i uvi- 
jek) predstavljaju fizikalne veličine. Kao 
primjere polarnih vektora možemo navesti: 
radijus vektor, (7); brzinu, (0 ); silu, (F); 
impuls, (p); električno polje, (E). Kao pri- 
mjere aksijalnih vektora navedimo: kutnu 
brzinu, (8); zakretni impuls, (Г); moment 
sile, (7); magnetsko polje, (B). 

Vektorski produkti proširuju pravila vek- 
torske algebre. Osnovna su: 


(ой) хб = о(@ х Б) 


== (a2b3 = a3b2)i + (a3b1 = aıb3)j 


> 
1 


3 


Vidimo još nešto: dok su di b ,pravi' 
vektori, с je nekakav ,,umjetni" vektor, pro- 
izvod konvencije. Vidjet ćemo, međutim, 
da vektorski produkti dvaju ,pravih", ili 
polarnih vektora daju aksijalne vektore 


9sjetimo se pravila x > y > z > £ > ... 
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3.3.2 Aksijalni vektori rotacije 


Vektorski produkti vektora nam daju mo- 
gućnost da veličine u vezi s rotacijom tijela 
sada izrazimo jednostavno i precizno. Tako 
npr. zakretni moment možemo pisati kao: 


T=TXF 
ili, za jednu česticu: 
=rxp 
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Vektorski izraz za rotacijsku analogiju dru- 
gog Newtonovog zakona možemo napisati 
kao: 

аі 

dt 

Ovo, dakako, vrijedi i za sistem čestica, iz 
čega proizlazi zakon očuvanja zakretnog im- 
pulsa, رر‎ konst., što možemo reći za kutnu 
brzinu w? Vidimo da je i ona vektor, jer 
ako tijelo pokušamo vrtjeti oko dviju osi 
ono će se orijentirati u prostoru tako da će 
nastati nova os vrtnje koja odgovara vektor- 
skoj sumi prvobitnih kutnih brzina. Kako 
je kutna brzina vektor, možemo sada snagu 
koju zakretni moment vrši pisati kao: 


T= 


PETU 


što je opet analogno izrazu za linearno gi- 
banje, P = ۲۰٢ Također se lako pokaže 
da je tangencijalna brzina neke čestice koja 
rotira oko osi na udaljenosti 7 dana produk- 
tom: 7 = 0 хг. Na kraju napomenimo da se 
Coriolisova sila izražava također produktom: 


> 


Fe 217/0 x 0 
što je potpuno u prostoru definira. 


3.3.3 Žiroskop i zvrk 
U osnovi njihovog ponašanja ne postoji raz- 
lika između žiroskopa i zvrka, iako u praksi 
koristimo prvi naziv kad se radi o napravi 
koja ima funkciju instrumenta, dok drugi ko- 
ristimo za opis raznih igračka zasnovanih na 
istom principu. Žiroskopi već odavna tvore 
okosnicu inercijalne navigacije, a služe tako- 
đer za stabilizaciju raznih pokretnih obje- 
kata od brodova do svemirskih letjelica. 
Ako sjednemo na rotirajući stolac i uz- 
memo u ruke jedan masivniji kotač, mo- 
žemo načiniti jednostavan pokus koji poka- 
zuje očuvanje zakretnog impulsa (Slika 3.13). 
Orijentiramo prvo os kotača horizontalno dr- 
žeći osovinu pred sobom i damo kotaču odre- 
đenu rotaciju. Ako sada polako podignemo 
osovinu u vertikalni položaj, opazit ćemo da 
je i naše tijelo dobilo rotaciju u suprotnom 
smjeru, jer ukupni zakretni impuls sistema 
oko vertikalne osi mora i dalje ostati nula 
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što je u početku i bio. Ako ponovno vratimo 
os kotača u prvobitni položaj, naše tijelo će 
prestati rotirati oko vertikalne osi i situacija 
će biti jednaka prvobitnoj. Postavlja se pi- 
tanje: koje su sile uzrokovale vrtnju našeg 
tijela i koje sile su je zaustavile? 


Slika 3.13: Os rotacije zamašnjaka na oso- 
vini je okomita. Zakretanjem osi rotacije 
zamašnjaka iz okomitog položaja uzrokuje 
rotaciju platforme tako da ukupni zamah 
oko vertikalne osi bude očuvan. Wheel Con- 
servation of Angular Momentum Demons- 
tration and Solution 


Počnimo od stanja u kojemu se zvrk 
okreće oko horizontalne osi npr. y (Slika 
3.14). Zamislimo sada da želimo rotirati 
zvrk oko x-osi nekim malom kutnom brzi- 
nom ©. Nakon kratkog vremena At zakrene 
se os rotacije za kut A0. 

Zanemarimo li mali zakretni impuls koji je 
nastao rotacijom oko z-osi, možemo і dalje 
pretpostaviti da je zakretni impuls zvrka 
Li dalje istog smjera kao i kutna brzina 
2). Promjena AL zakretnog impulsa je tada 
po iznosu dana izrazom AL = LyAf iz čega 
zaključujemo da je 


АГ AG 


At = а TL 


T= 
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žiroskopski os vrenje 
okvir 
(a) 
kardanski rotor 
prsten 
(b) 


Slika 3.14: (a) Žiroskop (b) Dijagram angu- 
larnih momenata žiroskopa 


gdje je T zakretni moment vezan uz pro- 
mjenu L-a. Ako su Оі Lo u početku ho- 
rizontalni, kao na našoj slici, onda vidimo 
da je T vertikalan. Dakle za rotaciju zvrka 
oko osi s moramo uporabiti par sila -F 
i F na krajevima osovine zvrka koji gene- 
riraju zakretni moment 7. Na isti način, 
ako „direktno” zakrenemo osovinu zvrka u 
vertikalni smjer, tj. stvaramo zapravo za- 
kretni moment u smjeru x-osi, pojavljuju 
se sile -F i F koje generiraju zakretni mo- 
ment u smjeru z-osi. Ovo je upravo zakretni 
moment koji je prouzročio okretanje našeg 
tijela na rotirajućem stolcu i koji ga je kas- 
nije zaustavio kad smo zvrk vratili u početni 
položaj. 

Djelovanje sila na zvrk možemo zorno pri- 
kazati na čigri. Čigra je zvrk-igračka koja 
se vrti na ravnoj površini i općenito prece- 
sira. Precesija u ovom slučaju je posljedica 
djelovanja gravitacije na zvrk (Slika 3.15). 
Težina zvrka mg i reakcija podloge u točki 
dodira tvore par sila u ravnini. 

Ortogonalno na ravninu koja sadrži taj 
par sila javlja se vektor zakretnog momenta 
т. Ovaj vektor т proizvodi precesiju koja se 
očituje kao rotacija О zvrka oko vertikalne 
osi kroz točku dodira s površinom. Pri tome 
T rotira oko osi precesije i ostaje u horizon- 


Slika 3.15: Zvrk ili čigra 


talnoj ravnini. Iz vektorskih relacija jasno 
nam je kako se cijeli proces odvija. Ono što 
nas zanima je porijeklo sila koje se pri tome 
javljaju. 

Da bismo lakše predočili zašto se sile 
javljaju poslužit ćemo se modelom sličnim 
onom koji smo koristili pri objašnjenju Co- 
riolisove sile. Zamislimo da se zvrk, poput 
onoga na slici 3.16, vrti vrlo sporo. Zamis- 
limo, nadalje, da osovinu zvrka zakrećemo 
držeći je stalno u =, у ravnini. 


Slika 3.16: (a) Precesija Zemlje kao precesija 
zvrka. (b) Gibanje pojedinih dijelova zvrka, 
čija se os okreće, odvija se po zakrivljenim 
linijama. 
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Jedna točka na obodu zvrka opisat će 
pri tome putanju kako je to prikazano na 
slici 3.16. Zakrivljena putanja implicira silu 
koja djeluje ortogonalno na smjer putanje. 
Na dijametralno suprotnom dijelu zvrka mo- 
žemo zamisliti istu takvu točku koja opisuje 
suprotno zakrivljenu putanju (označenu crt- 
kano na slici 3.16). Ove dvije materijalne 
točke, dakle, generiraju par sila koje nastoje 
proizvesti precesiju. Nije teško uvjeriti se 
da će sve materijalne točke zvrka zajedno 
doprinijeti precesiji i da će ona biti upravo 
u smjeru koji se opaža. 

Formula #= О x Г nam ne objašnjava raz- 
log zbog kojega se zvrk počne precesirati. 
Ona nam jedino pokazuje što se i kako de- 
šava kad zvrk već precesira. Pogledajmo, 
stoga, jedan primjer koji će nam predočiti 
detalje pojave. 

Rotirajući kotač, prikazan na slici 3.17a, 
postavljen je horizontalno na oslonce; lijevi 
oslonac ima gibljiv ovjes tako da može roti- 
rati oko vertikalne i horizontalne osi. Desni 
oslonac se pak može u bilo kojem trenutku 
ukloniti. 


Slika 3.17: Poduprti zvrk: precesija 


Kotaču damo dosta brzu rotaciju i zatim 
trenutno uklonimo desnu potporu. Sto će 


se desiti? Matematički izraz F= О x L neće 
nam reći zašto zvrk naprosto ne padne već 
umjesto toga počne precesirati. Ono što se 
događa u trenutku kad uklonimo potporu 
je upravo to da zvrk počne padati. Padanje 
zvrka, međutim znači rotaciju oko horizon- 
talne osi ortogonalne na os vrtnje, što pro- 
izvodi zakretni moment 7. Ovaj će, sa svoje 
strane, proizvesti zakretni moment koji će 
generirati precesiju kutne brzine О. Kako to 
da ovaj zakretni moment traje samo izvjesno 
vrijeme dok О ne postigne svoju konačnu vri- 
jednost i onda ,,utrne?? Ako vrlo pažljivo 
promatramo što se zbiva u trenucima od- 
mah nakon uklanjanja potpore, vidimo da 
zvrk, padajući, počne precesirati, ali zbog 
inercije svoje mase preleti položaj ravnoteže 
i ,utone" u položaj prebrze precesije koja 
proizvede suprotni moment koji ovo propa- 
danje korigira, pa se zvrk vrati natrag pri 
čemu opet preleti položaj ravnoteže itd. Ove 
oscilacije nazivamo nutacija i potrajale bi 
u nedogled kad ne bismo imali prigušenje u 
ležajevima i zraku koje konačno umiri zvrk 
u stanje jednolike precesije. Ali zašto zvrk 
ne nastavi propadati i precesirati sve brže i 
brže? 


Kad se zvrk umiri, vidimo da njegova os 
rotacije ,visi", tj. nije više horizontalna. 
Ovo, kao i činjenica da on dalje ne pro- 
pada, posljedica je zakona očuvanja zakret- 
nog impulsa. Precesija implicira postojanje 
zakretnog impulsa La kojega smo ranije za- 
nemarili. Njegov smjer je vertikalan, kako je 
prikazano na slici žiroskopa 3.14. Konačni 
zakretni impuls rotacije zvrka mora sada 
,visjeti" prema dolje kako bi bila ispunjena 
relacija očuvanja zakretnog impulsa : Lo = 
Li+ Lo. 


Primjećujemo na slici 3.17 i to da je iz- 
nos Lı malo veći od od Lo. To je u redu 
što se tiče vektorske sume, ali to znači da 
se sada zvrk vrti brže! Odakle dodatna ki- 
netička energija vrtnje? Ona je došla od 
gravitacijske potencijalne energije prilikom 
„propadanja” zvrka u novi položaj. 
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Slika 3.18: М№ибасіја poduprtog zvrka. 
Gyroscopes: Rotation, Precession, and Nu- 
tation 


3.3.4 Zakretni impuls nepravilnog tijela 


Na kraju ovih razmatranja valja posvetiti 
pažnju još jednom problemu, a to je rotacija 
nepravilnih tijela. Kod nepravilnih tijela 
smjer zakretnog impulsa ne mora se pokla- 
pati sa smjerom vektora kutne brzine. Ovo 
možemo lako vidjeti na primjeru asimetrično 
učvršćenog kotača (Slika 3.19). Ovo tijelo 
rotira oko osi koja se poklapa sa simetralom 
osovine, ali ne i simetralom kotača. Intu- 
itivno znamo da će se kotač kod ovakve ro- 
tacije nastojati ispraviti i dovesti se u stanje 
simetrične rotacije. 


L = Lo 


0; 


Slika 3.19: Kod nepravilnih tijela zakretni 
moment i kutna brzina ne moraju biti para- 
lelni! 


Ležajevi su, međutim, čvrsto uglavljeni 
i cijela struktura će se tresti prilikom ro- 
tacije. Ova trešnja dolazi od toga što se 


pojavljuje transverzalna izmjenična sila na 
ležajeve koja dolazi od toga što se, okomito 
na os rotacije, pojavljuje zakretni moment. 
Porijeklo ovog momenta nije teško uočiti 
ako razlučimo vektor @ na komponente od 
kojih je jedna 1 u smjeru osi simetrije ko- 
tača, a druga 22 okomita na tu os. Momenti 
inercije za rotaciju u ovim smjerovima nisu, 
dakako, isti, pa su iznosi odgovarajućih za- 
kretnih impulsa različiti. Tako se vektori 
Li(= hæ) i (= 1202), koji odgovaraju 
rotaciji (i, odnosno 02, sumiraju tako da 
njihova rezultanta L općenito nije u smjeru 
@. 

Općenito, kad imamo posla s bilo kakvim 
tijelom bilo kojeg oblika, uvijek postoje, za 
takvo tijelo, tri međusobno okomite osi, koje 
prolaze kroz centar mase, a orijentirane su 
tako da je moment inercije za rotaciju oko 
jedne od njih maksimalan, za rotaciju oko 
jedne je minimalan, a za rotaciju oko one 
treće je negdje između maksimalnog i mi- 
nimalnoga. Ove osi se nazivaju glavnim 
osima tijela. One imaju osobinu da se, kod 
rotacije oko bilo koje od njih, smjerovi ته‎ i L 
podudaraju. Kod simetričnog tijela homo- 
gene gustoće osi simetrije se podudaraju s 
glavnim osima. Ako orijentiramo tijelo tako 
da su glavne osi u smjeru x,y i 2, a glavni 
momenti inercije za rotaciju oko tih osi su 
la, ly i Iz, onda vrijedi relacija: 


L= Ioni + Iywyj+ Lwzk 
dok je kinetička energija rotacije: 


L-O 


DI 


1 
Epot = 7 (Irw? + Гуа + 1ш) = 


Ovo nećemo ovdje dokazivati. 
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3.4 Harmonički oscilator 


Iz onoga što smo do sada razmatrali na po- 
dručju kinematike, vidljivo je da se kom- 
binacijom pravolinijskog i kružnog gibanja 
mogu opisati i analizirati sve putanje koje 
čestice u prostoru opisuju, da i ne spomi- 
njemo analitičke metode koje smo upoznali 
prilikom opisa složenog gibanja. Postoji, me- 
đutim, jedna kategorija gibanja koje iziskuje 
posebnu obradu, kako zbog svoje specifič- 
nosti, tako i zbog toga što je matematički 
formalizam koji ga opisuje vrlo koristan i 
onda kada se analogni problemi ne odnose 
na mehaničko gibanje. Radi se o oscilator- 
nom gibanju. Oscilatorno gibanje može, da- 
kako, biti vrlo općenito i katkada kompli- 
cirano. Stoga ćemo se ovdje ograničiti na 
opis harmoničkog oscilatora, koji pred- 
stavlja jedan od najvažnijih sistema u fizici. 
Harmonički oscilator je važan zbog toga što 
jednadžbe gibanja, koje proizlaze iz tog mo- 
dela, imaju isti oblik koji se pojavljuje kod 
opisa fenomena u kojima oscilirajuće veličine 
nemaju nikakve veze s mehanikom krutih 
tijela. Tako se jednadžbe harmoničkog osci- 
latora sreću u optici, akustici, elektrodina- 
mici, pa i u opisu pojava koje ne spadaju u 
područja koja proučava fizika. Bez obzira 
radi li se o masi koja oscilira viseći na kraju 
opruge, o toku struje između kapacitora i 
zavojnice, o vibraciji zvučne vilice ili sija- 
set drugih sličnih pojava, bitno je što ovdje 
imamo posla s diferencijalnim jednadžbama 
koje su karakteristične za sve oscilatorne 
pojave. Napomenimo, samo kao primjere, 
da problemi, kao što su oni vezani uz kon- 
trolu temperature, kemijske reakcije, rast 
bakterija u mediju koji sadrži njihovu hranu 
i otrove koje one proizvode, međudjelovanje 
lisica, zečeva i trave kao njihove hrane itd., 
iziskuju obradu koja se svodi na rješavanje 
određenih diferencijalnih jednadžbi s kons- 
tantnim koeficijentima. Opći oblik ovakvih 
jednadžbi je: 
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gdje je n red jednadžbe. 

Zamislimo sada jedan vrlo jednostavan 
sistem: imamo uteg mase m koji visi na 
kraju opruge. Ponašanje opruge je linearno 
tj. sila opruge je proporcionalna udaljenosti 
od točke ravnoteže u kojoj viseća masa mi- 
ruje (Slika 3.20). Silu onda možemo izraziti 
kao F = —kx; minus predznak pokazuje da 
sila djeluje suprotno od smjera х. Тај =, 
odnosno odmak tijela od položaja ravnoteže, 
nazivamo elongacija. Možemo pisati: 

dr k 
ILI PA = mn" 


k 


gdje, za početak, možemo odabrati da == 


bude 1. Tada je jedno od rješenja gornje 
jednadžbe x = Acost, gdje je A bilo koja 
konstanta. 


Slika 3.20: Tijelo na opruzi: jednostavan 
primjer harmoničkog oscilatora. 


Proizvoljnost ove konstante znači da uteg 
može oscilirati bilo kakvom amplitudom pod 
uvjetom da sila opruge ostaje linearno ovisna 
o pomaku. Vrijeme jedne oscilacije, dakle, 
ne ovisi o amplitudi. Funkcija kosinus odnosi 
se na kut pa rješenje točnije pišemo kao 


х= Acoswot 


gdje vidimo da je sada шд = £. Vidimo da 
т poprimi istu vrijednost kad wọt naraste za 
2т ili, uostalom za 2777, gdje је n cijeli broj. 
Ako s gibanjem počnemo u t = 0, onda бет 


poprimiti istu vrijednost nakon vremena: 


А 27 9 m 
= = — 
9 wo k 
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Ovo vrijeme to nazivamo periodom oscila- 
cije. Vidimo da veća masa implicira sporije 
oscilacije, a čvršća opruga brže oscilacije. 
Rješenja jednadžbi harmoničkog oscila- 
tora ovise o početnim uvjetima. Tako jed- 
nadžba: 
x = Acos(wot + ô) 


ili jednadžba: 


х = A coswot + B sinwot 


i još mnoge slične imaju oblike koji proizlaze 
iz različitih početnih uvjeta ili su prikladniji 
za njihovo prikazivanje. Kutna frekvencija 
шо izražava kako se brzo, u radijanima na 
sekundu, promjena faze odvija u danom vre- 
menskom intervalu. 

Matematički oblik ovih jednadžbi nam 
ukazuje na vezu između harmoničkog i kruž- 
nog gibanja. Ako, naime, promatramo neku 
točku koja se konstantnom brzinom giblje po 
kružnici, onda vidimo da projekcija te točke 
na dijametar kružnice opisuje harmoničko gi- 
banje kao na primjer na uređaju prikazanom 
na slici 3.21. Za kružnicu radijusa R vidimo 
da je kut 0 = wot pa је x = Rcoswot, što 
predstavlja jedno od rješenja za harmoničko 
gibanje. 


rotirajući 
disk 


МЭ} valjčić 


zapis gibanja 


U sjene 


gibanje sjene 


Slika 3.21: Demonstracija ekvivalencije iz- 
među jednostavnog harmoničkog gibanja i 
jednolikog kružnog gibanja. 


Tako se i masa m u našem primjeru s 
oprugom giblje poput projekcije točke koja 
jednoliko putuje po kružnici. Korištenjem 
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kompleksnih brojeva ova analogija postaje 
još potpunija. 

Početni uvjeti nađu se lako, ako se prisje- 
timo da jednadžba mora vrijediti i u času 
t=0. Tada masa, u našem primjeru, ima 
neki položaj хо. Ako počnemo s jednadž- 
bom z = Acoswot + B sinwot vidimo da, za 
t=0zo=A. Brzina je v= 4, a to je 
jednako -wgAsinwot + оо В coswgt. U času 
t=0 početna brzina је onda vo =w9B. Naša 
jednadžba gibanja je, dakle 


vo . 
® = To coswot + — sin wot 
wo 
Vidimo, također, da je potencijalna ener- 
gija ovog sistema 
1 1 
U = = Ку? = -k А? cos? wot 
2“ 5 7 
Ona oscilira istom frekvencijom wo i uvijek 
je, dakako, pozitivna. Kinetička energija je 
1 51. 50252 
т = = тиб А sin* wot 
2 jo У 
Ona je nula za z = zg, a maksimalna za = = 
0. Uočimo također da је ukupna energija, 
Ekin +U, konstantna, što je očito: 


Ек, = 


1 
5100 А? (cos? wot + sin? wot) 
ШИИ 
= 2 MWO 26 


Vidimo da је ukupna energija harmoničkog 
oscilatora proporcionalna kvadratu ampli- 
tude, kao i kvadratu frekvencije. Razvidno 
je, nadalje, i to da je srednja potencijalna 
energija jednaka srednjoj kinetičkoj energiji, 
a obje su jednake polovini ukupne energije 
harmoničkog oscilatora. 


3.4.1 Prisilne oscilacije 

Oscilator koji smo u našem primjeru opruge 
i utega opisali, idealizacija je realnog oscila- 
tora kojega općenito pobuđuje na oscilacije 
vanjska sila: 


dr 
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Sila F'(t) može biti, i općenito jest, neka više 
ili manje komplicirana funkcija vremena, ali 
mi ćemo ovdje promatrati jednostavne slu- 
čajeve u kojima je pobudna sila harmonički 
periodična: 


F(t) = Focosuwt 
gdje, općenito, w Æ шо. Ako ovaj izraz za silu 
uvrstimo u jednadžbu za oscilator dobijemo 
rješenje ovakvog oblika: 


т = C coswt 


Ovo je za očekivati, jer ako neki sistem ,,tre- 
semo" nekom frekvencijom, očekujemo da 
će se on ,drmati" tom istom frekvencijom. 
Imamo: 


—MmW?C созш = -mwi C сози + Fo coswt 


gdje je k = тоё. Cijelu jednadžbu možemo 
podijeliti s coswt, pa dobijemo: 


Oscilator, kako smo očekivali, oscilira frek- 
vencijom ш, ali amplituda oscilacija sada 
ovisi o Fg, m i razlici kvadrata prirodne i 
nametnute frekvencije, (w$ —w?). Ako je 
w < wo, onda je pomak istoga smjera kao i 
sila; ako је pak w > шо, onda je pomak su- 
protnog smjera od smjera sile. U slučajevima 
gdje je w >> w pomak je suprotan od smjera 
sile i po iznosu vrlo malen. Napomenimo da 
su ovi zaključci valjani samo za postojano 
stanje, tj. za stanje koje je oscilator zauzeo 
nakon što su određeni uvjeti imali dovoljno 
vremena da uspostave režim jednolikih os- 
cilacija. U slučaju naglih promjena uvjeta, 
poput promjene sile F(t), imamo posla s 
prolaznim fenomenima koje nazivamo tran- 
zienti. 

Iz posljednje jednadžbe vidljivo je i to da, 
u slučaju kad је w = wo, С raste, u principu 
do beskonačnosti. U realnom svijetu ta ma- 
tematička beskonačnost se ne događa jer se 
u sustavima koji osciliraju ne mogu zanema- 
riti raznorazna ,,trenja" koja do sada nismo 
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Slika 3.22: Tjerani harmonički oscilator s 
prigušenjem. Ovisnost amplitude oscilacija 
o nametnutoj frekvenciji i faktoru priguše- 
nja. 


implementirali u diferencijalnu jednadžbu 
tjeranog harmoničkog oscilatora. Na slici 
3.22 ilustrirana je ovisnost realnih amplituda 
tjeranih harmoničkih oscilatora u ovisnosti o 
uzbudnoj frekvenciji i faktoru prigušenja у. 
Ipak, u praksi, taj porast amplitude titranja 
može biti dovoljan da dovede do nelinearnih 
pojava, pa čak i do kvara ili uništenja sis- 
tema. Razlog je, dakako, što u tom slučaju 
sila djeluje u fazi s brzinom oscilatora i time 
ga pobuđuje na vrlo velike amplitude. Ovu 
pojavu nazivamo rezonancija. 


3.4.2 Kompleksni brojevi i rješenja jed- 

nadžbe harmoničkog oscilatora 
Da bismo rezonantne i tranzitorne pojave 
analizirali u detalje, moramo ipak pribjeći 
matematičkom opisu koji će nam dati više 
informacija, a to ćemo postići korištenjem 
kompleksnih brojeva. 

Kompleksni broj izrazit ćemo kao a = 
ar + їа;, gdje indeksi r, i i označavaju re- 
alni odnosno imaginarni dio broja. Ako, 
dakle, silu označimo kao Ре, onda se 
realni dio ovog broja odnosi na silu, jer sila 
ne može biti imaginarni broj. Ako je sila po- 
maknuta u fazi za iznos б, onda je možemo 
pisati kao Fye'(“*+%) (realni dio). Prednost 
eksponencijalnog zapisa je očit jer: 


F= Ее! +8) = Буе А ей? = Гей? 


Znak ^ iznad F znači da је to kompleksan 
broj, što u ovom slučaju znači F = Ере. 
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Prisjetimo se da je naša jednadžba za pri- 
silno pobuđeni oscilator bila: 
ах 
т = – Ка + Fg coswt 
dt? £ 
Ako pretpostavimo, čisto formalno, da zi 
F imaju realni € imaginarni dio onda 


d2?(x,+ix;) k | 1 

E artisi) = (А+)‏ ې لي 
ili‏ 
ik;‏ مه day‏ 


kar (52 | Е | 

їй? т а m) m m 
Ako su dva kompleksna broja jednaka onda 
su im međusobno jednaki realni i imaginarni 
dijelovi. Iz toga proizlazi da realni dio x-a 
zadovoljava realni dio sile F. Ovo, dakako, 
vrijedi samo onda ako imamo linearnu jed- 
nadžbu, tj. onu koja ne sadrži kvadratne (ili 
više) članove (kvadrat x-a bi uveo imaginarni 
dio 2-а u realne članove). Naša jednadžba 
je 

а= 

dt? 
gdje će i x biti kompleksni broj. Dakao, 
samo će realni dio imati fizikalni smisao. 


e ka РЕ Pet 


Ako, dakle, izrazimo x kao т = đe'=t, onda 
vidimo da je 
kè F 
(iw) + = — 
т т 
Jednadžba је postala jednostavna, jer 


2 К доз ЕЯ 
d (Фе = (iw)? Фе, pa smo kratili s e 


Rješenje je slično ranijem, ali ne isto: 


we) twt 


A 


u F 
to = ——s 
9 т(шд — w?) 
gdje smo uzeli da je (iw)? = —w?,a Ё = wo. 


Ovo rješenje ne obuhvaća cijeli problem, 
jer vidimo da nije uključen učinak trenja. 
Valja, dakle, dodati član s prigušenjem. Ova- 
kav član može imati vrlo različite oblike, u 
ovisnosti o mehanizmu koji želimo primije- 
niti. Najčešće imamo posla s trenjem koje 
će biti proporcionalno brzini kretanja tijela 
kroz medij kao na slici 3.23. 
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prigušene oscilacije 


položaj x (m) 


2T 4T 6T 8T 
vrijeme (s) 


Slika 3.23: Prigušeni harmonički oscilator. 
U slučaju ,malog linearnog trnja" harmo- 
ničkog oscilatora amplituda titranja polako 
trne. 


Ovisnost trenja o brzini općenito ne mora 
biti linearna, ali u našem slučaju najjednos- 
tavnije je pretpostaviti linearnu ovisnost, jer 
nam to omogućava da sačuvamo linearnost 
jednadžbe. U suprotnom slučaju imali bi- 
smo znatne komplikacije, ali bez kvalitativno 
drukčijih rezultata. Zbog toga pretposta- 
vimo da sila trenja ima oblik M, = -m E, 
gdje je y koeficijent prigušenja, a m smo do- 
dali zbog toga da ga dijeljenjem eliminiramo 
na lijevoj strani jednadžbe: 


Kao i prije, pretpostavljamo da je F = 


re(Fe-'*t) i x= re(Že'“t). Rješenje је: 
X F 
to = 
E тшд — ш? + буш) 
= peep 
= pet? . eis 


gdje je fizikalni dio т-а realni dio ovog broja. 
No pi Fo su realni, a realni dio e(%+8+wt) 
je cos(wt+ ô+ 0), tako da je 


x = pFocos(wt +ô + 0) 


Vidimo da je amplituda sada pFọ kao i to 
da x neće općenito biti u fazi s F, koja ima 
fazu 0, već će ta faza biti pomaknuta za kut 
0. Fazni kutovi р i ô će davati informaciju о 
veličini amplitude i o faznom pomaku nas- 
talom kod ovog oscilatora. Ispitajmo malo 
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veličinu p. Kvadrat kompleksnog broja je 
produkt tog broja s njegovim kompleksnim 
konjugatom: 


1 
2 = 
P = m? («2 — w? + iqw) (wg — w? — уш) 
1 1 
“m2 [Коё — ш2)2 + 202] 
Vidimo, međutim, da је е = pm(w2 — 


ш? + буш), iz čega se može zaključiti, na 
osnovu jednostavne trigonometrijske skice 
(Slika 3.24), da je 


Minus predznak dolazi otud što je tan(—6) = 
—tan6. Vidimo da je 0 negativan za sve 
vrijednosti w (Slika 3.25a). 


0 


1 em. = م٤) په‎ - 0?) + ipmyo 
a tan0 = 
= 02 - o2 
~ E 
Re С 


-b ez=a-ib 
= |z| (cos 0 - i sin Ө) 


Slika 3.24: Grafičko rješenje jednadžbe tje- 
ranog i prigušenog harmoničkog oscilatora 
u Eulerovoj reprezentaciji. 


3.4.3 Rezonancija 

Ako načinimo grafički prikaz p? kao funkciju 
w, dobijemo zorni prikaz rezonancije (Slika 
3.25b). 

Korištenjem veličine p, koja je proporci- 
onalna kvadratu amplitude, pa stoga i ener- 
giji oscilatora, dobivamo mjerodavniju pre- 
dodžbu o rezonanciji. Vidimo da, ako je y 
vrlo malen, a w ھ‎ wọ, možemo naći približni 
izraz za 2 i р tako da uzmemo u obzir da 


je wg — w? ~ 2шо(шо — ш) (jer je کل‎ — w? = 
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-90° 


-180° - 


Slika 3.25: Tjerani oscilator s gušenjem. (a) 
6 уз. w (b) p? vs. w 


(wo + ш)(шо — ш)), kao i to da је yw % ywo. 
Tada је wĝ — w? — iqw ~ 200(шо — ш – 19), 
pa imamo: 


F 
2wo(wo—w+i3) 


їо = 
gdje pretpostavljamo da је у < wo і w S о. 
Također možemo vidjeti da je 
2 1 


4т?ш [o —w)? + 7 


Može se pokazati da širina Aw krivulje koja 
pokazuje ovisnost p° о w kod mjesta gdje је 
д? = Pmax jednaka y. U vezi s rezonancijom, 
definiramo veličinu: 


Što je rezonancija „uža” to je Q veći, što 
implicira „jaču” rezonanciju, tj. manje pri- 
gušenje. Tako npr. supervodljive rezonantne 
šupljine mogu imati vrijednosti Q > 108. 
Fenomeni rezonancije spadaju među naj- 
važnije u fizici. Oni se ne pojavljuju samo u 
mehanici i akustici veću elektrodinamici, u 
elektronskom plaštu i jezgrama atoma, kao 
i kod međudjelovanja elementarnih čestica. 


3.4.4 Energija oscilatora 


Veličine koje smo koristili kod obrade os- 
cilatora bile su oblika A = Ае, koji je 
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kompleksan broj. Dio A koji je imao fi- 
zikalni smisao bio je realni dio tog broja. 
Ako iz bilo kojeg razloga želimo kvadrirati 
A, ne možemo jednostavno kvadrirati oblik 
Tr +ix; i uzeti realni dio jer će ovaj sadrža- 
vati i imaginarni dio broja. Kako, dakle, naći 
npr. energiju oscilatora koja je, naravno, re- 
alna veličina? Vidimo da je pravi realni dio 
A Re(Age(+9)) tj. A = Agcos(wt+6), a 
kvadrat toga će biti A? = Aŝ cos? (wt + б). 
Često nas zanima srednja vrijednost kva- 
drata. Srednja vrijednost kvadrata kosinusa 
je 2. Vidimo da, ako je A kompleksan broj, 
onda je srednja vrijednost A? jednaka 5 Ад. 
Мо Аё је kvadrat veličine kompleksnog broja 
A, tj. AA", a to je produkt broja i njegovog 
kompleksnog konjugata. 

Vidjeli smo da je prisilni oscilator opisan 
je jednadžbom: 


dža | d£ > _ F(t) 
dt? "Vat 0 т 


u kojoj smo pretpostavili da je F(t) kosi- 
nusna funkcija. Pitamo se: kolika je snaga 
koju sila F(t) troši na savladavanju trenja? 
Možemo napisati: 


P= pa 
dt 


_n(d2 Фа و‎ m dg \? 
Pla de dt) la 


Prvi = na desnoj strani se može pisati 


kao ګ‎ Ji ٨ + maja?) 


sto je vremen- 


ska derivacija ukupne energije oscilatora. 
U postojanom stanju ova energija je kons- 
tantna, pa je derivacija po vremenu jednaka 
nuli. To znači da je sva snaga jednaka „об- 
рогпот” članu, što intuitivno očekujemo, 
jer sila podržava oscilacije protiv djelovanja 
prigušenja. Dakle, srednja vrijednost snage 
je: 


jer Ф = iwže-'“'. Isto tako, energija po- 
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hranjena u oscilatoru je: 


(OME 
ДЕ) 


U vezi s роһгапјепот energijom, možemo 
drukčije definirati vrijednost ©: To je 27 
puta kvocijent pohranjene energije i rada 
utrošenog na oscilatoru, od strane sile F', za 
vrijeme jednog perioda: 


(E) = т 
1 
2" 


im (u? +u?) (2?) 


qma (a7) 27 


Q=2T 


odnosno: 


što je slično (ali točnije!) našem prvobitnom 
izrazu Q = 9/9, koji je točan jedino za 
slučaj kad je w = wo. 


3.4.5 Prigušene oscilacije i tranzienti 
Ovdje zapravo ulazimo u područje tran- 
zienata. Konkretno, postavljamo pita- 
nje: kako izgleda rješenje diferencijalne jed- 
nadžbe oscilatora kad vanjska sila F pres- 
tane djelovati i sistem se nađe izvan rav- 
noteže? Pretpostavimo da je neko vrijeme 
vanjska sila djelovala i uspostavila postojano 
stanje, a onda naglo prestala djelovati. 

Za početak, promatrajmo sistem koji ima 
visok Q. Čim sila prestane djelovati, meha- 
nizam prigušenja će trošiti energiju pohra- 
njenu u oscilatoru; ako je npr. 9/27 = 1000 
onda će za vrijeme svakog perioda trenje 
utrošiti tisućinku pohranjene energije. Za 
velike vrijednosti Q) možemo onda pisati (ko- 
risteći se gore definiranom vrijednošću Q): 


dE WE 
t Q 
Ovaj nam izraz kaže da će, za vrijeme jed- 
nog radijana oscilatornog gibanja, oscilator 
utrošiti 5 svoje energije па trenje. U vre- 
menu dt dio energije, dE/E, će biti wdt/O, 


(ZA VELIKE Q) 
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i otuda gornja relacija. Ukoliko je O tako 
velik da, nakon prestanka djelovanja vanjske 
sile oscilator jedva primjetno gubi energiju 
onda možemo zaključiti da će on i dalje osci- 
lirati istom frekvencijom kao što je to radio 
u ravnotežnom stanju. Tada uzimamo da je 
w = wọ i gornja jednadžba daje rješenje: 


_ “ot 
E= Epe © = Eye "' 


Ovo bi bila energija u bilo kojem trenutku. 
Budući da je ova energija proporcionalna 
kvadratu amplitude, to vidimo da će am- 
plituda opadati kao drugi korijen energije 
(Slika 3.26): 


_ 16 
т = Age 2 coswot 


ie omjer prigušenja: ea 
A jer prigušenja: مک‎ 


oj 
podgušenje: Ć<1 
£=0.3 kritično gušenje: C=1, eksponencijalni 
نک‎ pad bez oscilacija 
б=0.1 nadgušenje: 6>1 
—A, = 


Slika 3.26: Gušenje harmoničkog oscilatora. 
Različiti modovi gušenja karakterizirani su 
parametrom б definiranim omjerom ү /2шо. 


Ovo, dakako, moramo provjeriti egzakt- 
nim rješenjem jednadžbe gibanja. u odsut- 
nosti vanjske sile jednadžba gibanja je 


r 


АЕ 2 
dt? 


0= وکن ې dt‏ 


+7 


Pokušajmo jedno od najjednostavnijih rješe- 
nja tj. x = Ает, pa dobijemo: 


(—a? + уа Рой) ٥٧ =0 


Postoje dva rješenja, tj. ili je A = 0, što bi 
značilo da oscilator miruje, ili 


—a?+iga+wq=0 
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iz čega 


ше‏ دا اي 
4 2 


Pretpostavimo da је y « шо, ра je veličina 
pod korijenom pozitivna; to daje dva rješe- 
nja: 


ili 
Q1 = 
Q2 = 
Prvo rješenje daje 
21 = Ael 3 tiw)t = و ووا‎ 


Realni dio 2-а je: 


Vidimo da amplituda eksponencijalno opada 
s vremenom, dok oscilator oscilira frekvenci- 
jom ,ېه‎ koja je manja od wo. Dakle, rješenje 
je slično onom koje smo intuitivno nagađali, 
ali preciznije. Problem nije, međutim, do 
kraja riješen jer postoji i drugo rješenje: 


U stvari, nije se teško uvjeriti da je i suma 
x-ova rješenje jednadžbe gibanja: 


Zašto se trudimo oko ispitivanja ovih al- 
ternativnih rješenja, kad je ono prvo bilo 
„dovoljno dobro"? Razlog je u tome što је 
vanjska sila bila izražena kao kompleksni 
broj, pa smo tada uzeli da realni dio g-a 
ide iz realni dio sile. Kad smo, međutim, 
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uzeli da je F = 0, onda moramo pažljivije 
ispitati što je realni dio x-a! Rješenje koje 
smo intuitivno pogađali bilo je u redu, ali 
rješenja koje nam daje matematika moraju 
svoj realni dio imati matematički određen. 
Fizikalni svijet ima realno rješenje, ali to ma- 
tematičke jednadžbe ,,ne znaju". One nam 
daju rješenja kompleksno konjugiranog tipa 
iz kojega mi moramo uzeti istinski realni dio. 
To je i uloga ovog drugog rješenja. Rješenje 
a2, očito kompleksno konjugirani dio općeg 
rješenja, tj. Ве, je kompleksno konju- 
girani dio 2-а, ili kompleksni konjugat od 
Ae'“st, Tako je i В kompleksni konjugat od 
A, pa možemo pisati: 


yt : --2 
٢ T ووس‎ А*є а) 


Vidimo da će naše realno rješenje imati і 

fazni pomak, jer su amplitude kompleksne. 
Što ako imamo situaciju jakog prigušenja 

gdje је у > оо? Rješenja postaju tada: 


2 
-(3+ a")! 
Ti = Ae 
2 
1 7 2 
= (2- =n 
то = Ae 


što predstavlja eksponencijalni pad bez os- 
cilacija (Slika 3.26). Ovo je dobro poznat 
fenomen aperiodičnog gibanja. 
Maksimalna vrijednost broja pod korije- 
2 
nom je % (tj. wo = 0), iz čega proizlazi 
da eksponent nikada ne može postati pozi- 
tivan, što znamo da u realnosti i ne može 
biti. Iz početnih uvjeta dobijemo relevantne 
veličine; ut =0 £ = £o, a dz = vo. Tada jed- 
Ё Р А 
nadžba z = е7 2 (Дейт + سو‎ daje, 
жа += 0: 
zo = А+А* = 24А, 


dok је brzina: 


JE د‎ e"9—1 


ول و1 
iz čega‏ 
v=- ә (AHA) + (А A")‏ 
YTO‏ 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


Iz ovoga 


vo + 22 
As و‎ 
2 20у 


Također vidimo da je, s obzirom па jedna- 
kosti: 


e 91 e 9 = 2cos0 іе‘ — e7 = 2isin0 
_at оо + 75°. 
r=e 2 |Tocoswyt+———>sinwt 
2ш 


Iz ovoga svega vidimo usku vezu između eks- 
ponencijalnih i sinusoidalnih funkcija koja 
se u fizikalnom svijetu očituje kao prijelaz 
između oscilatornog u aperiodično gibanje. 


3.4.6 Linearni sistemi 

Iz naših dosadašnjih razmatranja vidljivo je 
da metode koje smo koristili pri obradi har- 
moničkog oscilatora spadaju u šire područje 
linearnih sistema. Tipično za ove sisteme 
je to što se procesi u njima opisuju pomoću 
linearnih diferencijalnih jednadžbi. Kao pri- 
mjer uzmimo još jednom našu jednadžbu 
prisilnog oscilatora: 


dz dx 
ШЕ tym +mwgz = F(t) 


Nazovemo li lijevu stranu jednadžbe s (т), 
gdje L znači operator koji, djelujući na =, 


daje lijevu stranu jednadžbe, dobivamo jed- 
nostavan zapis: 


Lako provjerimo da je 
L(1+y) = L(x) + L(y) 
kao i to da je 


L(ax) =aL(2) 
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Ako ove posljednje dvije jednadžbe opi- 
suju u fizikalnom svijetu neki problem, onda 
to nazivamo linearni problem, a sistem u 
kojemu se problem javlja je onda linearni 
sistem. Linearni sistemi su vrlo važni u fizici 
zato jer: I) možemo ih lako riješiti i II) vrlo 
velik broj fizikalnih problema dadu se svesti 
na linearne probleme. 

Pretpostavimo da tražimo rješenje za 
L(x)=0. Ako je rješenje xı onda је L(x1) = 
0, a time je i атт rješenje. Ovo smo već vi- 
djeli kad smo ustanovili da oscilator može 
oscilirati različitim amplitudama. Vidjeli 
smo također, u slučaju tranzienata, da se 
pojavljuju dva rješenja xı i 22 , dakle da 
su L(a1) =0 i (хо) = 0 također rješenja 
ра je stoga i L(xı +12) = 0 rješenje, jer 
L(ar+q2) = ху) + L(x2). Isto tako vi- 
dimo da su i agzı i bro također rješenja, iz 
očitih razloga. 

Općenito, dakle, ako imamo više rješenja, 
onda je njihova linearna kombinacija tako- 
đer jedno rješenje. U našem slučaju 21 і 12 
bila su dva linearno neovisna rješenja, jer 
se nisu mogla prikazati kao linearna kombi- 
nacija jedan drugoga. Činjenica je da broj 
neovisnih rješenja u problemu harmoničkog 
oscilatora ovisi o broju stupnjeva slobode. U 
slučaju diferencijalne jednadžbe drugog reda 
imamo točno dva linearno neovisna rješenja. 

Uzmimo sada slučaj da problem 


ima rješenje xp. Pretpostavimo da ovom 
rješenju dodamo još i rješenje za slobodni 
oscilator, xı. Tada: 


„(жк + 21) = хк) + (21) 
0 


Dakle prisilnom oscilatoru možemo dodati 
još i rješenja za slobodni oscilator s prigu- 
šenjem i to još uvijek predstavlja rješenje, 
što intuitivno znamo da mora biti točno. 
Promjenljivi dio rješenja predstavlja tranzi- 
entno rješenje; ako na neki slobodni oscilator 
počne djelovati vanjska sila (ili, nakon što 
je djelovala, prestane djelovati), onda jedno 
gibanje vremenski prelazi u drugo. 
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Često se srećemo s problemom gdje više 
sila djeluju na sistem; sila F4 djeluje na 
oscilator i za taj slučaj imamo rješenje £a, 
dok, ako na isti oscilator djeluje i sila M, 
ona proizvede rješenje хь. Ako sada obje 
sile djeluju simultano na oscilator, dobijemo 
rješenje koje je suma rješenja Ta i 1 


Uza + ть) = (хе) + хь) 
= Е.(#) + F(t) 


Ovo je, dakako, dobro poznati princip 
superpozicije kod linearnih sistema, a vrlo 
je važan u fizici. To je zbog toga što, ako 
imamo neku složenu silu koja djeluje na line- 
arni sistem, te ako se ta sila može prikazati 
kao suma više jednostavnih sila, onda je 
ukupno rješenje suma parcijalnih rješenja 
za svaku pojedinu jednostavnu silu. Tako 
kod djelovanja elektromagnetskog polja vri- 
jedi također princip superpozicije, jer je nje- 
govo djelovanje opisano Maxwellovim jed- 
nadžbama koje su linearne diferencijalne jed- 
nadžbe, pa su podložne principu superpozi- 
cije. 

Interesantna je primjena ovog principa 
kad imamo slijedeći problem: kako čuti na 
radio prijemniku jednu stanicu, iako antena 
prijemnika prima signale od mnogih stanica 
koje emitiraju na svim mogućim frekvenci- 
jama? Ovo je isto što i problem oscilatora 
na koji djeluju mnogo sila, a nas zanima mje- 
renje djelovanja jedne jedine. Uzmimo, radi 
jednostavnosti, da želimo odijeliti djelovanje 
sile Fa, koje nas zanima, od djelovanja neke 
druge sile Fp, čije djelovanje želimo potis- 
nuti. Rješenja koje sile daju su opet £a i £p, 
ali možemo podesiti ulazni oscilatorni krug 
u prijemniku tako da on bude u rezonanciji 
za Za ali ne i za хь (Slika 3.27). 

Vidimo da će vrijednost ть, koja odgovara 
frekvenciju wp, biti općenito mnogo manja 
od vrijednosti xa, jer ova odgovara rezonant- 
noj frekvenciji ољ. Ovo je princip filtriranja 
u radio telekomunikacijskim tehnikama koji 
se u raznim oblicima koristi. 

Ovisnost sile, koja djeluje na neki oscila- 
torni sistem, poput ovjesa kotača vozila, o 
vremenu može biti vrlo nepravilna oblika 
(Slika 3.28). Ipak, ukoliko se ova, na oči- 
gled vrlo komplicirana sila, može prikazati 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


128 


3. Rotacije i harmonička gibanja 


Xb 


Slika 3.27: Principi superpozicije za linearni 
sustav 


kao suma sinusoidalnih oscilacija, rješenje 
je dostupno putem poznate metode Fouri- 
erove analize u kojoj se koriste Fourierove 
transformacije. O tome će još biti govora na 
drugom mjestu. 


Xa 


Xb 


Slika 3.28: Ugođena rezonantna krivulja 


Ukoliko se sila ipak ne može prikazati po- 
moću Fourierova reda, postoji još jedan na- 
čin da se prikaže kao suma vrlo kratkih im- 
pulsa. Oscilator, naime, možemo zamisliti 
da pobudimo na oscilacije „udaranjem” vrlo 
kratkim impulsima koji djeluju jednoliko u 
vremenu, ali s različitim iznosima. Na ovom 
principu se zasniva metoda Greenovih funk- 
cija. Ove matematičke metode su složene, 
iako ne preteške. 

Mnogi nelinearni problemi, inače anali- 
tički teško rješivi, mogu se u fizici približno 
riješiti ako se lineariziraju, tj. aproksimiraju 
linearnim inačicama. Ovo, dakako, zahtjeva 
dobru intuiciju fizičara, jer loše aproksima- 
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cija daje neprimjenjive rezultate! Recimo ov- 
dje da je npr. vremenska prognoza u svojoj 
suštini nelinearni problem, pa njena ,,kvali- 
teta" uvelike ovisi o ,lineariziranom modelu" 
koji aproksimira stvarni problem. 

Na kraju spomenimo još nešto: rekli smo 
da je problem oscilatora interesantan i zbog 
toga što se ista vrsta jednadžbe ponavlja 
na mnogim mjestima u fizici. Tako npr. za 
mehanički oscilator imamo jednadžbu 


gdje postoji ekvivalentnost parametara: 

• m (masa) > L (induktancija) 

• s (pomak) > q (naboj) 

e ym (,koeficijent" trenja) > № (elek- 

trični otpor) 

e k = mw? (krutost opruge) 

(inverzni kapacitet) 

Ako imamo neki vrlo složen mehanički 
(ili neki drugi akustički ili termodinamički) 
sistem čije bi ispitivanje gradnjom proto- 
tipa iziskivalo mnogo truda i vremena, može 
se općenito sastaviti odgovarajući električni 
sklop koji će se ponašati analogno. Tako 
funkcioniraju analogna računala i simulatori. 
Lakše je naime sastaviti električni strujni 
krug koji se pod utjecajem napona ponaša 
analogno ponašanju lokomotive ili aviona 
pod utjecajem vanjskih sila, od konstruk- 
cije i ispitivanja prototipa sistema. Danas 
mnoga analogna računala zamjenjuju digi- 
talna računala, ali analogni sklopovi su još 
uvijek vrlo prikladni u brojnim situacijama. 

Kao primjer možemo uzeti ovjes kotača 
automobila. Kako svesti na minimum treš- 
nju cijelog automobila na lošoj cesti? Slo- 
žimo li strujni krug u kojemu induktancija 
zamjenjuje masu kotača i pokretnog dijela 
ovjesa, a kapacitori i otpori predstavljaju 
opruge i prigušivače (amortizere), možemo 


1 
Tg 
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nametnuti takvom krugu napon čija je ovis- 
nost o vremenu analogna utjecaju neravnina 
na cesti pri određenoj brzini. Mjerenje na- 
pona na kapacitorima će nam dati uvida 
u to oscilira li opruga previše ili premalo. 
Postepeno, mijenjanjem vrijednosti otpora 
i kapacitancije dođemo do parametara koji 
odgovaraju dobrom mehaničkom dizajnu. 
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profesor Baltazar 


4.1 Elastičnost 


Elastičnost ili elasticitet je osobina tijela 
da, nakon što na njih djeluju sile deforma- 
cije i tijela bivaju deformirana, ona, nakon 
prestanka djelovanja tih sila, poprime svoj 
prvobitni oblik. Ova osobina prisutna je, u 
većoj ili manjoj mjeri kod svih čvrstih tijela. 

Sama obrada problema elastičnosti i plas- 
tičnosti implicira ulaženje u detaljnu proble- 
matiku kristalne i atomske strukture mate- 
rijala što je predmet za sebe. Ovdje ćemo 
se samo ograničiti na bitne i kvalitativne 
aspekte elastičnosti. 


4.1.1 Hookeov Zakon 


Kad na neko tijelo djeluju sile koje nisu 
dovoljno velike da dovedu do trajne defor- 
macije, onda je deformacija tijela linearno 
proporcionalna sili koja uzrokuje deforma- 
ciju. Kažemo da se tijelo ponaša elastično. 
Ovaj deformacijski režim možemo lako opi- 
sati pomoću modela koji smo već jednom 
koristili prilikom objašnjavanja intermoleku- 
larnih sila. Ove sile imaju općenito oblik 
koji je prikazan na slici 4.1 gdje je grafički 
prikazana ovisnost sile između molekula (ili 
atoma) o njihovoj međusobnoj udaljenosti. 

Kad je udaljenost između čestica „пог- 
шаша” (d) sile su u ravnoteži, ali svako 
odstupanje od točke ravnoteže dovodi do 
sile kojom se tijelo opire deformaciji. Za 
relativno mala odstupanja međusobnih uda- 
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F ODBIJANJE 


r 


mo. 


PRIVLAČENJE 


F=k/r? 


Slika 4.1: Ovisnost sile između molekula o 
njihovoj međusobnoj udaljenosti 


ljenosti čestica oko točke ravnoteže vidimo 
da će iznos sile biti dan strmim i praktički 
linearnim dijelom krivulje. Ovo je područje 
opisano Hookeovim zakonom. Velike defor- 
macije dovode do nelinearnih učinaka koji 
kvalitativno ovise o prirodi materijala. Ogra- 
ničimo se za sada na područje Hookeovog 
zakona. 


Pretpostavimo da imamo tijelo (šipku) 
prizmatičnog oblika kao na slici 4.2, na koju 
djeluje vlačna sila F tako da, pod utjecajem 
te sile, tijelo poveća svoju dužinu od { na 
1+Al. Pretpostavljamo da је Al X što 
je kod većine materijala slučaj. Pokusom 
se možemo uvjeriti da tada općenito vrijedi 
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relacija 
F=kAl 


za dovoljno male Al. Ovo je poznato kao 
Hookeov zakon. Konstanta k ovisi o di- 
menzijama i karakteristikama materijala od 
kojega je tijelo načinjeno. 


Slika 4.2: Naprezanje šipke pod utjecajem 
jednolike sile istezanja 


Očito je da će dana sila primijenjena na 
dulji štap proizvesti veći Al, kao što je očito 
i to da će za neke određene vrijednosti Al 
štap dvostrukog presjeka zahtijevati dvaput 
veću silu za isto istezanje. Ako želimo napi- 
sati Hookeov zakon tako da konstante budu 
neovisne o dimenzijama materijala možemo 
se služiti izrazom 


رم 


gdje je sada Y veličina neovisna o dimenzi- 
jama uzorka već ovisi samo o prirodi mate- 
rijala, a naziva se Youngov modul! 

Claude Navier (1785.-1836.) definira mo- 
dul istezanja ovako 


NAPREZANJE F | 
Y= (IZDUŽENE А А! 


IThomas Young (1773.-1829.) definirao je svoj 
modul elastičnosti na slijedeći način: „Modul elastič- 
nosti neke tvari je stupac te tvari koji stvara tlak na 
svoje podnožje, koji se odnosi na težinu koja dovodi 
do stlačivanja kao što se dužina odnosi na smanjenje 
dužine". Ovo je doduše točno, ali onaj tko pročita 
tu definiciju odmah će uočiti da Youngove radove 
nije bilo lako razumjeti u njegovo doba, pa čak ni 
danas. Inače Young je bio neobično darovit. Priča 
se da je u četvrtoj godini pročitao Bibliju, a u ranim 
dvadesetim da je govorio 7 jezika. Bavio se ne samo 
fizikom već kemijom, biologijom i medicinom. 
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što je isto što i Youngova definicija. 

Sila na jediničnu površinu naziva se napre- 
zanje, a povećanje dužine na jedinicu dužine, 
tj. Al nazivamo istezanjem ili (općenitije) 
deformacijom; u ovom konkretnom slučaju 
linearnom deformacijom. Dakako, ako tijelo 
rastegnemo ono će se općenito „stanjiti” u 
smjeru ortogonalnom na izduženje.? Ovo 
,Stanjivanje" proporcionalno je iznosu po- 
prečnih dimenzija h i w kao i iznosu istezanja 
له‎ Hookeov zakon također daje relaciju: 


Aw Ah Al 
= = O 


w h l 


gdje konstanta с ovisi također o prirodi ma- 
terijala i naziva se Poissonov omjer.* Po- 
issonov omjer je uvijek pozitivan i uvijek 
manji od Z. Ove dvije konstante, Y i о, 
potpuno definiraju elastično ponašanje ho- 
mogenih i izotropnih tijela. Realna tijela 
koja posjeduju kristalnu strukturu nisu op- 
ćenito ni izotropna ni homogena, pogotovo 
na manjim dimenzijama, pa se ponašaju na 
složeniji način od onoga opisanog ovdje. Od- 
stupanja od idealno homogenih i izotropnih 
materijala su, međutim, mala, pa ćemo ih 
ovdje zanemariti. 

Budući da su oba oblika Hookeovog za- 
kona linearna, vrijedi kod njih princip super- 
pozicije, pa možemo reći da će kombinacija 
sila na neko tijelo proizvesti djelovanje koje 
možemo opisati sumom pojedinačnih djelo- 
vanja. Iz ovih osnovnih principa možemo 
rješavati sve probleme elastične deformacije 
uz navedenu pretpostavku o idealizaciji ma- 
terijala. 


4.1.2 Jednolika naprezanja 

Pogledajmo, kao prvi specijalni slučaj, što se 

dešava kad neki prizmatični blok materijala 

(Slika 4.4) podvrgnemo hidrostatskom tlaku. 
Hidrostatski tlak djeluje na sve stranice 

bloka jednoliko, ali prema principu superpo- 

zicije možemo pretpostaviti da se ovo djelo- 


2 Augustin Cauchy (1789.-1857.) definirao je po- 
jam naprezanja, eng. stress i istezanja, strain. 

3Simeon-Denis Poisson (1781.-1840.). Iznos ø je 
obično između 1 і 3. Tako dugo dok је materijal 
,običan" с < 5 tj. volumen se pod utjecajem vlačne 
sile povećava, odnosno gustoća p smanjuje. 
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| Robert Hooke 


„ы 


Slika 4.3: Robert Hooke (1635.—1703.) je bio 
engleski istraživač koji je djelovao kao fizi- 
čar, astronom, geolog, meteorolog i arhitekt. 
Smatra se jednim od prvih znanstvenika koji 
je istraživao živa bića na mikroskopskoj ra- 
zini koristeći mikroskop koji je sam dizaj- 
nirao. Godine 1660. Hooke definira zakon 
elastičnosti koji nosi njegovo ime, a opisuje 
linearnu ovisnost napetosti elastičnog pera 
(opruga) i njenog istezanja (elongacija). Na- 
prava s kojom u fizici mjerimo silu, dina- 
mometar, zasniva se na toj linearnosti. 


vanje sastoji od jednakih i suprotnih tlakova 
na svaki par suprotnih ploha, tj. imamo tri 
smjera naprezanja, time što je naprezanje 
sada tlačno a ne vlačno. Za smjer l imamo 
Ali = р 
l Y 
dok za ostala dva smjera imamo 


Aw p 
w Y hy 


Ovo će dovesti do odgovarajuće deformacije 
u smjeru dužine koja dolazi od transverzal- 
nih sila: 

Alo 


l Ү 


= bg" I ZA TREĆI Pid 


SMJER: 1 ү 


Ako kombiniramo djelovanje svih deforma- 
cija u smjeru dužine dobijemo da je: 


Al = Ali +Al2 + Al3 
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Slika 4.4: Pravokutni blok materijala pod- 
vrgnut hidrostatskom tlaku 


odnosno: 


Al р 


Budući da su sve tri dimenzije ravnopravne, 
to je očito da ova relacija vrijedi i za njih: 

Aw Ah Al р 

w h L Y 

Za volumnu promjenu imamo: 

AV Аш Ah له‎ 3? 

V w h l СҮ 


Ovo sa katkada naziva i volumnom deforma- 
cijom i piše se kao 


(1—20) 


(1—20) 


AV 
== هچ‎ 
р ۷ 
Gdje је р tlak a к je volumni modul. Odnos 


između к i drugih modula je onda 


Y 
3(1—29) 


К, == 


U većini tehničkih udžbenika кі Y su 
veličine koje se navode češće od с. Iz gornje 
relacije jasno je da с mora biti manja od 
Ž. Kad to ne bi bilo tako, tijela bi se širila 
pod utjecajem tlaka pa bi se razletjela, jer 
bi širenje izazvalo dodatni tlak itd.; iz tijela 
bismo dobivali energiju! 

Sile ne moraju imati smjer normalan na 
plohu. Specijalni slučaj koji ćemo sada ana- 
lizirati je sila posmaka. Promatrajmo sistem 
kao onaj na slici 4.5 gdje se blok materijala 
nalazi u čvrstoj vezi između ravnih ploča 
koje na suprotne plohe bloka djeluju suprot- 
nim, ali jednakim silama F. Ovakvo optere- 
ćenje proizvodi posmak. 
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Slika 4.5: Posmak 


Ovaj slučaj deformacije se najlakše ana- 
lizira tako da se promatra veći kvadratni 
blok materijala, proizvoljne debljine, kao 
onaj prikazan na slici 4.6. Pretpostavimo da 
na taj blok djeluju, ortogonalno na stranice, 
jednake tlačne i vlačne sile. 


Slika 4.6: Kocka materijala podvrgnutog 
silama pritiska pri vrhu i dnu, te jednakim 
silama istezanja postrance 


Blok će se deformirati tako da će kva- 
dratna stranica postati pravokutnik. Ako s 
A označimo površinu jedne stranice bloka 
onda je tlak na tu stranicu Е, ра је рго- 
mjena u jednoj dimenziji 


М F 


1 ҮА 


1 Е 1+0 F 
YA Y A 


dok je promjena u drugoj dimenziji ista, ali 
suprotnog predznaka. Pretpostavimo sada 
da na blok djeluju četiri jednake sile F us- 
mjerene tangencijalno na stranice bloka. Vi- 
dimo (Slika 4.7a) da će on tada ostati u 
ravnotežnom stanju, ali će se dijagonale a 
i b skratiti, odnosno produžiti, upravo kao 
da u njihovom smjeru djeluje sila u iznosu 
у F (točnije, sila djeluje na dijagonalnu 
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ravninu koja je ortogonalna na dijagonalu u 
čijem smjeru djeluje). 


(a) površina = \2A 


(b) 


površina A 


Slika 4.7: Dva para posmičnih sila u (a) 
proizvode isto naprezanje kao sile stiskanja 
i istezanja (b). 


Površina dijagonalne ravnine je VŽA, pa 
je vlačno naprezanje F/A. Slično analizi- 
ramo što se događa u smjeru dijagonale b, 
pa nalazimo tamo tlačno naprezanje iznosa 
-F/A. Vidimo iz svega da je čisti posmak 
ekvivalentan kombinaciji međusobno orto- 
gonalnog tlačnog i vlačnog naprezanja, koje 
djeluje pod kutom od 450 na stranice pra- 
vokutnog bloka koje su jednake po veličini 
dijagonalama prvobitnog bloka (Slika 4.7b). 
Taj problem smo upravo riješili, pa možemo 
pisati da je istezanje dijagonale d 


Jedna dijagonala kocke je produžena a 
druga za jednaki iznos skraćena. Ono što je 
od interesa u inženjerstvu je kut posmaka 
0, kao i dužina posmaka б (Slika 4.8). Iz 
geometrije vidimo da је 6 = V2Ad, dok je 
g= $ = ad зл. 


Posmak definiramo kao tangencijalnu silu 
naprezanja na jednoj stranici bloka podi- 
jeljenu s površinom te stranice: g = FA. 
Dakle 


I+o 


0 = 2—у 9 ili kraće g= p0 


Konstanta u naziva se modulom posmaka (ili, 
katkada, koeficijentom krutosti). Vidimo da 


je 
Y 


KO ое) 
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Slika 4.8: Posmična deformacija 0 iznosi 
2Ad/d 


Iz samog izraza očito je da u mora po vri- 
jednosti biti između —1 i +1 , ali u praksi 
jasno je da mora biti uvijek pozitivan. Pro- 
blem deformacije posmakom tijela različitih 
oblika od četvrtastog ili pravokutnog mo- 
žemo lako analizirati koristeći se dobivenim 
rezultatima i principom superpozicije. 

Naprezanje štapa nekog materijala može 
biti i višestruko, tj. u transverzalnim smje- 
rovima. Promatrajmo slučaj prikazan na 
slici 4.9. Štap je podvrgnut naprezanju u 
smjeru svoje dužine, ali sada mu ne dozvolja- 
vamo da se „ѕбапјі” tako što primjenjujemo 
vlačnu silu na poprečne stranice i održavamo 
njihove dimenzije konstantnima. 


Slika 4.9: Istezanje bez bočne kontrakcije. 


Istezanje u smjeru z će biti: 


Al; 1 Fz с د‎ OF, 

kh FA ҮА, FA 
DE د‎ F, 
و ق‎ :- 


Za druga dva smjera imali bismo analogne 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


izraze: 
Aly Е 1 |Fy Ез Р, 
ly 1 Y Ay Ay Az 
Al. 1 Е, Fe Fy 
= 6 
Л ra “\А„ А, 


Prema definiranim uvjetima ovi iznosi mo- 
raju bit jednaki nuli, pa iz toga proizlazi: 


Fy F, с Е, 


A, Есау 


Supstitucijom natrag u prvu jednadžbu ovo 


daje: 
Als 1f 102 \ Е, 
lz Y 1-0) A, 
Ovo se često piše i kao: 
F 1— A 
= © м ag 


A (ї+о)(1—2о) 1 


Kako vidimo, za razliku od običnog na- 
prezanja, ovdje imamo, osim Youngovog mo- 
dula ispred deformacije, i jednu funkciju od 
с koja je uvijek veća od jedinice. Drugim 
riječima, teže je deformirati štap u jednom 
smjeru ukoliko ostale dimenzije držimo kons- 
tantnima. To znači da se štap tada ponaša 
kao da je načinjen od čvršćeg materijala. 
Ovakvi, ili slični, problemi pojavljuju se kod 
kompozitnih struktura gdje su npr. vlakna 
jednog materijala uronjena u medij od nekog 
drugog. 


4.1.3 Torzija štapa; posmični valovi 
Rezultate koje smo dobili pri analizi po- 
smaka možemo sada koristiti kod obrade 
problema torzije štapa i cijevi. Deformacija 
štapa ili cijevi pod utjecajem zakretne sile 
je problem koji srećemo vrlo često. Tipični 
slučajevi se nalaze kod djelovanja opruga, 
suspenzije vozila, uvijanja karoserija, „mono- 
cocque” konstrukcija itd. Problem torzionog 
štapa se javlja također pri transmisiji snage 
putem osovina i sl., kao i kod suspenzijskih 
niti kod veoma osjetljivih instrumenata. 
Kako znamo iz prakse, kod torzijske niti 
zakretni moment je proporcionalan kutu za- 
kretanja, dok konstanta proporcionalnosti 
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između kuta i zakretnog momenta sadrži 
dužinu niti (tj. štapa), njezinu debljinu i pa- 
rametre koji ovise o prirodi materijala. Ovu 
proporcionalnost možemo analizirati služeći 
se slikom 4.10a. Štap dužine L i radijus a 
podvrgnut je djelovanju zakretne sile koja 
dovodi do zakretanja jednog kraja štapa u 
odnosu na drugi za kut 9. 


Slika 4.10: (a) Cilindrična šipka u torziji. (b) 
Cilindrična cijev u torziji. (c) Mali komad 
cijevi je u smicanju. 


Problem najlakše obradimo tako da štap 
promatramo kao da je sastavljen od niza 
šupljih valjaka proizvoljno tankih zidova, pa 
je time analiza reducirana na torziju cijevi 
tankih zidova (Slika 4.10b). Na cijevi zamis- 
limo jedan mali isječak kvadratnoga oblika. 

Zakretanje cijevi za kut o implicira de- 
formaciju tog malog isječka putem sile po- 
smaka, ра će sada isječak bili oblika paralelo- 
grama (Slika 4.10c) čije su stranice ukošene 
u odnosu na prvobitni kvadratni oblik za 
kut 0 koji je dan izrazom 


E 


0 
L 


gdje je r radijus tanke cijevi. 

Kut 0 je povezan s modulom posmaka 
relacijom g = u0 = uf. Posmak je dan tan- 
gencijalnom silom AF па suprotnim stra- 
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nicama kvadratnog isječka podijeljenom s 
površinom stranica koja iznosi AlAr. Dakle 


_ АЕ 
I= MAr 


Odnos između sile i zakretnog momenta koji 
ona proizvodi je 


Ат = ТАРЕ =rgAlAr 


Ukupni zakretni moment cijele cijevi radi- 
jusa r i debljine Ar će tada biti rg(2xr)Ar 
ili, supstitucijom za g, 


тЗфАт 


T=2Tu 


Vidimo da je krutost cijevi na aksijalnu tor- 
ziju proporcionalna trećoj potenciji radijusa, 
debljini stjenke i obrnuto proporcionalna nje- 
zinoj dužini.“ 

Štap možemo sada prikazati kao superpo- 
ziciju proizvoljnog broja tankih cijevi vodeći 
računa o tome da je materijal u svakoj raz- 
ličito napregnut: 


a 4 
Ttot = 27у | rĉdr = ut (4.2) 
0 2L 

Zakretni moment proporcionalan je četvr- 
toj potenciji radijusa štapa, te jednako ovi- 
san o ostalim parametrima kao i kod cijevi. 
Vidimo da je, za danu količinu materijala 
investiranog u strukturu, cijev „роуо]јпіја”, 
po krutosti, od punog štapa za faktor dva, 
dok je znatno povoljnija s obzirom na savija- 
nje, što ćemo uskoro vidjeti. Stoga je jasno 
zašto je evolucija favorizirala razvoj šupljih 
kostiju ili ,monococque" konstrukcije kod 
životinja odnosno kukaca i rakova. 

Prije nego što napustimo temu torzije, pri- 
mijenimo ono što smo upravo naučili na 


“Ovo je značajno za sve cjevaste strukture. Osim 
običnih cijevi od naročitog interesa u tehnici su ,,mo- 
nococque" strukture od kojih je važan predstavnik 
trup aviona. Konstrukcija ovog sistema je u biti cje- 
vasti ,panel" koji se sastoji od dvaju tankih zidova 
odvojenih laganom rebrastom strukturom. U pri- 
rodi ,monococque" strukture često srećemo, kao npr. 
tobolce od kikirikija koji su vrlo čvrsti s obzirom 
na svoju težinu, vanjski ,,kostur" kukaca i rakova 
itd., dok cjevaste strukture nalazimo posvuda kod 
kostiju sisavaca gmazova i ptica. 
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zanimljiv problem: torzijske valove. Ako 
uzmete dugi štap i iznenada zavrnete jedan 
kraj, val uvijanja kreće se duž štapa, kao 
što je skicirano na slici 4.11a. Ovaj problem 
je malo složeniji od problema ravnomjernog 
zakretanja. Možemo li shvatiti što će se 
dogoditi? 


torzijski val 


Slika 4.11: (a) Torzijski val na štapu. (b) 
Element volumena šipke. 


Neka je z udaljenost do neke točke na 
šipki. Za statičku torziju moment je isti 
posvuda duž šipke i proporcionalan je s A/L; 
s omjerom ukupnog torzijskog kuta i ukupne 
duljini. Ono što je važno za materijal je 
lokalno torzijsko naprezanje koje, ako malo 
razmislimo, možemo pisati kao 00/0z. Kako 
zakretni moment duž šipke nije ravnomjeran, 
trebali bismo modificirati jednadžbu 4.2 s: 


mat дф 
"وغ‎ 


Pogledajmo što se događa s elementom du- 
ljine Az prikazanim na slici 4.11b. Postoje 
zakretni momenti т(2) na kraju 1ir(2+A2) 
na kraju 2 malog isječka šipke. Ako je Az 
dovoljno mali, možemo koristiti Taylorov 
razvoj u red i pisati: 


(4.3) 


Ukupni zakretni moment ôr koji djeluje na 
komadić šipke između z i z+ Az razlika je 
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između T(z) i т(2 + Az), odnosno: 


Diferencirajući jednadžbu 4.3, dobivamo: 


42 
ks та 06, 


2 922 (4.4) 


Učinak ovog neto zakretnog momenta daje 
kutno ubrzanje malom dijelu štapa. Masa 
narezaka је OM = (zažAz)p, gdje је р је 
gustoća materijala. Ako znamo da da je 
moment tromosti kružnog cilindra mr?/2; 
nazivajući moment tromosti našeg nareza- 
nog komada AT, imamo: 


AI = و‎ 


Newtonov zakon kaže da je okretni mo- 
ment jednak momentu tromosti pomnože- 
nom s kutnom akceleracijom, ili 

924. 
Ar=Al— 
Ot? 


Kad sve skupimo zajedno dobijemo: 


rat 024 a, 926 
2 022 a 2P4 s д? 
ili 
op ره‎ 
022 ид? 


Jednadžbu jednostavno prepoznajemo kao 
jednodimenzionalnu valnu jednadžbu. Ot- 
krili smo da će se valovi zakretnog momenta 
širiti niz šipku s brzinom: 


С, ka = ТА 
posmaka 0 


Što je šipka gušća, za istu krutost, to su 
valovi sporiji; i što je štap krući, valovi se 
brže spuštaju. Brzina ne ovisi o promjeru 
šipke. 

Torzijski valovi poseban su primjer po- 
smičnih valova. Općenito, posmični valovi 
su oni kod kojih deformacije ne mijenjaju 
volumen niti jednog dijela materijala. U tor- 
zijskim valovima imamo posebnu raspodjelu 


(4.5) 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


138 


4. Mehanika čvrstog tijela 


takvih posmičnih naprezanja raspoređenih 
po kružnici. Ali za bilo koji raspored po- 
smičnih naprezanja, valovi će se širiti istom 
brzinom, onom danom u jednadžbi 4.5. Na 
primjer, seizmolozi otkrivaju da takvi po- 
smični valovi putuju u unutrašnjosti Zemlje. 

Možemo imati drugu vrstu vala u elastič- 
nom svijetu unutar čvrstog materijala. Ako 
nešto gurnemo, možete pokrenuti „longitudi- 
nalne valove" koji se nazivaju i kompresijski 
valovi. Oni su poput zvučnih valova u zraku 
ili u vodi, pomaci su u istom smjeru kao i 
širenje valova. Na površinama elastičnog ti- 
jela mogu postojati i drugi tipovi valova koji 
se nazivaju Rayleighovi valovi ili eng.Love 
Waves. Kod njih, Loveovi valovi, deformacije 
nisu ni čisto uzdužne ni čisto poprečne. Nji- 
hovo proučavanja zahtjeva dosta vremena i 
nadilazi nakane ovog štiva. 

Kad smo već kod valova postavlja se pi- 
tanje kolika je brzina čistih kompresijskih 
valova u čvrstom tijelu poput Zemlje? Br- 
тіпа zvuka u „debelom tijelu" drugačija je 
od brzine zvuka, na primjer, duž tanke šipke. 
Pod debelim podrazumijevamo, dakle, ono 
tijelo kojem su poprečne dimenzije mnogo 
veće od valne duljine zvuka. Zato, kada 
gurnemo predmet, on se ne može proširiti 
u stranu, može se sabiti samo u jednoj di- 
menziji. Srećom, već smo razradili poseban 
slučaj kompresije ograničeno elastičnog ma- 
terijala. 

Slijedeći iste argumente možete vidjeti da 
je brzina zvuka u čvrstom tijelu jednaka 
VY'/p gdje је У’ „uzdužni modul? ili tlak 
podijeljen s relativnom promjenom duljine 
za ograničeni slučaj. Ovo je samo omjer 
Al/l na F/A koji smo dobili u jednadžbi 
4.1. 

Dakle, brzina longitudinalnih valova je 
dana sa: 

2 Y’ 


Clong = 


1—o Y 
م‎ 0) 90) р “® 


Sve dok је с između 0 i 1/2, modul smica- 
пја u manji је od Youngovog modula Y, а 
također i Y' je veći od У, dakle: 


и<Ү<Ү' 
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. To znači da uzdužni valovi putuju brže od 
posmičnih valova. 

Jedan od najpreciznijih načina mjerenja 
konstanti elastičnosti tvari je mjerenje gus- 
toće materijala i brzina dviju vrsta valova. 
Iz ovih informacija mogu se dobiti oba Y i 
o. Uzgred rečeno, mjerenjem razlike u vre- 
menu dolaska dviju vrsta valova od potresa 
seizmolog može procijeniti, čak i na temelju 
signala na samo jednoj postaji, udaljenost 
do potresa. 

Slična razmatranja navela su hrvatskog 
seizmologa Andriju Mohorovičića na otkriće 
strukturalnog diskontinuiteta u građi Zem- 
ljine kore. Mohorovičićev diskontinuitet, 
obično zvan Moho, granica je između Zem- 
ljine kore i plašta. Moho sloj odvaja ocean- 
sku i kontinentalnu koru od gornjeg dijela 
plašta. Većinom se nalazi potpuno u lito- 
sferi. Samo kod oceanskih hrbata određuje 
granicu litosfere i astenosfere. 


vanjska e 


SEIZMOGRAM 


Slika 4.12: Mohorovičićev diskontinuitet 


Mohorovičić je taj diskontinuitet otkrio 
analizirajući seizmološke podataka potresa 
u Pokuplju (8. listopada 1909.). Primijetio 
je razliku u brzini prostiranja valova potresa 
(posebno takozvanih P-valova) na različitim 
zapisima seizmoloških postaja diljem srednje 
Europe koje su zabilježile spomenuti potres. 
Točan izračun omogućio je i prethodno (od 
ožujku 1892.) uveden standard mjerenja 
točnog vremena u Hrvatskoj, što je također 
bila njegova zasluga. Detaljna analizu neko- 
liko stotina seizmograma ustanovila je da se 
Moho sloj nalazi prosječno 7 km ispod dna 
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oceana i 30 do 50 km ispod tipične konti- 
nentalne kore (Slika 4.12). Više o tom, vje- 
rojatno najznačajnijem fizikalnom otkriću 
u Hrvata, može se pročitati na stranicama 
Geofizičkog zavoda. 


4.1.4 6 


یي ته .+ жыл‏ 


nim problemom praktične primjene vezane 
uz čvrstoću struktura, savijanjem. Već iz 
iskustva znamo da otpor štapa na savijanje 
ovisi o obliku njegovog poprečnog presjeka. 
Analizu problema počet ćemo sa gredom 
kružnog profila, štapom, što se može oprav- 
dati i čestom praktičnom upotrebom ovog 
profila na građevinskim strukturama odgo- 
vornim za nosivost, kao na slici 4.13a. Zbog 
jednostavnosti, zanemariti ćemo težinu same 
grede. Ovo posljednje je dosta gruba aprok- 
simacija koja nije uvijek valjana u svim slu- 
čajevima u građevinarstvu. Ipak, rezultati 
su vrlo poučni, a lako se prošire i na pro- 
blem ,teških greda". U našem primjeru štap 
dužine L savijen tako da mu je radijus za- 
krivljenosti R > L. Pri toj zakrivljenosti 
dio štapa koji je najudaljeniji od centra za- 
krivljenosti najviše je istegnut, dok je onaj 
suprotni dio najviše stlačen. Očito postoji 
u štapu jedna ploha, paralelna s osi štapa, 
koja ima osobinu da u neposrednoj blizini 
sadrži ne napregnuti materijal. 

Očekujemo također da ova ploha bude 
u neposrednoj blizini osi štapa ili čak na 
osi. U stvari, može se pokazati da (iako 
to nećemo učiniti ovdje), za mala savijanja 
, jednostavnih" greda, ta ploha prolazi kroz 
težište plohe poprečnog presjeka. Ovo je 
dakako točno samo pod pretpostavkom da 
se radi o ,čistom" savijanju, bez dodatnih 
istezanja ili tlačenja. Ovako savijeni štap 
možemo zamisliti kao da je sastavljen od 
malih elemenata dužine l od kojih svaki ima 
radijus zakrivljenosti R kao na slici 4.13b. 

Na nekoj udaljenosti y od neutralne plohe 
zamislimo plohu koja je njoj paralelna (Slika 
4.13c). Dužina segmenta materijala koji se 
nalazi u blizini te plohe podvrgnut je na- 
prezanju, pa će njegova dužina biti {+ Al. 
Očito će iznos Al rasti proporcionalno s у. 
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istezanje L 


(a) 


ploha 


neutralna 
ploha 


ploha \ (с) 


\ 


Slika 4.13: (a)Savijanje greda kružnog pro- 
fila. Sile istezanje i tlačenja moraju biti 
takve da ne urušavaju strukturu materijala. 
(b)Mali segment savijene grede. (c)Presjek 
grede, neutralna ploha. 


Iz slike 4.13b vidimo da je: 
Al y 


l R 


Služeći se onim što smo već ranije izveli, 
možemo pisati: 

AF 

AF yY 

AA R 
Sile koje nastaju savijanjem grede i pro- 
izvode deformaciju segmenta pojavljuju se u 
parovima oko neutralne plohe; svaki ovakav 
par sila sumira se preko presjeka plohe, pa 
ga možemo prikazati kao integral: 


ydF = >. I y?dA 
presjek R presjek 


Izraz f y? dA sreli smo ranije kad smo raču- 
nali moment inercije rotirajućih tijela. Ov- 
dje on predstavlja „moment inercije” plošnog 
presjeka grede s obzirom na os koja prolazi 
kroz njegovo težište i ortogonalna je na os 
grede. Možemo pisati: 


M= 


YI 
M= GDJE ЈЕ 1= | 7/76 
R presjek 
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Vidimo da izraz za Г ima isti oblik kao i 
moment inercije dvodimenzionalnog tijela 
oblika plošnog presjeka kroz gredu za rota- 
ciju oko osi koja prolazi kroz njegovo teži- 
šte i ortogonalna je na os grede. Budući 
da se ovdje samo radi o analogiji s momen- 
tom inercije, ovaj izraz nazivamo ,,drugim 
momentom". Da bismo načinili gredu mak- 
simalne krutosti, uz isti utrošak materijala, 
koristit ćemo presjek (ili, u inženjerskom 
žargonu, ,,profil") koji podsjeća na presjek 
zamašnjaka tj. u obliku slova „Т” kao na 
slici 4.14. Ovakve ili slične oblike imaju če- 
lični nosivi elementi poput tračnica i ostalih 
strukturnih elemenata. Vidjet ćemo da, za 
praktične grede, drugi moment ne može rasti 
u nedogled, jer tada će se greda ,izbaciti" 
tj. deformirati i izgubiti svoj uzdužni ravni 
oblik. 


Slika 4.14: I-greda 


Kao posebni primjer savijanja greda mo- 
žemo uzeti usađenu gredu (Slika 4.15). 
Greda je opterećena na jednom kraju ute- 
gom W. I ovdje zanemarujemo težinu same 
grede. Pretpostavimo da se greda proteže 
u smjeru osi 2 koja je horizontalna. Za- 
nima nas pomak u vertikalnom smjeru z 
kao funkcija od т. Iz matematike znamo da 
je zakrivljenost Е! neke krivulje 2(1) dana 
relacijom: 


_3 
1_ dz id dz\?| ? 
R а? | \ат 

Uz pretpostavku da je zakrivljenost mala, 


2 , кир 
vidimo da je (4) < 1, pa možemo napisati: 
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Slika 4.15: Konzolna greda s utegom па 
jednom kraju 


Zakretni moment savijanja grede M je funk- 
cija r-a i, ako zanemarimo težinu grede, iz- 
nosi: 


M(e)=W(L—-x) 


Koristeći se prethodno izvedenom jednadž- 
bom za moment savijanja imamo: 


И(1,—х) = 


te, integrirajući za 2, imamo 


_ W (Laž gr? 
ГА و‎ 6 


Iz graničnih uvjeta, da je 2(0) =0 i 
kod х = 0 dobijemo: 


dz __ 
92 = 0 


Vidimo da greda „tone” na kraju s trećom 
potencijom dužine za dani teret. Pri ovoj 
jednostavnoj analizi pretpostavili smo da je 
greda relativno tanka u usporedbi prema 
svojoj dužini, da je savijanje malo i, što je 
često gruba aproksimacija, da je njezina vlas- 
tita težina zanemariva. U praksi možemo 
vlastitu težinu grede uzeti u obzir tako da 
pridodamo po cijeloj dužini male utege i 
integriramo. 

U izvođenju naše približne teorije grede, 
pretpostavili smo da se presjek grede nije 
promijenio kada je greda bila savijena. No 
za veća savijanja moramo uzeti u obzir i 
deformaciju grede; gornji dio grede se stanji 
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a donji zadeblja. Kada je debljina grede 
mala u usporedbi s polumjerom zakrivlje- 
nosti, presjek se vrlo malo mijenja i naš 
rezultat može biti prihvatljiv. Općenito, me- 
đutim, ovaj se učinak ne može zanemariti, 
što možete lako pokazati sami savijanjem 
gumice od meke gume u prstima. Ako je 
presjek izvorno bio pravokutan, vidjet ćete 
da se pri savijanju ispupčuje na dnu (vidi 
sliku 4.16. 


(b) 


(a) 


Slika 4.16: (a) savijena gumica; (b) presjek. 

To se događa jer kada stisnemo dno, ma- 
terijal se širi u stranu, kao što je opisano 
Poissonovim omjerom. Gumu je lako savi- 
jati ili rastezati, ali je pomalo slična tekućini 
jer joj je teško promijeniti volumen (lijepo se 
vidi kada savijete gumicu 4.16). Za nestlačiv 
materijal, Poissonov omjer bi bio točno 1/2, 
dok je za gumu to tek približna vrijednost. 


4.1.5 
Ponašanje štapova ili greda pod utjecajem 
longitudinalnih tlačnih sila problem je tipi- 
čan za kosti životinja, stabljike biljaka te 
mnoštvo prirodnih, ali i umjetnih, struk- 
tura. Iz kostiju fosiliziranih životinja mo- 
žemo puno naučiti o njihovom načinu kreta- 
nja, te posredno njihovim životnim uvjetima, 
prilagodbi, pa čak i načinu prehrane. Fizi- 
kalni parametri pri tom su veoma važni fo- 
renzički podaci u konstrukciji naših spoznaja 
o životu na Zemlji. S druge strane civiliza- 
cija, posebice njena arhitektura, počiva na 
statici građevinskih struktura i elemenata, 
posebice na gredama, njihovim profilima i 
materijalima od kojih su bivale proizvedene. 
Za primjer uzmimo vizure Venecije, grada 
sazdanog na drvenim nosivim gredama ili 
New Yorka, metropole čiji su neboderi i mos- 


Izvijanje i izbacivanje 
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tovi nastajali na čeličnim ,,1" profilima kao 
sa slike 4.14 o kojima je već bilo riječi. 

Pokušajmo ovdje fizikalnu analizu napra- 
viti na jednoj složenijoj strukturi koja je 
u svojoj biti primjer vertikalno postavljene 
kopčane grede pod djelovanja para uzduž- 
nih sila. Iako je struktura takve , prirodne 
grede" veoma složena i u velikoj mjeri odra- 
žava brojne evolucijske procese koji su na 
njen oblik utjecali u suštini se radi o najvećoj 
potpornoj gredi u sisavaca, bedrenoj kosti, u 
našem primjeru na slici 4.17, bedrenoj kosti 
čovjeka. 


učvršćeni kraj 1 
F x (uzglobljeno u zglob kuka) 


linija naprezanja 


SRE DE 
(težina tijela) , 


lava 
ваа 
istezanje tlačenje 


točka nultog 
naprezanja 


F با‎ učvršćeni kraj 2 


(uzglobljeno u koljenski zglob) 


Slika 4.17: Primjer ,prirodne" vertikalne 
kopčane grede. Bedrena kost u čovjeka. 


Iako su svi „životni primjeri" grada svo- 
jom pojavom veoma statični, s obzirom da 
je to njihova fizikalna zadaća u stvarnom 
svijetu, da bismo napraviti naš proračun 
morat ćemo se poslužiti metodom virtual- 
nog pomaka i saviti našu gredu „skoro do 
pucanja". 

Zamislimo, dakle, virtualnu deformaciju 
grede pod utjecajem tlačnih sila kako što je 
to prikazano na slici 4.18a. Zanima nas kako 
će se štap deformirati kad na njega djeluju, 
u smjeru osi, par sila Fi =, а djelovanje 
tih sila dominira паа gravitacijskim silama 
uzrokovanim masom štapa. Ova pretpos- 
tavka iako nefizikalna dobro opisuje mnoge 
slučajeve vertikalno postavljenih greda. 
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(c) 


(d) 


F3 F3 


Slika 4.18: (a) Savijeni štap. (b)(c)(d) Kri- 
vulje savijanja štapa. 


Pretpostavimo nadalje da se štap, pod 
utjecajem tih sila izbacio u smjeru osi y. Za 
uvjet ravnoteže imamo: 


YI 
М(2) = Еу= -5 
i dy 


gdje је, kao i prije, ь = لک‎ (gdje minus 
predznak ukazuje da je smjer А-а suprotan 
deformaciji y, pa imamo: 


dy _ Ку 

dz? ҮІ 
Ovo je diferencijalna jednadžba koja daje 
sinusoidu. Za mala izbacivanja, dakle, 
imamo sinusoidalno izbacivanje. Ovdje je 
»valna dužina" A = 2L. Za mala izbacivanja 
L se značajno ne mijenja, pa možemo pisati 


. TI 
у= ksin — 
L 


gdje je x konstanta. Druga derivacija daje 


ири 
dr? 12 
što uspoređeno s početnom jednadžbom daje 
= Li 
=". 


iz čega vidimo da, za mala izbacivanja, sila 
nije funkcija iznosa izbacivanja. Ovo nazi- 
vamo Eulerova sila. U stvari, izbacivanje 
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će napredovati „ѕато” do loma štapa ili do 
mjesta gdje sila deformacije štapa zaustavlja 
dalje savijanje. U praksi, dakako, možemo 
imati oba slučaja; krti materijali će se lomiti 
već kod malih deformacija, a elastični će se 
saviti ili lomiti već u ovisnosti o njihovim 
osobinama. 

Konstantu к možemo pridodati desnoj 
strani posljednje jednadžbe, time da je к = 1 
za slučaj kad sila zadržava smjer x bez ob- 
zira na izbacivanje (Slika4.18b), dok je za 
kruto ukopani štap (Slika 4.18c) к=4. Za 
slučaj da je štap kruto ukopan na jednom 
kraju, a sila djeluje na drugi kraj bez trenja 
(Slika 4.18d), može se pokazati da je k = 1. 
Najlakše је izbaciti kruto ukopani štap čiji 
slobodni kraj ,,bježi" bez trenja!. 

Imamo, dakle, ovu situaciju: za silu koja 
je manja od F nemamo nikakvog izbaciva- 
nja. Kad sila poraste na vrijednost = 
nastaje ibacivanje. U slučaju lako lomljivih 
materijala, kao što su kameni stupovi i sl., 
vertikalno opterećenje ne smije prekoračiti 
Eulerovu silu. Ovo se odnosi i na strukture 
poput raketa koje moraju biti čim laganije, 
ali ipak dovoljno čvrste da se ne izbacuju. 

Jednadžba za zakrivljenost ima zanimljivu 
osobinu. Umjesto koordinata x і у možemo 
koristiti varijable S i 0 (kuta nagiba tan- 
gente) (Slika 4.19). Zakrivljenost je tada po 
definiciji 


1 468 
R dS 
pa možemo pisati točno 
dð _ Fy 
dS YI 
ako deriviramo po S i sjetimo se da je ду = 


ѕіп Ө imamo 


Za male kutove sin = 0 ра imamo staru 
približnu jednadžbu. Ova točna jednadžba 
je istog oblika kao i ona koju dobijemo za 
njihalo koje oscilira s velikom amplitudom. 
Rješenja ovakvih jednadžbi impliciraju ko- 
rištenje Jacobijevih eliptičnih funkcija, ili 
numeričke metode. Krivulje koje se dobiju 
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R 


\ 


Slika 4.19: Koordinate 5 i 6 za krivulju 
savijene grede. 


opisuju savijanje elastičnih štapova (motke 
od kompozitnih materijala, čelična pera itd.) 


4.2 Mehanika fluida 


Fluidi, posebno tekućine, predstavljaju 
jedno od fascinantnih područja fizike. Uz 
svoju intrinsičnu ljepotu, fenomen cirkula- 
cije i toka tekućine još uvijek prkosi potpu- 
nom razumijevanju i matematičkoj obradi. 


4.2.1۹ 3 


Tekućina ima osobinu da teče, tj. ne održava 
svoj oblik pod utjecajem sila. Kako brzo 
tekućina mijenja svoj oblik pod utjecajem 
sila ovisi o viskoznosti. U tom smislu vrlo 
mekani, ali ipak elastični materijali, poput 
želatine nisu tekućine. > 

U hidrostatici tekućina je u stanju miro- 
vanja. Drugim riječima, sva naprezanja па 
element volumena tekućine su okomita (nor- 
malna) na površinu elementa (Slika 4.20). 
Silu na jedinicu površine definiramo kao tlak. 
U hidrostatici je tlak naprezanja isti u svim 
smjerovima. Valja odmah naglasiti da to ne 
znači da je tlak posvuda isti u što se možemo 
lako uvjeriti ako zaronimo u vodu. 

Ako s p označimo gustoću fluida, a tlak 
na nekom referentnom nivou s ро onda је 


5Ovo je, dakako, stvar definicije. Kod sila i tla- 
kova koji su iznad Hugoniotovog elastičnog limita 
(HEL) čvrsta tijela se ponašaju plastično, pa se tada 
sve kohezijske sile mogu promatrati kao svojevrsna 
»viskoznost". Stoga se problemi deformacije tijela u 
ovakvom režimu tretiraju u okviru hidrodinamičkih 
modela. 
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element volumena 


F TEKUĆINA 


Slika 4.20: U statičkoj tekućini sila po jedi- 
nici površine preko bilo koje površine nor- 
malna je na površinu i ista je za sve orijen- 
tacije površine. 


tlak na nivou koji je viši od referentnog za 
iznos h dan izrazom 


p = po — pgh 


Iz ovoga proizlazi da je kombinacija p+ pgh 
konstantna u statičkom fluidu. Zamislimo 
malu kocku u unutrašnjosti tekućine (Slika 
4.21a). Kolika je rezultantna sila na taj 
volumni element? Budući da je tlak neovisan 
o smjeru, onda , višak" sile može jedino doći 
od toga što tlak po iznosu nije posvuda isti. 


Slika 4.21: Tlak u statičkoj tekućini. Neto 
sila pritiska na kocku je —Vp po jedinici 
volumena. 


Ako sada orijentiramo kocku tako da joj 
se bridovi podudaraju sa smjerom koordi- 
nata i nazovemo dužine bridova s Az, Ay 
i Az onda imamo situaciju kako je prika- 
zana na slici 4.21b. Sila na stranicu kod x 
je PAyAz, a sila na stranicu kod z+ Az je 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


144 


4. Mehanika čvrstog tijela 


—(р+ др Ат)ЛуАл. Ukupna sila u smjeru 
z je tada —(Ž2)ArAyA2. 

Ako kombiniramo ostala dva smjera vi- 
dimo da je ukupna sila na jedinicu volu- 
тепа —\/ р. Ako postoje druge sile, kao npr. 
gravitacija, onda mora postojati ravnoteža 
između tlaka i ove sile da bi fluid mirovao. 
U slučaju gravitacije, a i u većini drugih 
slučajeva ova dodatna sila se može opisati 
potencijalnom energijom. Ako kažemo da 
je P potencijalna energija po jedinici mase 
(za slučaj gravitacije Ф = 92), onda je sila 
na jedinicu mase dana s —Vo, a sila na jedi- 
nicu volumena je — pV. Za uvjet ekvilibrija 
imamo tada 


—Vp— рўФ =0 


Ovo je jednadžba hidrostatike. Općenito, ona 
nema rješenja. Ako, naime, gustoća varira 
od točke do točke ne postoji općeniti način 
uspostave ravnoteže i tekućina ne može biti 
u statičkom ekvilibriju. U tom slučaju nas- 
taju struje konvekcije. Ovo je očito iz same 
matematike, jer je Vp čisti gradijent, dok 
kod varijabilnog p drugi član to nije. Samo 
u slučajevima gdje je p konstantan drugi 
član je čisti gradijent i jednadžba onda ima 
rješenje 
p+p = konst. 


Drugi način da dobijemo rješenje je da p 
bude funkcija p. To je ujedno sve što o 
hidrostatici trebamo u principu znati. 
Koristeći se ovim zakonitostima dolazimo 
do objašnjenja za Pascalov princip koji 
je posljedica činjenice da se tlak u tekućini 
ravnomjerno raspoređuje. Tako dva cilindra 
opremljena klipovima i međusobno spojena 
kao na slici 4.22 mogu služiti kao „pojačalo 
sile! na čemu se zasniva rad hidrauličkog 
tijeska ili preše, uređaja s pomoću kojega 
se mogu proizvesti vrlo velike sile tlačenja, 
dizanja, probijanja, oblikovanja i slično. 
Od modernijih primjena hidrauličkog ti- 
jeska spomenimo hidrauličko frakturiranje 
(eng. hydraulic fracturing or fracking). Hi- 
drauličko frakturiranje je postupak droblje- 
nja stijene uz pomoć hidrauličke tekućine 
pod vrlo visokim tlakom, npr. vode. Voda 
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Slika 4.22: Hidraulička preša 


pomiješana s pijeskom i kemikalijama ubriz- 
gava se pod visokim tlakom u bušotinu. To 
rezultira malim pukotinama (obično manje 
od 1 mm), kroz koje teku prirodni plin, nafta 
i druge tvari (uključujući uranove rude). 
Kada se ukloni hidraulički tlak, mali frag- 
menti pijeska ili aluminijeva oksida održa- 
vaju pukotine otvorenima. Ova tehnika se 
koristi za vađenje zaostaloga plina ili nafte 
iz škriljevca. 

Na sličan način djeluje i izostatska preša 
(Slika 4.23a). Ovdje se početni materijal, 
npr. metalni prah, najprije konvencionalnim 
načinom utisne u neki lonac ili čak elastičnu 
košuljicu i smjesti u posudu s fluidom koji 
se onda podvrgne tlaku. Fluid može biti 
neka tekućina ili plin. U posebnom slučaju 
može se plin ugrijati na visoku temperaturu 
i istovremeno podvrgnuti tlaku. 


(a) 


gornji 
udarni klip 


(b) dovod plina 
L= gornji pokrov 
1. | d cilindrično 
lačna 2 ч 
komora 


|_ kućište radne 
komore 


toplinska 


odušak т З, 
izolacija 


| _ perforirani 


potporanj prašak 


u spremniku 


|_ elastična 
košuljica 


grijač 


+— potporanj 


| donji udarni _ Б ц 
klip i istiskivač 


donji pokrov 


Slika 4.23: Izostatska preša (a) uređaj za 
hladno izostatsko prešanje (b) grijana izos- 
tatska preša (eng. Hot lsostatic Pressing, 
HIP) 


Vruće izostatsko prešanje (poznato u in- 
ženjerstvu kao HIP), ima vrlo važnu ulogu 


u modernoj tehnologiji za proizvodnji novih 
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materijala i materijala poboljšanih svojstava. 
Vruće izostatičko prešanje (hipping) može se 
koristiti za izgradnju odljevaka, zgušnjava- 
nje predsinteriranih komponenti", konsolida- 
ciju praha i međufazno lijepljenje. Uključuje 
istovremenu primjenu visokog tlaka i povi- 
šene temperature u posebno konstruiranoj 
posudi (Slika 4.23b). Tlak se aplicira plinom 
(obično inertnim) i stoga je izostatički. Pod 
ovim uvjetima topline i tlaka, unutarnje pore 
ili defekti unutar čvrstog tijela kolabiraju. 
Enkapsulirani prah i sinterirane komponente 
unutar posude zgušnjavaju se i pritom do- 
bivaju poboljšana mehanička svojstva. (— 
Atkinson und Davies, 2000) 


4.2.2 Osnove hidrodinamike 


Kretanje tekućine možemo najprije proma- 
trati teoretski, apstraktno i onda tako nas- 
tale modele primijeniti na pojedine prak- 
tične slučajeve. Da bismo opisali kretanje 
tekućine moramo znati njezine osobine u sva- 
koj točki, jer na raznim mjestima tekućina 
ima općenito različite brzine. To znači da 
moramo u svakoj točki imati tri komponente 
brzine u svakom času. Ovo općenito impli- 
cira i promjenu tlaka i gustoće od točke do 
točke i od trenutka do trenutka. Ako je k 
tome fluid i vodič električne struje (ili, ako 
se bavimo problemom vođenja topline, to- 
plinske struje) onda imamo još i promjenu 
u prostoru i vremenu odgovarajućih struja. 
Uz električnu struju možemo imati i magnet- 
sko polje što dalje usložnjava cijeli problem; 
ovakvim problemima se bavi magnetohi- 
drodinamika. Ova grana hidrodinamike 
od interesa je u energetici i astrofizici. 

Da bismo se ograničili na jednostavne pro- 
bleme promatrat ćemo tekućine koje ne vode 
struju (ili je ova u svakom slučaju odsutna) i 
zanemarit ćemo promjene u temperaturi, jer 


6 sinterirani materijali, od njem. sintern sinter, 
sinder: žeravica, troska, su tvrdi materijali nastali 
postupkom okrupnjavanje praškastih struktura u 
čvrstu i poroznu masu. Takve su slitine metala 
(sinterirani metali) koje se ne mogu ravnomjerno 
pretaliti u homogenu leguru zbog prevelikih razlika 
u njihovim osobinama. Važnost tih materijala sve 
više raste, danas se upotrebljavaju za izradu jez- 
gri transformatora i prigušnica, za trajne magnete, 
ležajeve, kočne obloge i drugo. 
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tlak i gustoća mogu dobro definirati stanje 
većine jednostavnih fluida. Općenito u te- 
oriji fluida moramo početi s jednadžbom sta- 
nja koja nam daje tlak kao funkciju gustoće. 
Na sreću, u slučaju većine tekućina, nestla- 
čivost je dobra aproksimacija, pa gustoća 
ostaje konstantna i problemi su tada jednos- 
tavniji. Aproksimacija nestlačivosti dobra 
je čak i za plinove kod malih brzina toka 
(u usporedbi s brzinom zvuka ili udarnih 
valova). Čak i uz ova ograničenja problem 
strujanja može biti dosta složen. Za naše 
jednostavne probleme pretpostavit ćemo da 
je p= const. 

Osnovna relacija izražava očuvanje mate- 
rije. Ako je brzina 5, onda masa koja u jedi- 
nici vremena prođe kroz jediničnu površinu 
normalnu na v, je|pv|. Općenito divergen- 
cija ove veličine jednaka je promjeni gustoće 
u jedinici vremena: 


= до 
М.(о = = 
(00) =- 
Охо је dobro poznata jednadžba kontinuiteta 
u hidrodinamici. U našoj aproksimaciji, р = 
const., ova se jednadžba reducira na 


\\-б=0 


Divergencija V je dakle nula za nestlačive 
tekućine. Napomenimo da je ovaj izraz istog 
oblika i analogan onom za magnetsko polje 
B. 

Iduća jednadžba je primjena Newtonove 
dinamike na fluid. Jednadžba F = ma ovdje 
se može pisati kao: 

f=pa 

gdje je f sila na jedinični volumen fluida, 
a a je njegova akceleracija. Vidimo da f 
možemo smatrati gustoćom sile i prikazati 
je kao sumu od tri člana. Prvo imamo 
silu tlaka na jedinični volumen, —Vp, za- 
tim imamo ,vanjske" sile, npr. gravitaciju i 
sl. Ako se radi o konzervativnim silama s po- 
tencijalom na jedinični volumen &, onda je 
ovaj član ۱ Treći član dolazi od otpora 
fluida na deformaciju tj. sile viskoznosti. To 
je isto „unutarnja” sila. Dakle 


pa = —Vp ак 6م‎ ШЫ Tvise. 
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Da bismo probleme i dalje pojednostavnili, 
možemo pretpostaviti da je tekućina ,ri- 
jetka" u smislu da je sila viskoznosti zane- 
mariva. Ovo je dosta gruba aproksimacija 
i o njoj moramo voditi računa, jer u su- 
protnome rješenja mogu biti pogrešna čak i 
kvalitativno. 

Ako dakle ispustimo član za viskoznost 
ostaje jednadžba koja sadrži sve osim iz- 
raza za akceleraciju. Izgledalo bi na prvi 
pogled jednostavno riješiti problem time što 
se akceleraciju smatra derivacijom brzine po 
vremenu, 0/0t. Ovo je derivacija koja se od- 
nosi na promjenu brzine U(x,y,2,t) u jednoj 
točki prostora. Ono što nas međutim zanima 
nije to, već akceleracija nekog određenog ele- 
menta volumena tekućine (jedne određene 
,kapljice") od mjesta do mjesta. Pretpos- 
tavimo da ovako proizvoljno malu kapljicu 
tekućine možemo pratiti na njezinom putu 
(zamislimo da je obojena). U intervalu At 
kapljica će se pomaknuti na drugo mjesto u 
prostoru (Slika 4.24). 


v+Av 
v(x,y,Z,t) 


E 


putanja čestice 


Slika 4.24: Ubrzanje čestice fluida 


Ona će prevaliti put VAt. Pomak po osima 
će biti VrAt, w At i vzAt. To znači da 
1) ,1,,2,1( prelazi nakon nekog intervala At 
u U(x + Ax, y + Ay,z + Az,t+ At) gdje su 
Az = АЕ, Ay = WJAt, Az = VYAt. Po 
definiciji parcijalnih derivacija to znači da 
je: 


u(x + Az, y + Ay, z + Az, t + At) 


Akceleracija AV/Atf je tada: 

ov e ov n ðv m 017 
0 0 

ðr ду 02 ðt 


Ve 


Simbolički možemo to pisati i ovako: 


Vidimo, dakle, da akceleracija može biti ko- 
načna čak i ako је 04/0t = 0, što je očito, 
jer npr. voda može teći u krugu i time biti 
akcelerirana dok se brzina i jednoj točki ne 
mijenja. 

Dakako, naša jednadžba sada izgleda 
ovako: 


Iz identiteta vektorske analize imamo 


5 iz 
=(UXV)XU+ zV 0) 
Vidimo da, za razliku kada imamo umjesto 
۷ ,pravi" vektor, pojavljuje se faktor od 1 
u drugom članu. _ 

Ako У x U nazovemo О možemo pisati: 


20 беъ жы 9 
дї 2 0 
Vektorskom polju О dajemo naziv vrtlož- 

nost. Ako je vrtložnost posvuda nula ka- 
žemo da imamo posla s irotacijskim struja- 
njem. Cirkulaciju vektorskog polja po zatvo- 
renoj petlji pišemo kao integral tangencijalne 
komponente polja po petlji: 


CIRKULACIJA = $ v- dë 


pa je cirkulacija po jedinici površine infini- 
tezimalne petlje dana s V х0. Dakle vrtlož- 
nost O je cirkulacija oko jedinične površine 
koja je ortogonalna na smjer A. Može se 
pokazati da će se neka mala kapljica bilo 
gdje u tekućini rotirati kutnom brzinom 9/2 


5 OV u što se možemo uvjeriti ako bacimo zrnce 
= 0(20,0,2,6) + mv, At ( = 0 J 5 и 
07 prašine na površinu tekućine). Može se ta- 
01 99 07 kođer pokazati da tekućina u posudi koja se 
m Oy ورو نه و‎ SE ووهه وا‎ дї لس‎ nalazi na rotirajućoj platformi ima lokalnu 
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kutnu brzinu od 0/2 dok platforma rotira 
brzinom О. 

Ukoliko nas zanima brzinsko polje teku- 
ćine možemo eliminirati tlak iz jednadžbe. 
Djelujemo li operatorom rotacije na cijelu 
jednadžbu i uzmemo u obzir da je p kons- 
tanta i da je rotacija svakog gradijenta nula 
dobijemo (uz uvjet da je V -7 =0): 


ôl э д, 
: +VXxX(NXxV)=0 
Ova posljednja jednadžba, uz ostale dvije, 
9-۷ 71د‎ ۷۰٧ - 0, potpuno opisuje br- 
zinsko polje tekućine uz napomenu da smo 
međutim izgubili informaciju o tlaku! 
Pogledajmo sada neke posljedice ovih re- 
lacija. Ako je 9 = 0 posvuda u bilo kojem 
času t, onda je i 20/01 = 0, pa је Q onda 
ostaje jednak nuli u bilo kojem vremenu, tj. 
ako je tok počeo kao irotacijski ostaje stalno 
takvim. Tada susu د۷‎ 9-01 7-7-0 
jedine jednadžbe koje valja riješiti. Prije 
ulaženja u rješavanje nekih specijalnih pro- 
blema promatrajmo slučaj jednolikoga toka. 


4.2.3 Jednoliki tok - Bernoullijev teorem 


Pogledajmo jednadžbu toka, pri čemu se 
ograničimo na jednoliki tok, tj. tok kod 
kojega se brzina u određenoj točki prostora 
vremenski ne mijenja. Dakle, v je statičko 
vektorsko polje. Ako bismo u struju tekućine 
ispuštali obojenu tekućinu kroz seriju kapi- 
lara dobili bismo sliku strujnica (Slika 4.25). 
U slučaju jednolikog toka to su putanje čes- 
tica tekućine. (U slučaju nejednolikog toka 
poredak strujnica se stalno mijenja u vre- 
menu, pa strujnice u jednom trenutku očito 
ne predstavljaju putanju jedne čestice). 
Jednoliko strujanje implicira dakle 27 =0, 
ali y se mijenja od točke do točke u prostoru. 
Ako u jednadžbu gibanja (1) množimo ska- 
larno s 7 dobijemo, uz uvjet da је 05/0t = 0, 


: 1 
-y ССЭ =0 
р 2 


(jer v- (О xv) = 0). Ova jednadžba izražava 
činjenicu да se, za mali pomak и smjeru 
y, veličina u zagradama ne mijenja. No 
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Slika 4.25: Strujnice ravnomjernog strujanja 
fluida 


kod jednolikog toka svi pomaci su u smjeru 
strujnica, pa za sve točke na strujnici vrijedi: 


p و1‎ /*ZA 
PI 5° + Ф = konst. ное (4.7) 
Ovo је Bernoullijev teorem. Iznos kons- 


tante je općenito različit za različite struj- 
nice. Dakako, za jednoliko nerotacijsko stru- 
janje О = 0), pa je: 


Ў (250+) =0 
p 2 
tako da je jednadžba 4.7 istinita za bilo koju 
strujnicu, tj. konstanta je posvuda ista. 
Vidimo da je Bernoullijev teorem u stvari 
izraz zakona očuvanja energije. On nam daje 
mnogo informacija o toku fluida, a da ne 
moramo ulaziti u analizu svakog pojedinog 
slučaja. On proizlazi iz realnosti, pa ga se 
može izvesti iz nekog modela, kao i putem 
matematike kako smo ovdje to učinili. 
Zamislimo sada „cijev strujnica" omeđenu 
s plohama A1 i A2 koje su ortogonalne na 
strujnice (Slika 4.26). Po definiciji sav fluid 
koji protječe kroz plohu A; brzinom vı mora 
izaći kroz Ао brzinom va. Pretpostavimo da 
su gustoća i potencijal kod Ау p1 і Фі, a kod 
A2 p2 i Фә. Fluid koji uđe kroz Ау, nakon 
intervala At prijeđe put 01 Аё, a kod A2 put 
v2At. Očuvanje mase fluida implicira da 
ista količina koja ulazi kod A; izlazi kod Ao. 


Am = PiA1vIAt = p2AavoAt 


ili 
ده دشرم‎ = p2A2v2 
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P+ dpv? + pgh = konstanta 


\Daniel Bernoulli 


— smjer leta - 
nadtlak 
ы. х s هح يسو‎ 
mem ej ac se 


Slika 4.26: Bernoullijev teorem 


što znači da je brzina kod konstantnog 
p obrnuto proporcionalna površini presjeka 
cijevi. Vidimo također da je rad izvršen kod 
A1 jednak PIA1V1 At, a kod A» je P2 АА. 
Ukupni rad između Ду і A2 је р Ато At — 
ро Азоо Л što mora ići na račun povećanja 
energije mase fluida na putu između A1 i 
A2. Dakle: 


pIALVLAt — po Å2V2 At = Am(E2 = E) 


gdje su Ёл i E2 energije po jedinici mase 
fluida kod A; odnosno A». No energija ро 
jedinici mase fluida se može izraziti kao: 


1 
B= v FoU 


gdje prvi član na desnoj strani predstavlja 
kinetičku, drugi potencijalnu, a treći „unu- 
tarnju” energiju po jedinici mase. Energija 
U može biti termalna u slučaju stlačivog 
fluida ili može odgovarati promjeni kemijske 
energije. Dakle: 


ру Avi ât p2A2vzAt 
Am Am 
1 1 
= с ده‎ + zu POP 


Ako se sjetimo da je Am = pAVAt, ova jed- 
nadžba se može pisati i ovako: 


р و1‎ р 15 
| РФ )ې‎ = = 4 
pı 27 1-٠ يم‎ 2°? 


ЕФә-+ 05 
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Ako je fluid nestlačiv i nikakve kemijske 
reakcije nisu u pitanju, U ostaje isti na sva- 
koj strani jednadžbe i imamo opet Bernoul- 
lijev teorem. Pogledajmo neke primjene tog 
teorema. 

Pretpostavimo da imamo neku veliku ci- 
lindričnu posudu iz koje ističe tekućina kroz 
relativno mali otvor pri dnu (Slika 4.27a). 
Kako je otvor mali u usporedbi s dijame- 
trom posude možemo reći da je brzina izla- 
zeće tekućine velika u usporedbi s brzinom 
opadanja nivoa u posudi. 


(b) 


EN 


"uronjena mlaznica" 


Slika 4.27: (a) istjecanje tekućine (b) istje- 
canje tekućine s povratnom ispusnom cijevi 
reduciranog promjera 


Tlakovi na površini tekućine i na površini 
mlaza su isti, tj. po. Sad zamislimo jednu 
strujnicu koja ide od površine tekućine u 
posudi i prolazi kroz mlaz. Na vrhu posude 
v= 0, a pretpostavimo također da je Ф = 0 
(gravitacijski potencijal). Označimo brzinu 
kod otvora s viz, dok je tu P = —gh. Dakle, 


1 
Po=Po+=pvž—pgh ш viz = V2gh 


2 
Ovo je dakako brzina koju bismo dobili 
kod pada tijela s visine h, što i očekujemo 
jer voda na izlasku ima kinetičku energiju 
koju je dobila na račun potencijalne energije 
stupca vode u posudi. Bilo bi međutim po- 
grešno pretpostaviti da možemo izračunati 
kako brzo se posuda prazni tako da pomno- 
žimo brzinu v;, s površinom rupe! Strujnice 
u mlazu nisu, naime, paralelne već konvergi- 
raju do neke točke nešto udaljene od rupe i 
tek tada strujnice u mlazu postaju paralelne. 
Valjani rezultat dobijemo tako da površinu 
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presjeka kod te točke pomnožimo s brzinom 
mlaza na tom mjestu. (Za okrugle rupe s 
oštrim bridom mlaz se reducira u presjeku 
na 62% od presjeka rupe.) Ako imamo ,,uro- 
njenu mlaznicu? (Slika 4.27b) ovaj ,,koefici- 
jent isticanja” postaje 50%."Ove brojke se 
mogu izračunati točno korištenjem zakona 
očuvanja impulsa (uz zakon očuvanja ener- 
gije koji smo koristili da izračunamo %;;). 
Sila koja generira impuls tekućine je tlak na 
danoj dubini. 

Tamo gdje su zidovi posude tlak je jednak 
reakciji čvrstog zida posude. Ukoliko je rupa 
relativno mala i daleko od zidova posude, 
možemo pretpostaviti da je tlak na danoj 
dubini posvuda isti izuzev kod same rupe. 
Sila koja daje tekućini impuls jednaka je 
produktu tlaka i površine otvora rupe. Ako 
ovaj impuls izračunamo, dobijemo rezultat 
da se mlaz mora suziti na pola presjeka. 
Ako rupa nije , uronjena", već je na samom 
zidu posude, tlak u okolini rupe nije jednak 
tlaku na istoj dubini u ostalim dijelovima 
posude, jer tekućina struji i u okolini rupe, 
pa tu tlak pada. Rezultat je veći ukupni (ali 
manji specifični) impuls tekućine od onoga 
u prethodnom slučaju. 

Drugi primjer od interesa je protok teku- 
ćine kroz cijev nejednakog promjera. Zamis- 
limo tekućinu da prolazi kroz horizontalnu 
cijev koja u sredini ima konstrukciju reduci- 
ranog dijametra (Slika 4.28). Iz Bernoulli- 
jeve formule zaključujemo da će tlak u užem 
dijelu cijevi biti manji od onoga u širem di- 
jelu, jer će tu brzina biti veća i stoga tlak 
manji (u suženju tekućina biva ubrzana, a 
ubrzanje je uvjetovano padom tlaka). 

Ako pretpostavimo da je dijametar cijevi 
iza suženog dijela jednak onom ispred i ako 
zanemarimo viskoznost tekućine (invis- 
cidni tokë), onda bi se tlak iza suženja trebao 
vratiti na istu vrijednost koju je imao u ši- 
rem dijelu cijevi ispred suženja. U praksi 


TOvo je dobro poznato i od znatnog interesa 
za konstruktore raketnih motora, gdje se ,uronjene 
mlaznice" naročito često koriste kod raketa s čvrstim 
gorivom. Dobivaju se tako motori većeg specifičnog 
impulsa. 

Šinviscidnim tokom nazivamo tok tekućine koja 
nama viskoznost ili joj je viskoznost zanemarivo 
mala 
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Slika 4.28: Protjecanje tekućine. Tlak je 
najmanji tamo gdje je brzina najveća. 


je ovaj tlak uvijek nešto manji u ovisnosti 
od sila viskoznosti. Ovaj pad tlaka uslijed 
prisutnosti viskoznosti lako se manifestira i 
u prethodnom primjeru. Ako mlaz tekućine 
koji izlazi iz posude uperimo na gore, tako 
nastali vodoskok neće doseći razinu površine 
tekućine u posudi (Slika 4.29), već će biti 
niži zbog nezanemarive viskoznosti koja do- 
vodi do toga da je brzina izlazećeg mlaza 
manja od /2gh. 


Slika 4.29: Dokaz da brzina istjecanja teku- 
ćine v nije jednako »و‎ 


Pokuse slične prethodnima možemo vršiti 
i s plinovima; ako pušemo zrakom između 
listova papira, ili između lista papira i nekog 
prikladnog tijela papir će se sklopiti zbog 
pada tlaka u mlazu zraka. Iz istih razloga je 
potrebno paziti prilikom plovidbe brodova 
u uskim kanalima ili njihova mimoilaženja s 
premalim razmacima između trupova plovila. 
Plastičnu veću ćemo također brže napuhati 
ako koristimo mlaznu struju zraka. 
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Promotrimo li profil krila aviona (Slika 
4.30) mogli bismo zaključiti da će zrak koji 
dolazi s lijeva zaobići krilo s obje strane te će 
se strujnice koje su se ispred napadne ivice 
razdvojile ponovno sastati iza izlazne ivice. 
S obzirom da je oblik presjeka krila takav 
da strujnice iznad krila moraju preći dulji 
put od onih ispod krila, da bi se opet sastale 
iza izlazne ivice, zrak iznad krila trebao bi 
strujati brže od onoga ispod krila. Zbog 
toga bi, prema Bernoulijevoj jednadžbi, tlak 
iznad krila trebao biti niži i time uzrokovati 
uzgon krila. 


DINAMIČKI UZGON 


Slika 4.30: Avionsko krilo. Uprošten, Berno- 
ulijevski, prikaz upravljivosti aviona. 


Problem s ovim pojednostavljenim tuma- 
čenjem uzgona je u tome što bi za invis- 
cidni tok bilo energijski povoljnije usposta- 
viti strujno polje kao ono prikazano na slici 
4.31. Štoviše, nije moguće u opsegu invis- 
cidnog modela strujanja očuvati impuls u 
sistemu aviona i zraka. Nije teško primijetiti 
sa slike 4.30 da bi inviscidno strujanje zraka 
oko proizvoljno oštre izlazne ivice implici- 
ralo beskonačnu brzinu fluida u neposrednoj 
blizini savršeno oštre ivice. Da bismo ovu 
sliku upotpunili moramo obratiti pažnju jed- 
nom dodatnom fenomenu koji smo do sada 
zanemarili. Što se događa u području do- 
dira krila s fluidom? U tom području ne 
vrijedi aproksimacija inviscidnog strujanja 


fluida. Potpuna kvantitativna slika tog pro- 
blema nadilazi okvire ovog sažetog prikaza, 
problematike avionskog krila. 

Zadržavajući se na kvalitativnom opisu 
problematike ovdje ćemo još samo spome- 
nutu dva pionira aeronautike koja su dali 
značajan obol teoriji krila (eng. Lanchester- 
Prandtl wing theory), Lanchestera i Prand- 
tla. 


vanjski rub 
graničnog područja 


Ludwig Prandtl 


i. 
2 
л 
Ф 
E 
(S) 
= 
a 
= 
x 
= 
= 
G 


т viskozno strujanje М 
u graničnom sloju tik uz površinu krila 


Slika 4.31: Lanchester-Prandtlova teorija 
avionskog krila 


Povijest bilježi da je Frederick William 
Lanchester (1868.-1946.) problem krila po- 
čeo proučavati još 1892. godine u vrijeme 
dok je brodom prelazio Atlantik na puto- 
vanju do Sjedinjenih Država. Proučavajući 
let galebova uočio je da oni mogu nepomič- 
nih krila sustizati zračne struje. Potom je 
promatranja i mjerenja načinio i na drugim 
pticama. Sve skupa je rezultiralo njegovom 
cirkulacijskom teorijom leta koja se smatra 
temeljem moderne teorije aeroprofila. Go- 
dine 1894. testirao je svoju teoriju na nizu 
modela. Godine 1897. predstavio je rad 
pod naslovom Lebdjenje ptica i mogućnosti 
mehaničkog leta Fizičkom društvu, ali je isti 
bio odbijen. No Lanchester nije lako odus- 
tajao od problematike letenja (— Lenches- 
ter, 1906). Prvi je shvatio da će motorni 
zrakoplovi zahtijevati pogone s puno većim 
omjerom snage i težine od postojećih. Po- 
red interesa za aeronautiku Lanchester ima 
istaknuto mjesto među pionirima britanske 
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auto-industrije. Kakogod, bio je istraživač i 
inovator, po svemu, daleko ispred svog vre- 
mena. 

Ludwig Prandtl (1875.-1953.) je s druge 
strane napravio odlučujući napredak u te- 
oriji graničnog sloja fluida i krila. Njegov 
rad postavio je temelje aerodinamike. Bio je 
pionir i vizionar modernog zrakoplovstva, a 
njegov zagovar jednokrilaca, utemeljen baš 
na njegovim znanstvenim istraživanjima iz 
područja hidrodinamike i aeronautike uve- 
like je unaprijedilo let zrakoplova težih od 
zraka (> Prandtl, 1923). Ostvario je važne 
doprinose teoriji nadzvučnog strujanja i tur- 
bulencija, napravio je značajne inovacije u 
dizajnu zračnih tunela i ine aerodinamičke 
opreme. 


4.2.4 Cirkulacija 


Vidjeli smo da, ukoliko fluid struji bez ro- 
tacije i nestlačiv je, njegov tok zadovoljava 
jednadžbe: 


Ove jednadžbe primijenjene na strujanje 
fluida oko kugle ili cilindra daju strujanje 
koje izgleda kao na slici 4.32a. Rješenje sli- 
jedi općenito ovako: Budući da je Vx5=0, 
to znači da se brzinsko polje može prika- 
zati kao U = —Vy, jer je rotacija gradijenta 
uvijek jednaka nuli. Veličina ىل‎ ima znače- 
nje nekog skalara koji nema nekog naročitog 
fizikalnog analogona. Možemo ga nazvati 
brzinskim potencijalom kao analogiju od- 
govarajuće, ali stvarne fizikalne, veličine u 
elektrostatici. Uvrštavanje ovoga u drugu 
jednadžbu daje 
Ӯ: (М) =Vžh)=0 /* VŽJE LAPLASIJAN */ 
Ovu jednadžbu možemo riješiti ako uzmemo 
granične uvjete: 

1. da fluid ne prodire u čvrsto tijelo 

2. da je tok homogen (homogeno brzin- 

sko polje) na velikim udaljenostima od 
tijela. 
LEONTIĆ: 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, 


FIZIKA 


Prvi uvjet implicira da je komponenta 7 nor- 
malna na površinu tijela jednaka posvuda 
nuli (u ovom primjeru, za sve točke r = a, 
дф/дт = 0). Drugi uvjet daje дф/д = vo 
za т >а. 


(а) 


(b) 


(c) 


Slika 4.32: (a) Idealno strujanje fluida oko 
cilindra. (b) Kruženje oko cilindra. (с) Su- 
perpozicija (a) i (b). 


Sama procedura rješenja se provodi lakše 
ako se problem obradi kao elektrostatski ana- 
logon u odjeljku 5.12.5 što ćemo i pokazati 
kad budemo obrađivali elektrostatiku. Pro- 
blem toka fluida oko sferičnog ili cilindričnog 
tijela ima i drugo rješenje koje je prikazano 
na slici 4.32b. Ovdje fluid cirkulira oko ti- 
jela, ali tako da je u samom fluidu još uvijek 
Ухо = 0 posvuda. Vidimo da cirkulacija 
postoji iako sam fluid još uvijek struji bez 
rotacije, u što se možemo lako uvjeriti ako 
izračunamo integral po petlji koja obuhvaća 
cilindar. U stvari on iznosi 


ادو وزیا 


Bezrotacijsko strujanje u samom fluidu im- 
plicira da je integral neovisan o r-u. Ako 
njegovu vrijednost označimo s konstantom 
C možemo pisati 


С 


y= 
2тт 


gdje је v tangencijalna brzina а r udaljenost 
od osi cilindra. 
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Budući da su jednadžbe za bezrotacijski 
tok nestlačivih fluida linearne, vrijedi prin- 
cip superpozicije pa se prethodna rješenja 
mogu superponirati i dati tok prikazan na 
slici 4.32c. Rješenje je interesantno jer sada 
cilindar ima uzgon F'. Dakako isto vrijedi i 
za kuglu što je od interesa za neke sportske 
discipline.? 

U slučaju cilindra i kugle ovo možemo 
lako eksperimentalno provjeriti tako da ho- 
mogenu struju fluida usmjerimo na rotirajući 
cilindar ili kuglu. Rotirajući cilindri se za- 
ista i koriste u praktičnoj primjeni dinamike 
fluida, ali mehanički problemi rotacijskog 
pogona ostaju vrlo komplicirani i skupi. 

Ako se sada vratimo problemu avionskog 
krila, vidimo da se i ovdje pojavljuje super- 
pozicija linearnog strujanja i rotacije fluida 
oko , krila". Zašto? 

U prisutnosti viskoznosti zraka strujanje 
oko izlazne ivice je potisnuto u prilog stapa- 
nja strujnica iza nje (kako je u prvobitnoj 
naivnoj slici i pretpostavljeno). Ovo ubr- 
zanje zraka oko gornje plohe krila generira 
zakretni impuls cijele mase zraka koja oba- 
vija krilo. To je ekvivalentno generiranju 
vorteksa oko krila. Ako sada superponiramo 
ovaj vorteks na strujanje poput onoga sa 
slike 4.31, analogno kako smo to učinili kod 
cilindra, dobijemo strujanje prikazano na 
slici 4.30. Valja primijetiti da sada zrak iza 
krila posjeduje vertikalnu komponentu im- 
pulsa koja je u prvobitnoj slici bila odsutna 
(analogno se dešava i kod rotirajućeg cilin- 
dra). 

Ovaj vertikalni impuls jednak je i obrnut 
impulsu prenesenom na krilo aviona kojim 
se svladava akceleracija gravitacije i omogu- 
ćava avionu horizontalan (i, uostalom, bilo 
kakav) let. Za razliku od cilindra, koji mora 
rotirati da bi se uspostavilo strujanje poput 
onoga prikazanog na slici 4.32c, krilo aviona, 
iako nepomično u odnosu na avion, generira 
vorteks samim svojim oblikom i uz pomoć 
viskoznosti zraka! 

Još jedan zanimljiv primjer od praktičnog 


9Ovaj fenomen naziva se Magnusovim efektom 
prema njemačkom fizičaru i kemičaru Heinrichu Gus- 
tavu Magnusu, koji se između ostalog bavio skreta- 
njem topovskih projektila od parabolične putanje. 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


značaja je tok fluida (uzmimo vodu kao pri- 
mjer, ali i plinovi se ponašaju analogno) oko 
rupe na dnu cilindrične posude (Slika 4.33). 
Znamo is iskustva da se prilikom istjecanja 
vode iz posude (npr. kade ili umivaonika) 
kroz rupu na dnu obrazuje vorteks. Proma- 
trajmo ovakav pokus: cilindričnu posudu sa 
rupom u sredini dna napunimo vodom, dok 
je rupa začepljena, i pustimo dovoljno dugo 
da se voda umiri. 


Slika 4.33: 
spremnika 


Voda cirkulirajući istječe iz 


Sada dajmo vodi lagano kružno gibanje 
tako da je promiješamo štapom (time uve- 
demo i nešto vrtložnosti О, ali ova se brzo 
priguši zbog viskoznosti. Ako zatim rupu 
na dnu otvorimo površina vode dobije oblik 
trube (Slika 4.33). Ovdje vrijedi izraz koji 
smo već izveli tj. 


С 


0277 


Tangencijalna komponenta brzine je obrnuto 
proporcionalna radijusu, što mora biti s ob- 
zirom na zakon očuvanja zakretnog impulsa. 
Radijalna komponenta brzine ima istu ovis- 
nost i što je očito, jer je tok najbrži u sredini; 
to proizlazi iz jednadžbe V. 7 = 0. Ukupna 
brzina je vektorska suma ovih dviju kom- 
ponenata i ima također ovisnost i, pa su 
strujnice Arhimedove spirale! Površina vode 
je na atmosferskom tlaku pa zadovoljava 
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relaciju 


1 
92+ sv = konst. 


Ako uvrstimo prijašnji izraz za v vidimo da 
površina ima oblik*!“ dan izrazom 


const. 


2 — 20 = 5 


r 


4.2.5 Vrtložnice ili vrtložne linije 


Opće jednadžbe toka nestlačivog fluida koje 
sadrže i vrtložnost glase: 


Vrtložnost inviscidnog toka je očuvana što 
proizlazi iz principa očuvanja zakretnog im- 
pulsa. Helmholtz je gornje jednadžbe opisao 
riječima pomoću tri teorema: 

U prvom redu možemo u fluidu zamisliti 
linije koje imaju smjer Bi koje nazivamo 
vrtložnicama. Budući da je divergencija 
rotacije uvijek nula, to je i divergencija O 
nula. Drugim riječima u unutrašnjosti fluida 
vrtložnice nemaju ni izvora ni ponora (što 
je uostalom očito iz principa očuvanja im- 
pulsa), pa će imati tendenciju da se zatvore u 
petlje poput silnica magnetskog polja. Treća 
jednadžba pokazuje da vrtložnice putuju za- 
jedno s fluidom što je očito iz Newtonove 
dinamike. Kad bismo, dakle, mogli vrtlož- 
nice obojiti tako da obojimo čestice fluida 
koje se nalaze u njihovoj blizini, mogli bismo 
slijediti put vrtložnica. Imajući ovo u vidu 
možemo riješiti mnoge probleme. 

Ako nam je poznat iznos polja U posvuda 
u području od interesa možemo izračunati 
O. No vrtložnice putuju brzinom V, pa ih se 


Očuvanje zakretnog impulsa fluida implicira i 
to da izlazeći mlaz također rotira. Ovo može biti 
poželjno, kao u slučaju raznih raspršivača tekućina, 
prahova itd. Katkada je fenomen vrlo nepoželjan 
kao npr. kod mlaza raketnih motora, gdje rotacija 
mlaza jako reducira učinak. Kontrola poželjnih i 
nepoželjnih pojava ove vrste nije uvijek trivijalna i 
često zahtijeva sofisticirano inženjerstvo. 
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može slijediti zajedno s tokom. Na svakoj 
pojedinoj lokaciji imamo određeni £? iz ko- 
jega možemo izračunati odgovarajući 7 itd. 
Početni zakretni impuls fluida određuje broj 
vrtložnica koji je onda očuvan. To znači da 
će se njihova gustoća općenito mijenjati od 
mjesta do mjesta. Ovo možemo prikazati 
zorno ako zamislimo u fluidu jedan mali cilin- 
dar koji obuhvaća određeni broj vrtložnica, 
(Slika 4.34), a čija je os paralelna s njihovim 
smjerom. Putujući zajedno s fluidom cilin- 
dar mijenja svoj dijametar i dužinu u skladu 
s očuvanjem zakretnog impulsa tako da je 
broj vrtložnica u njemu očuvan ili, točnije, 
broj vrtložnica koje prolaze kroz površinu 
presjeka cilindra ostaje očuvan. Ako povr- 
šinu ovog presjeka označimo s A, možemo 
ovo očuvanje zakretnog impulsa od točke do 
točke prostora izraziti kao 


014; = 9545 


gdje se indeksi odnose па bilo Које dvije 
točke u prostoru. 


površina A; 


(b)‏ ر/ 


Slika 4.34: (a) Skupina vrtložnih linija u 
vremenu t, (b) iste vrtložne linije kasnije u 
vremenu t’ 


Ako zanemarimo viskoznost,sve sile na 
površinu neke zatvorene plohe su normalne 
na tu plohu. Ova odsutnost tangencijalnih 
sila upravo implicira očuvanje zakretnog im- 
pulsa. Za cilindar moment inercije je pro- 
porcionalan s mr?, pa možemo pisati 


mir Qa = maržMa 


Jednadžba kontinuiteta implicira da je m1 = 


m2, a površine A su proporcionalne s т?, 
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pa je i posljednja jednadžba ekvivalentna 
prethodnoj. 

Ima više načina da se ovaj princip prikaže 
jednostavnim pokusima. Jedan od takvih 
pokusa je prikazan na slici 4.35. Cilindrični 
bubanj opremljen je membranom od kože 
ili sličnog materijala, a na suprotnoj strani 
ima centralnu kružnu pukotinu čiji je dija- 
metar otprilike trećina dijametra bubnja. U 
bubanj se „unese” određena količina dima i 
odmah zatim se udarcem po membrani ge- 
nerira dimni prsten koji nastavlja putovati 
u smjeru osi bubnja. 


Slika 4.35: Stvaranje putujućeg vrtložnog 
prsten 


Dimni prsten je snop vrtložnih linija u 
obliku torusa, kao što je shematski prikazano 
na 4.36a. Kako je б=\х U, ove vrtložne 
linije također predstavljaju кү vek- 
tora 7 kako je prikazano па 4.36b. Gibanje 
prstena prema naprijed možemo razumjeti 
na sljedeći način: Brzina kruženja oko dna 
prstena proteže se do vrha prstena, inicira- 
jući tamo kretanje prema naprijed. Budući 
da se linije vektora Q kreću s fluidom, tako- 
đer se kreću i naprijed brzinom 7. (Naravno, 
cirkulacija 7 oko gornjeg dijela prstena od- 
govorna je za kretanje vrtložnih linija prema 
naprijed pri dnu.) Drugim кош» prsten 

Dakle vrtlažtice su sadržane u prstenu 
i putuju zajedno s njim šireći se polagano 
kako po dužini tako i po međusobnoj uda- 


11Sve ovo nastaje zbog sile viskoznosti. Njezino 
prisutnost dovodi do ,,difuzije" vrtložnica. 
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(a) ше © ®\ b 
БО o/ o 
o smjer 
/ je ۷ 3 
vrtložne e» 
linije v 
DE smjer © 
(=X Krona 9 & 
сей g © 
v 


Slika 4.36: Pokretni vrtložni prsten (dimni 
prsten). (a) Vrtložne linije. (b) Presjek 
prstena. 


ljenosti. Iako se sam prsten kreće relativno 
sporo, brzina zraka u njemu je općenito ve- 
lika (О je velik) u što se možemo uvjeriti ako 
usmjerimo prsten prema Bunsenovom pla- 
meniku tako da prsten upravo dohvati pla- 
men svojim obodom. Plamen će biti smjesta 
ugašen. 
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5.1 Elektricitet 


5.1.1 Električna sila 


U prirodi postoji još jedna fundamentalna 
sila slična gravitaciji jedino po tome što je 
njezina jakost također ovisna o kvadratu 
udaljenosti između tijela, a to je električna 
sila. Ona je međutim jača od gravitacijske 
četrdesetak redova veličine (10%), a osim 
toga djeluje između dvije vrste naboja, po- 
zitivnih i negativnih, pa je privlačna ili 
odbojna u ovisnosti jesu li naboji suprot- 
nog ili istog predznaka. Koliko je električna 
sila jača od gravitacijske možemo ilustrirati 
primjerom dvaju zamišljenih zrnaca pijeska 
iz kojih su izvučeni svi negativni odnosno 
pozitivni naboji. Kad bi to bilo moguće iz- 
vesti, zrnce pijeska iz kojeg bi bio izvučen 
sav negativni naboj i zrnce pijesak iz kojeg 
bi bio izvučen sav negativni naboj privlačila 
bi se na međusobnoj udaljenosti od jednog 
metra silom ekvivalentnom gravitacijskoj sili 
između dva tijela masa 3 milijarde kilograma 
razmaknuta na istu udaljenost. 

Materija sadrži jednak broj pozitivnih i 
negativnih naboja, pa je stoga električno ne- 
utralna. I najmanji višak naboja u materiji 
vrlo bi se brzo primijetio. Tako npr. kad 
bi dva čovjeka imala u svom tijelu višak od 
samo 1% naboja, na udaljenosti od jednog 
metra oni bi se odbijali silom od oko 1025 
njutna! Vidimo, dakle, zbog čega je ma- 
terija tako čvrsta; i najmanja deformacija 
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prouzrokuje odstupanje od lokalne elektro- 
neutralnosti i stvaranje jakih električnih sila 
koje se opiru daljoj deformaciji. 

Na mikroskopskoj skali dimenzija stvari 
stoje nešto drugačije. Električna sila nije 
uvijek uravnotežena, čak i onda kada je broj 
pozitivnih i negativnih naboja tijela isti. Sila 
naime ovisi o kvadratu udaljenosti između 
naboja pa bliski naboji imaju veći utjecaj od 
onih koji su udaljeniji. Ono što drži atome 
i molekule na okupu i nazivamo kemijska 
veza rezultat je djelovanja električne sile 
koja nastaje kao rezultat konfiguracije na- 
boja u sistemu koji je inače kao cjelina ne- 
utralan. Dakako, detaljan opis kemijskih 
veza iziskuje poznavanje kvantne mehanike, 
pa stoga ovdje nećemo podrobnije ulaziti u 
detalje. 

Već prije, u odjeljku 1.1.7, smo rekli da 
je jedan od razloga što elektroni ne padnu 
na jezgru princip neodređenosti; jedan od 
fundamentalnih principa kvantne mehanike. 
Ovdje moramo naše jednostavno objašnje- 
nje nadopuniti još jednim važnim principom, 
a to je Paulijev princip. Ovo je princip 
koji također proizlazi iz kvantne mehanike, a 
svodi se na to da elektroni posjeduju intrin- 
sični zakretni impuls ili kraće spin koji iznosi 
1/2h. Ovakve čestice nazivaju se fermioni, 
jer slijede tzv. Fermi-Diracovu statistiku, o 
čemu je bilo govora u odjeljku 2.3.3, no ovdje 
je bitno spomenuti jednu osobinu takvih čes- 
tica, a to je da samo dvije mogu zauzeti isti 
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energijski nivo i to samo onda ako su im spi- 
novi nasuprotno orijentirani. Vidimo, dakle, 
da princip neodređenosti objašnjava, na vrlo 
elementarnoj razini, stabilnost atoma, dok 
nam Paulijev princip zabrane objašnjava ke- 
mijska svojstva atoma pojedinih elemenata. 


Daljnje pitanje koje nam se nameće je raz- 
log stabilnosti atomskih jezgara. U njima su 
prisutni protoni i neutroni. Protoni imaju 
identične naboje pa se stoga električno od- 
bijaju, ali ih ipak na okupu, zajedno s ne- 
utronima, drži nuklearna sila koja je sto- 
tinjak puta jača od električne kad djeluje 
između neposredno susjednih čestica. Za raz- 
liku od električne, nuklearna sila ima kratak 
domet pa je njezino djelovanje na udalje- 
nostima većim od promjera protona znatno 
slabije od električne sile. Iz ovoga vidimo 
zašto je broj kemijskih elemenata ograničen; 
kako jezgra postaje sve veća, električna od- 
bojna sila raste proporcionalno volumenu 
jezgre, dok nuklearna kohezivna sila raste 
proporcionalno površini jezgre. Ako, dakle, 
zamislimo dvije polutke neke teške jezgre, 
električna sila koja teži da te dvije polutke 
rascijepi proporcionalna je broju protona u 
tim polutkama, dakle njihovom volumenu; 
ukupna nuklearna sila koja drži dvije polutke 
zajedno proporcionalna je površini onih dije- 
lova polutki koje su u dodiru. Kako volumen 
raste proporcionalno trećoj potenciji radi- 
jusa, a površina drugoj, velike jezgre postaju 
nestabilne što ograničava broj elemenata. 


Detaljni opis nestabilnosti teških jezgara 
iziskuje ulaženje u opis nuklearnih kvantno- 
mehaničkih fenomena. Napomenimo samo 
još to da cijepanje, npr. jezgre urana ili 
plutonija, nastupa nakon što se jezgra po- 
budi na oscilacije. Prilikom tih oscilacija 
jezgra dobije „struk” (poput kućice od ki- 
kirikija) i zatim se razleti. Energija koja 
se pri tome oslobodi po svojoj prirodi za- 
pravo je električna potencijalna energija, a 
ne izvorno „nuklearna” kako je laici nazivaju. 
Ova jezgrina električna energija izražava se u 
milijunima elektronskih volti (MeV), dok se 
obična kemijska električna energija po reak- 
ciji izražava u elektron-voltima (eV), često i 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


manje.! 

Na kraju možemo postaviti još jedno pi- 
tanje: što drži protone i elektrone zajedno? 
Što se protona tiče, treba podrobnije razmo- 
triti jaku nuklearnu interakciju i njenu kvant- 
nomehanički komplement: kvantnu kromodi- 
namiku, no i sam problem kohezije elektrona 
je zanimljiv, jer ne postoji neko ,nuklearno 
ljepilo" poput onoga u jezgri atoma da drži 
elektron na okupu. Odgovor na ovo pitanje 
nije lak, jer zadire u fenomene poput polari- 
zacije vakuuma. Za sada ćemo pretpostaviti 
da elektroni djeluju samo međusobno, ali ne 
i „sami na sebe", tj. da su, za razliku od 
nukleona, istinski ,točkaste" strukture.? 

Iz svega što je do sada rečeno, vidimo 
da su mikroskopske osobine materije mani- 
festacija elektromagnetske sile elementarnih 
naboja u neprestanom kretanju. Neki ma- 
terijali su izolatori, tj. ne možemo u njima 
uspostaviti tok električne struje, jer su svi 
elektroni vezani uz atome (lokalizirani). U 
materijalima koji su vodiči postoje elektroni 
koji ,prožimaju* cijelu kristalnu strukturu 
i, pod utjecajem električnog polja, slobodno 
se kreću kao električna struja (delokalizirani 
nosioci naboja). Ovi elektroni potječu iz 
vanjskog omotača atoma i kreću se po kris- 
talnoj rešetci preskačući od iona do iona. Pri 
tome općenito interagiraju s ionima u rešetci 
zbog čega dolazi do disipativnih fenomena 
koji se očituju kao električni otpor. 

Kao što je spomenuto na nekoliko mjesta 
sila između naboja ovisi o kvadratu njihove 
međusobne udaljenosti; to je suština Co- 
ulombovog zakon. On je, u svom najjednos- 


lelektronvolt (oznaka eV), iznimno dopuštena 
mjerna jedinica energije izvan Međunarodnoga sus- 
tava jedinica (SI), vrijednosti koja od redefiniranja 
osnovnih jedinica SI 2019. iznosi točno leV = 1,602 
177 34х10—19 J. To je iznos kinetičke energije koju 
dobije elektron kada se u vakuumu iz mirovanja 
ubrza razlikom električnog potencijala od 1 V. Rabi 
se u fizici čvrstoga stanja, atomskoj i molekularnoj 
fizici, nuklearnoj fizici i fizici elementarnih čestica; 
često kao decimalna jedinica: kiloelektronvolt (keV), 
megaelektronvolt (MeV), gigaelektronvolt (GeV), te- 
raelektronvolt (TeV) i dr. 

2Ovo pitanje odnosi se na sva tri leptona, dakle 
і па и і т. Elektron je jedini stabilni lepton, pa 
odgovor na problem kohezije rješava i pitanje ostalih, 
nestabilnih, leptona. 
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tavnijem obliku, točan samo u specijalnom 
slučaju kad su naboji u mirovanju. Ako 
se pak naboji pokrenu ovisnost sile o uda- 
ljenosti, kao i brzini naboja, postaje slože- 
nija, pri čemu se javlja fenomen magnetizma 
kao dodatna manifestacija električne sile. 
Koncept električnog polja E (vidi odjeljak 
2.4.4) uveli smo analitičkim opisom polja 
naboja koji miruje (jednadžba 2.3). Feno- 
men magnetizma također se može opisati 
poljem; magnetskim poljem B, koje vodi 
računa o tome da se naboj nalazi u kreta- 
nju. Na magnetska polja također možemo 
primijeniti princip superpozicije. 

Pojednostavljeno, uza sve moguće kom- 
plikacije, postoji jedan općeniti princip koji 
nam omogućava opis elektromagnetske sile 
na jednostavan način. Ako znamo električno 
i magnetsko polje u jednoj točki prostora 
onda sila koja djeluje na naboj g (bez obzira 
koliko drugih naboja postojalo u blizini i 
kako se oni gibali) ovisi o položaju, brzini i 
iznosu tog naboja. Ovu silu nazivamo Lo- 
rentzova sila i matematički je običavamo 
zapisati u vektorskom obliku koristeći tzv. 
vektorski produkt (eng. cross product) 
vektora: 


F=g(E+%x В) (5.1) 
gdje su E i B električno i magnetsko polje 
u danoj točki prostora. Važno je to da se 
utjecaj svih ostalih naboja može definirati 
pomoću ovih dvaju vektora. Dakako, oni će 
se općenito mijenjati u ovisnosti o vremenu 
i položaju u prostoru. 

Općenito, silu s lijeve strane jednadžbe 
možemo relativistički poopćeno izraziti de- 
rivacijom (relativističkog) impulsa po vre- 


a s obzirom na to da je odnos sile i polja 
poznat iz prethodne jednadžbe, to imamo 
ovdje jednadžbu gibanja nabijene čestice. 
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Zanima nas, međutim, i pitanje kako su 
proizvedena polja EiB. Sjetimo se jednog 
od najvažnijih principa u fizici, principa 
superpozicije polja. Ako, naime, jedna 
konfiguracija naboja daje polje Ё), а пека 
druga polje Ез, onda će obje konfiguracije 
naboja (na istim mjestima i s istim brzinama 
gdje su bile svaka zasebno) dati polje 


Ё Ё +É 


Analogno vrijedi і za magnetsko polje. 

Vidimo, dakle, da je dovoljno znati polje 
koje proizvode pojedini naboji pa da znamo 
sve zakone elektrodinamike. Nažalost ovi 
zakoni nisu općenito jednostavni. 

Zakoni elektrodinamike nisu jednostavni 
ni onda kad se radi o samo dva naboja, iz- 
uzev ako ovi miruju. Coulombov zakon 
u svom elementarnom obliku je zapravo po- 
seban, statički slučaj. Zbog toga ćemo za- 
kone elektrodinamike započeti proučavati 
u svom najjednostavnijem obliku; kao elek- 
trostatiku.? 


5.1.2 Električna i magnetska polja 
U prvom redu valja pobliže razjasniti pojam 
električnog i magnetskog polja, tj. vektora 
Е і В. Ova polja definiraju se putem od- 
govarajućih sila koje su djelovale na naboje. 
Analogno, kao i kod gravitacije, ovdje mo- 
žemo definirati polje u nekoj točki i onda kad 
u toj točki ne postoji naboj. Kažemo dakle, 
da u danoj točki prostora postoji ,nešto" čak 
kad tamo i nema fizičkog naboja. Vektori 
E(x,y,2,t) i B(a,y,2,t) označuju silu koji 
bi osjetio jedinični naboj na mjestu (x,y,z) 
u trenutku t pod uvjetom da prisutnost tog 
naboja ne utječe na položaje i brzine svih 
ostalih naboja koji proizvode to dano polje. 
U svakoj točki prostora definiramo tako 
dva vektora, E(n,y,2,t) i B(x,y,2,t), koji 
se mogu mijenjati u vremenu. Upravo zbog 
toga što se EiB mogu definirati u svakoj 
točki prostora (x,y,z) nazivamo te veličine 
poljem, konkretno vektorsko polje. Fizi- 
kalne veličine koje mogu poprimiti tek razne 


3 Zapravo naboji nikad ne miruju, čak ni na tem- 
peraturi apsolutne nule. Stoga je Coulombov zakon 
praktički uvijek bolja ili lošija aproksimacija. 
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Slika 5.1: Vektorsko polje predstavljeno stre- 
licama čija dužina i smjer predstavljaju iznos 
i smjer vektora u toj točki. 


vrijednosti u svakoj prostornoj točki, poput 
temperature, gustoće i sl. mogu se također 
prikazati kao polja, u ovom slučaju kao po- 
lje skalara ili skalarno polje. Npr. polje 
brzina je vektorsko polje s obzirom da u sva- 
koj točki prostora pored iznosa ima i svoj 
definirani smjer. 


А 
sam gu 
ينت يت‎ ٢ 


= 


Slika 5.2: Vektorsko polje se također može 
reprezentirati linijama koje u svako točki 
predstavljaju tangente na smjer vektora, dok 
im je gustoća proporcionalna iznosu vektora. 


Općenito, svako polje, pa stoga i elektro- 
magnetsko, ima osobinu da je odnos između 
polja u jednoj točki u prostoru i polja u obliž- 
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njoj, proizvoljno bliskoj, točki jednostavan. 
Ovaj odnos je dan relacijama koje tvore di- 
ferencijalne jednadžbe elektrodinamike. Taj 
najjednostavniji opis polja je i najapstrakt- 
niji pa je poželjno da ga prikažemo slikovno. 
Poslužimo se stoga dijagramima na slikama 
5.1 i 5.2. U raznim točkama u prostoru mo- 
žemo prikazati smjer i iznos polja pomoću 
simbola strjelica čiji smjer odgovara smjeru 
polja u danoj točki, a iznos je proporcionalan 
dužini strjelice (Slika 5.1). Ovakvo grafičko 
prikazivanje polja je dosta mukotrpno pa se 
češće koristi metoda silnica (Slika 5.2. Sil- 
nice označavaju smjer polja, dok je njihova 
gustoća (tj. međusobni razmak u prostoru) 
proporcionalna jakosti polja. 


5.1.3 Karakteristike vektorskog polja 


S točke gledišta matematičkog opisa vektor- 
skog polja postoje dvije važne karakteristike 
kojima se služimo i kad opisujemo elemente 
dinamike polja realnih fluida. Sada ćemo ih 
ovdje detaljnije opisati, jer će njihovo kori- 
štenje u elektrodinamici iziskivati stanoviti 
stupanj apstrakcije. Upravo zbog toga nasto- 
jat ćemo ispočetka koristiti vrlo jednostavnu 
simboliku, dok ćemo stroge matematičke for- 
mulacije ostaviti za poslije, za opis fenomena 
kad ih u njihovoj konceptualnoj biti budemo 
bolje razumjeli. 

Zamislimo jednu zatvorenu plohu u pros- 
toru gdje se nalazi neko vektorsko polje i 
pitajmo se ima li u unutrašnjosti te plohe 
izvora ili ponora polja što bi se očitovalo iz- 
viranjem ili poniranjem tog polja kroz plohu 
(Slika 5.3.). Ovo je lako zamisliti kao polje 
strujnica nekog fluida. Struji li više fluida 
kroz plohu u jednom smjeru nego u drugom 
i, ako da, koliki je tok ili fluks. 

U slučaju fluida koji teče vidjeli smo da je 
ukupni tok dan jednostavno umnoškom sred- 
nje vrijednosti normalne komponente brzine 
fluida na površini plohe i ukupne površine 
plohe: 


TOK = (vn), S 


pi 
gdje је (vn), srednja vrijednost normalne 
komponente brzine na plohi (usrednjena 
preko cijele plohe), a S je površina plohe 
(Slika 5.3). 
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N, 


vektor 
površina 


komponenta 
okomita na 


j 2 površinu 


Slika 5.3: Tok vektorskog polja definira se 
kao umnožak srednje vrijednost normalne 
komponente vektora s ploštinom odabrane 
površine 


U slučaju električnog ili magnetskog polja 
ne radi se, dakako, ni o kakvom realnom 
protjecanju, ali kako se radi o matematički 
identičnom opisu zadržavamo naziv tok ili 
fluks. Vidimo također da ploha ne mora 
biti zatvorena da bi se analogne ideje mogle 
primijeniti, iako se tada pojam izvora ili 
ponora izostavlja i govori o višku toka (ili 
»netto ? toka) u jednom ili drugom smjeru u 
odnosu na normalu na nekoj točki plohe. 

Druga osobina vektorskih polja odnosi se 
na pojam cirkulacije polja. Zamislimo 
nehomogeno vektorsko polje (tj. polje čija 
se vrijednost i/ili smjer mijenjaju od točke 
do točke) i u njemu zamišljenu zatvorenu 
plohu u obliku tankog torusa (Slika 5.4.). Za- 
mislimo, nadalje, da se fluid posvuda, osim 
u unutrašnjosti toroidalne cijevi, trenutno 
smrzne. Pitamo se: bi li fluid u cijevi nas- 
tavio cirkulirati uslijed konačnog zakretnog 
impulsa kojeg je posjedovao prije smrzava- 
nja? 

Ako je odgovor na ovo pitanje potvrdan, 
kažemo da fluid posjeduje cirkulaciju koju 
možemo izračunati za bilo koju zatvorenu 
petlju (koju u ovom slučaju zamišljamo kao 
tanku cijev zanemarivog presjeka). U slu- 
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Slika 5.4: Cirkulacija vektorskog polja 


čaju fluida cirkulacija se definira kao pro- 
dukt komponente brzine fluida tangencijalne 
na petlju, usrednjene preko cijelog opsega 
petlje, i opsega petlje: 


CIRKULACIJA = (Ug)p: Cr 


gdje je (v;)p srednja tangencijalna kompo- 
nenta brzine po petlji, a Cr je opseg petlje. 

Analogija između cirkulacije fluida i cir- 
kulacije bilo kojeg vektorskog polja ovdje 
je potpuna kao i u slučaju toka. Pomoću 
ovih dviju osobina vektorskih polja, toka i 
cirkulacije, možemo opisati sve zakone elek- 
trodinamike. Sve implikacije ovih zakona 
možda neće ispočetka biti sasvim očigledne, 
ali s vremenom će sve eventualne nejasnoće 
biti lako prevladane. 


5.1.4 Zakoni elektrodinamike 


Korištenjem slikovitog opisa toka i cirkula- 
cije pomoću slika 5.3 i 5.4, možemo Prvi 
zakon elektrodinamike izraziti jednostavno 
kao 


- 1 
(TOK E)s = (Q)v(s) 
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gdje je eg konstanta a indeksi S i V(S) se 
odnose na površinu odnosno volumen zatvo- 
rene plohe, dok je ukupni naboj u unu- 
trašnjosti zatvorene plohe. Vidimo da, ako 
u unutrašnjosti plohe nema naboja, onda je 
ukupni tok kroz zatvorenu plohu nula čak i 
onda ako polje i prožima unutrašnjost plohe 
tj. bez obzira koliko se naboja nalazi izvan 
volumena omeđenog zatvorenom plohom. 

Iz ovog zakona direktno slijedi Coulombov 
zakon kao specijalni slučaj sferne simetrije. 
Očito je, naime, da je polje samotnog toč- 
kastog naboja radijalno i silnice su ortogo- 
nalne na sfernu plohu opisanu oko naboja. 
Kako je površina sfere proporcionalna kva- 
dratu radijusa vidimo da i jakost polja mora 
opadati obrnuto proporcionalno kvadratu 
udaljenosti od naboja. 

Drugi zakon elektrodinamike odnosi se na 
cirkulaciju električnog polja oko zatvorene 
petlje proizvoljnog oblika (Slika 5.5). 


+ “7 


proizvoljna تت‎ 
zatvorena krivulja 


Slika 5.5: Cirkulacija vektorskog polja je 
prosječna tangencijalna komponenta vektora 
pomnožena s opsegom petlje. 


Ako zamislimo jednu plohu površine S 
omeđenu zatvorenom krivuljom С onda 
imamo zakon koji možemo izraziti ovako: 


(CIRKULACIJA Ё)с = = (Ток В)5 


gdje (CIRKULACIJA £)g označava cirkula- 
ciju električnog polja oko krivulje C, a 
(TOK В); је tok magnetskog роја kroz 
plohu S. Za magnetsko polje imamo još 
dva zakona od kojih se jedan može izraziti 
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vrlo jednostavno ovako: 
(TOK В) = 0 


gdje (Ток В) و‎ označava tok kroz bilo koju 
zatvorenu plohu. Maxwell je formulirao čet- 
vrti zakon elektrodinamike kao: 


C(CIRKULACIJA В)с 


s 1 = 
= “(Ток E)s + —(Ток J)s 
€0 


gdje, osim već definiranih veličina, c pred- 
stavlja brzinu svjetlosti, a (TOK Л )s pred- 
stavlja tok električne struje kroz plohu S 
koju omeđuje zatvorena petlja C. Značajno 
je da se u ovom zadnjem zakonu pojavljuje 
brzina svjetlosti kao konstanta, što svjedoči 
o relativističkom karakteru ovih zakona o 
čemu ćemo još opširno govoriti. 

Ova četiri zakona, zajedno s relacijom 
F=g(E+ix B), predstavljaju sve zakone 
elektrodinamike. Oni su, kako vidimo, jed- 
nostavni, ali je njihovo detaljno proučavanje 
dosta složeno. Stoga počnimo s nekoliko vrlo 
elementarnih primjera. 

Uzmimo izraz F=gq(E+65x В). Prvi član 
na desnoj strani je qË što predstavlja elek- 
trostatsku silu koju možemo kvalitativno 
iskušati pokusom s elektriziranim štapom 
i kuglicom na tankoj niti. Kuglicu obje- 
simo o tanku nit od izolatora. Štap (od bilo 
kakvog materijala, ali najbolje od izolatora, 
npr. stakla, plastike i sl.) naelektriziramo 
trenjem i prinesemo kuglici. Kuglica će biti 
najprije privučena k štapu dok ga ne dodirne 
pri čemu će dio naboja s štapa preći na ku- 
glicu. Nakon toga će kuglica biti odbijena od 
štapa i dalje ostati na određenoj udaljenosti 
od njega. Na slici 5.6 je prikazana povijesna 
slika ovog kvalitativnog pokusa kao i tzv. 
Coulombova vaga, torziona vaga za kvanti- 
tativno određivanje Coulombove sile, to jest 
sile između dvije električno nabijene kuglice. 

Drugi član na desnoj strani gornje jed- 
nadžbe predstavlja magnetsku silu. Vidimo 
odmah da ova djeluje samo na naboj u giba- 


“Sve ove fenomene proučit ćemo u detalje nakon 
što obradimo detaljnije matematičku formulaciju 
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__ Charles-Augustin 
= de Coulomb 


Coulombova 
torziona vaga 


Coulombova sila 


Slika 5.6: Charles Augustin de Coulomb 
(1736-1806). Coulombova sila; povijesni po- 
kus. Coulombova torziona vaga za kvantita- 
tivna mjerenja Coulombove električne sile 
između dva kuglasta i električno nabijena 
tijela. 


Ovo međudjelovanje magnetskog polja i 
električne struje možemo, opet samo kva- 
litativno, provjeriti jednostavnim pokusom 
(Slika 5.7). Naboji se kreću po vodljivoj 
žici (prema konvenciji, koja je nastala prije 
otkrića elektrona, struja se prikazuje tako 
da teče od pozitivnoga ,izvora" prema ne- 
gativnom „ропоги”) koja prolazi u blizini 
magneta. 


Drstedov 
eksperiment 


Hans Christian Ørsted 


Slika 5.7: Qrstedov povijesni eksperiment: 
struja u vodiču djeluje na magnetsku iglu 
postavljenu i blizini vodiča. 


zakona elektrodinamike. Ovdje možemo samo na- 
pomenuti da je Hans Christian Ørsted (1777-1851) 
prvi uočio vezu između elektriciteta i magnetizma. 
Zanimljivo je da je trebalo dosta dugo vremena da 
se otkrije (rezultat istraživanja Michaela Faradaya) 
kako konstantno magnetsko polje međudjeluje samo 
s nabojem u gibanju, a samo promjenljivo magnet- 
sko polje s nabojem koji miruje. 
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Pri tome magnetska sila otklanja žicu u 
smjeru koji je pod pravim kutom na smjer 
magnetskog polja. Kako? Struja naboja u 
žici proizvodi magnetsko polje (Slika 5.8), 
što vidimo iz drugog člana na desnoj strani 
jednadžbe 


(CIRKULACIJA B)o 
d > 1 > 
= — (Tok E)s + — (TOK Ј)5 
dt є0 


F 
(na žicu) 


MAGNET 


Slika 5.8: Ampćreova sila: djelovanje mag- 
neta na električnu struju 


Ovo magnetsko polje tada djeluje silom 
na magnet." Cirkulacija polja je ista za bilo 
koju petlju koja obuhvaća žicu. Iz razloga 
simetrije, očito je da će magnetske silnice 
oko duge ravne žice biti koncentrične kruž- 
nice (Slika 5.9) i da će jakost polja opadati 
linearno s radijusom. 


linije B polja 
od žice 


do magnet) 


MAGNET 


Slika 5.9: Ampćreova sila: djelovanje elek- 
trične struje na magnet 


Vidimo također, ako imamo dvije para- 
lelne žice kroz koje teče struja, da će doći do 


5Treći Newtonov zakon iziskuje da žica gura mag- 
net istom ali suprotnom silom. 
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međudjelovanja magnetskih polja koje pro- 
izvodi svaka žica (Slika 5.10) pa će se žice 
privlačiti ako su struje paralelne, odnosno 
odbijati ako su struje antiparalelne. 


Slika 5.10: Ampćreova sila između dva vo- 
diča kojima teku paralelne struje 


Zaključujemo da se magnet u obliku 
štapa dade zamijeniti zavojnicom kojom teče 
struja kao je prikazano na slici 5.11.6 


B 
(od zavojnice) 
PREMA + POLU 
(na žicu) 


PREMA - POLU 


struja 
u zavojnici 


ZAVOJNICA 


Slika 5.11: Ampćreova sila između vodiča 
kojim teče struja i elektromagneta 


Napomenimo za sada i to da magnetizam 
materije ima svoje porijeklo, osim u spinu, 
također i u orbitalnom kretanju atomskih 
elektrona. Elektroni su, dakako, uvijek u gi- 
banju oko atoma, pa zaključujemo da magne- 
tizam postoji u svim materijalima. U većini 
materijala, međutim, ovo orbitalno gibanje 
je takve prirode da se unutrašnji magneti- 
zam izgubi još na mikroskopskoj skali (atom- 
ski magnetski moment iščezava) ili pak na 
makroskopskoj skali, zbog termičkog gibanja 


SNaravno, vrijedi i obrnuto, da je porijeklo fero- 
magnetizma u atomskim strujama, odnosno da ima 
veze s gibanjima i spinom elektrona. 
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usrednji i uglavnom poništi. Stoga se ma- 
kroskopska magnetska svojstva ispoljavaju 
samo kod posebnih materijala. Magnetizam 
je, dakle isključivo fenomen vezan uz gibanje 
naboja; magnetski ,naboji" (ili magnetski 
monopoli) ne postoje. “. 


Zadnji zakon elektrodinamike, tj.: 


(CIRKULACIJA B)o 


d = 1 > 
= qT E)s + КЕ J)s 


formulirao je Maxwell na osnovu teorijskih 
argumenata prije nego što je prisutnost pr- 
vog člana na desnoj strani jednadžbe bila 
eksperimentalno potvrđena. S obzirom na to 
da je ovaj član vrlo važan, ponovimo ukratko 
Maxwellove argumente koji su doveli do ot- 
krića tog člana. Zapravo, očito je da bez 
ovog člana ne bismo mogli točno opisati dje- 
lovanje električnih krugova koji uključuju 
kapacitore.? 

Kako je skicirano na slici 5.12 u slučaju 
vremenski promjenjive struje u strujnom 
krugu s kapacitorom naboj koji ,,pristiže" 
na lijevu ploču kapacitora svojim električ- 
nim poljem ,,tjera" istoimene naboje s desne 
ploče kapacitora dalje u strujni krug. Na des- 
noj ploči se stoga povećava količina naboja 
suprotnog predznaka. Povećanjem naboja 
na pločama, među njima raste električno 
polje. Između ploča kapacitora ne može biti 
protoka naboja, ali je očito i to da strujanje 
naboja u ostalim dijelovima kruga imamo 
sve dok se kapacitor nabija. 


"Postojanje ili ne magnetskih monopola pitanje 
je na koje eksperimenti još nisu dali konačan odgo- 
vor. Princip kvantizacije naboja, tj. činjenica da 
su naboji elektrona i protona egzaktno jednaki do 
ogromnog stupnja preciznosti (inače bismo u ma- 
teriji i u Svemiru općenito imali goleme sile koje 
nisu nigdje ustanovljene) može se izgleda plauzibilno 
objasniti postojanjem magnetskih monopola, ali nije 
jasno je li njihova eventualna prisutnost u ranim 
fazama postanka Svemira bila prolazne prirode ili 
oni i danas negdje postoje. U svakom slučaju kla- 
ѕіёпа elektrodinamika nema potrebe za magnetskim 
monopolima 

ŠPovijesno su se kapacitori, tj. elementi strujnog 
kruga koji imaju svojstvo kapacitancije nazivali ma- 
nje ispravno kondenzatorima. Usprkos nespretnosti 
imena kondenzator ovaj se naziv uvriježio u inže- 
njerskoj struci i koristi se kao sinonim za kapacitor. 
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kapacitor 


struja 
سم‎ 


površina S, \ krivulja C 


površina S% 


Slika 5.12: Cirkulacija magnetskog polja oko 
strujne petlje s kapacitorom. Maxwellova 
struja pomaka; eng. displacement current, 
njem. Verschiebungsstrom 


Jednadžba za cirkulaciju magnetskog po- 
lja mora biti točna za bilo koji dio kruga u 
bilo kojem času, pa je Maxwell zaključio da je 
nastajanje električnog polja između ploča ka- 
pacitora na neki način ,ekvivalentno" toku 
struje u ostalim dijelovima kruga za vri- 
jeme dok se kapacitor nabija. Da je ovo 
uistinu tako možemo lako vidjeti ako za- 
mislimo kružnu petlju С oko žice koja vodi 
struju prema kapacitoru. Cirkulacija mag- 
netskog polja oko petlje ne ovisi o tome kako 
izgleda glatka ploha koju petlja omeđuje, pa 
ta ploha može biti ,ravna", poput 51, u 
kom slučaju je cirkulacija magnetskog polja 
oko petlje jednaka toku struje kroz nju, ali 
i ,kupolasta" tako da prolazi između ploča 
kapacitora i nije podložna protoku struje 
poput plohe S2. Tada je tok struje kroz 
plohu 5» jednak nula, no umjesto toka struje 
imamo tok električnog polja koji se mijenja 
u vremenu. Kako cirkulacija magnetskog po- 
lja po zajedničkoj petlji С ne ovisi o obliku 
ploha sve dok su one glatke, bilo Као 5] 
ili kao 5%, to znači da ne ovisi ni o polo- 
žaju same petlje, pa je Maxwell zaključio, a 
eksperiment potvrdio, da je cirkulacija mag- 
netskog polja ista i na mjestu gdje se nalazi 
kapacitor, tj. električno polje. Ovaj, na iz- 
gled jednostavan zaključak, ima dalekosežne 
implikacije, jer predviđa dinamičko među- 
djelovanje električnog i magnetskog polja i u 
prostoru gdje nema struje naboja. Drugim 
riječima, Maxwell je, dodatkom jednog člana 
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inače već poznatoj jednadžbi, otkrio posto- 
janje elektromagnetskih valova! To je očito 
ako drugi zakon elektrodinamike povežemo 
s četvrtim. 

Da sva četiri zakona elektrodinamike tvore 
usko povezanu cjelinu (priroda našeg nesavr- 
šenog uma iziskuje više jednadžbi, ali elek- 
tromagnetizam u prirodi ne mari za to!) po- 
kazuje i slijedeći pokus koji možemo načiniti 
tako da modificiramo napravu na slici 5.11. 
Umjesto na izvor struje, spojimo žice na 
osjetljivi galvanometar (Slika 5.13). Ako 
pomičemo jezgru elektromagneta gore-dolje 
galvanometar će pokazivati da žicom teče 
struja čas u jednom, čas u drugom smjeru 
prema predviđanju Lorentzove jednadžbe: 


F=dE+5xB) 
jer relativno pokretanje elektromagneta u 
odnosu žicu implicira kretanje naboja u pro- 
mjenjivom magnetskom polju. 


galvanometar =. solenoidi 
\ 


> 
S 
© 
S 
u 
Ф 
s 
Е 
a 
> 


Slika 5.13: Relativno kretanja magnetskog 
polja u odnosu na strujnu petlju u istoj in- 
ducira struju promjenjivu struju koja slijedi 
pokretanje elektromagneta, a čija se vrijed- 
nost može iščitati na galvanometru 


Intuicija, a i princip relativnosti, nam kaže 
da će se isto dogoditi ako magnet miruje a 
giba se strujna petlja. Pokus to i potvrđuje, 
ali ne i gornja jednadžba, jer u njoj je tada 
07 = 0. Ali jednadžba: 


= d E 

(CIRKULACIJA E)c = GE TOK В) 
pokazuje da će micanje magneta proizvesti 
promjenu toka magnetskog polja u krugu 
i time inducirati u njemu struju. Vidimo 


i još nešto; jednadžba je točna i onda kad 
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žice nema! u odsutnosti vodiča i četvrta 
jednadžba gubi drugi član na desnoj strani, 
pa ove dvije jednadžbe postaju potpuno si- 
metrične i opisuju, kako ćemo tek vidjeti, 
elektromagnetski val. 


Jedna misao nam se nameće: što je to 
što djeluje između naboja, ili čime to na- 
boji međusobno djeluju? U svakodnevnom 
životu čini nam se da sile djeluju „direktno”. 
Ako zgrabimo neku stvar, ili udarimo čeki- 
ćem po čavlu čini nam se da nema ničega 
što , posreduje" ili „djeluje na daljinu". Ovo, 
međutim nije tako. Ako kugla biljara udari 
u drugu ili čekić u čavao, atomi materijala 
dvaju predmeta približe se jedni drugima 
na male, ali ipak konačne udaljenosti. Pri 
tome električne sile koje nastaju laganom 
deformacijom materijala narastu toliko da 
prenose impuls s jednog predmeta na drugi i 
tako se „direktno” djelovanje zapravo svodi 
na „djelovanje na daljinu" koliko god ta da- 
ljina bila mala. Drugim riječima, nije stvar 
u tome da „djelovanje na daljinu" objasnimo 
direktnim" djelovanjem već obrnuto. Uzrok 
tzv. neproničnost materije nije kontinuirana 
povezanost tvari, već djelovanje električnih 
polja na veoma malim udaljenostima. Što 
više, bez obzira kako bile velike brzine sraza, 
od onih koje srećemo kod topovskih pro- 
jektila ili kozmičkih tijela, pa do golemih 
energija koje se postižu u modernim akce- 
leratorima protona i elektrona uvijek se i 
samo pojavljuje neizbježno djelovanje fun- 
damentalnih sila, a one djeluju na daljinu 
(koja je, doduše, kad brzine narastu dovoljno 
blizu brzine svjetlosti, manja od dijametra 
protona). 


Ovo nas ostavlja, ipak, s jednim pitanjem: 
kako objasniti djelovanje polja? Netko će 
reći da umjesto pisanja E ili В možemo biti 
manje apstraktni pa crtati silnice i sl. Ovo 
nije od velike pomoći, pogotovo kad bismo 
htjeli objasniti princip superpozicije različi- 
tih polja, a da ne govorimo o dinamičkim 
situacijama, kad promjena koordinatnog sus- 
tava može dovesti do toga da silnice nes- 
tanu! Tako, elektron koji prolazi mimo nas 
predstavlja struju naboja, pa prema tome 
proizvodi i silnice magnetskog polja. Ako 
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sada pratimo elektron, tako da on prema 
nama miruje, silnice magnetskog polja nes- 
taju, ali fizikalni utjecaj još je uvijek ne- 
promijenjen (ne ovisi o sustavu iz kojega 
promatramo). Možda je ipak bolje ostati na 
apstraktnom opisu pojava! Polja fundamen- 
talnih sila ipak su uspješno opisana u okviru 
kvantne mehanike gdje, osim djelovanja na 
daljinu, imamo još podosta zanimljivih po- 
java o kojima ćemo još govoriti. 


Upravo „пеѕбајапје” silnica magnetskog 
polja, prilikom promjene sustava iz kojega 
se određeni fenomen promatra, navodi nas 
na pomisao da je magnetizam relativistički 
efekt gibanja naboja. To je točno. U elek- 
trostatici nemamo magnetizma, a ,prirodni" 
magnetizam otkriven je u magnetitu koji je 
jedan od malobrojnih feromagnetičkih mine- 
rala. Prvi elektromagneti načinjeni su nakon 
Drstedovog otkrića i korišteni u pokušajima 
(neuspjelim) da se konstantnim magnetskim 
poljem generira električna struja (ideja iza 
toga: ako struja stvara magnetsko polje onda 
vrijedi i obrat, tj. da magnetsko polje „рго- 
gura" struju kroz žicu). Ako se, recimo, na- 
boj kreće brzinom v mogli bismo očekivati 
da će efekt magnetizma biti proporcionalan 
faktoru v?/c?. tada se pak javlja dodatno pi- 
tanje: kako to da elektroni koji kroz metalnu 
žicu difundiraju brzinom koja je u prosjeku 
reda desetinke milimetra u sekundi mogu 
proizvesti silu koja tjera npr. elektromotore? 
Uistinu, očekivani relativistički efekt je vrlo 
mali, reda veličine 10-25, iz čega zaključu- 
jemo da je magnetska sila za toliko manja od 
električne, što je točno. Elektrona, međutim, 
ima u žici jako mnogo, a isto toliko protona 
pa je električna sila potpuno neutralizirana. 
Ostaje samo relativistička ,,korekcija" na do- 
prinos elektrona u gibanju kojih ima reda 
1023 po molu pa je onda magnetizam domi- 
nantni fenomen. Od vremena Gilberta, koji 
je prvi ustanovio zakonitosti magnetostatike, 
pa do Orsteda, magnetizam se smatrao po- 
javom sasvim odvojenom od elektriciteta. 
Zakoni elektrodinamike, kako ih je konačno 
formulirao Maxwell, objedinili su ove dvije 
pojave, pa su time Maxwellove jednadžbe 
imale u sebi „ugrađenu” Einsteinovu relativ- 
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nost. Kao što je već ranije rečeno, upravo 
su otkriće zakona klasične elektrodinamike 
povukla za sobom i otkriće relativnosti giba- 
nja u pravcu današnje Finsteinove specijalne 
teorije relativnosti. 


5.1.5 Još malo o vektorskim poljima 


Iako smo se s matematičkim formalizmom ve- 
zanim uz vektorska polja već poslužili ranije 
prilikom proučavanja elementarnih pojava 
u fluidima, ovo je prikladno mjesto da se 
taj formalizam izvede iz prvih principa, jer 
bez njegovog dubljeg razumijevanja ne mo- 
žemo do kraja objasniti sve aspekte klasične 
elektrodinamike. Dakako, ovo će dovesti do 
ponavljanja nekih već spomenutih pojmova, 
ali to može biti samo korisno. 

Ideje i predodžbe silnica, naboja, otpora, 
zavojnica, kapacitora itd., mogu bit i jesu 
vrlo korisne, pogotovo kad želimo rješavati 
jednostavne probleme. Svi problemi se, me- 
đutim, mogu, barem u principu, rješavati 
diferencijalnim jednadžbama, jer su one sa- 
svim točne. Ako je jedan problem suviše 
kompliciran da bi bio rješiv analitički, to je 
samo zbog nesavršenosti našeg matematič- 
kog aparata. Tamo gdje analitičke metode 
ne mogu dovesti do korisnog rezultata, pri- 
bjegavamo računalnim metodama gdje se 
npr. analizom putem konačnih elemenata 
mogu, do visokog stupnja točnosti, riješiti 
vrlo komplicirani problemi. Sve ovo ne znači, 
dakako, da se moramo kloniti zornih slika 
problema. Naprotiv, upotreba slika silnica 
i ostalih pomagala pomaže nam da ne is- 
pustimo iz vida fizikalni problem. (P.A.M. 
Dirac je jednom definirao što znači razumjeti 
fizikalni problem: „Ја razumijem što neka 
jednadžba znači samo onda ako mogu sagle- 
dati fizikalne karakteristike njenih rješenja, 
а da je uistinu ne rješavam.") Ako, dakle, mo- 
žemo sebi zorno predstaviti unaprijed što će 
se u danim okolnostima desiti, a da pri tome 
ne rješavamo jednadžbe, onda smo razumjeli 
fizikalne aspekte problema. Jednadžbe služe 
samo za točno izračunavanje veličina od in- 
teresa. 

Vidimo da ovaj način učenja fizike impli- 
cira prihvaćanje općih zakona kako su nam 
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oni poznati danas. Tek nakon toga korisno 
je upoznavati se sa specijalnim slučajevima 
kao što je npr. Coulombov zakon. Ovo je 
suština deduktivne metode. Tradicionalno 
fizika se učila tako da se pokušavao ubrzano 
pokriti put njenog povijesnog razvitka, bez 
obzira na suštinski značaj pojedinih etapa. 
To je znatno mukotrpniji put koji iziskuje 
znatno više vremena i truda da se postigne 
isti rezultat. Ovaj naš pristup ima ipak 
jednu negativnu stranu, a to je djelomični 
gubitak historijske perspektive fizike. Mi 
ćemo stoga nastojati, gdje je to god moguće, 
ovaj nedostatak nadoknaditi opisom doga- 
đaja i anegdotama iz prošlosti što će nam 
dati uvid u duh znanstvenog stvaralaštva, 
ranijih vremena. 


5.2 Diferencijalni račun za vektor- 
ska polja 


5.2.1 Skalarna i vektorska polja 


Ponovimo neke, već ranije korištene, ele- 
mente vektorske algebre, pri čemu se opet 
prisjetimo da su vektori, kao matematički 
entitet, samo specijalni slučaj tenzora re- 
ducirani u svoj poznati oblik zahvaljujući 
osobinama triju prostornih dimenzija. (Da 
slučajno živimo u prostoru s više od tri di- 
menzije, ne bismo bili te sreće!). Imamo, 
dakle, produkte vektora: 


A.B= تل‎ +А,В, تن ارو‎ /* SKALAR */ 


> > 
A 18) == KOMPONENTE VEKTORA: 


(4х رټ‎ mm 
(4x в) mm 
(AxB) = AB, -A,Be 
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Isto tako imamo: 


Prisjetimo se također ove jednadžbe iz dife- 
rencijalnog računa: 


Af(1,y,Z)Ax,Ay,Az 0م‎ 
_ д} д] 


01 
A A 
8 TF бу 2 


А 
لا‎ ۳ az 


92 f Е 92 f 
0107 дхду 


Vidjeli smo da je najjednostavnije fizi- 
kalno polje skalarno polje, koje je karak- 
terizirano u svakoj točki samo jednom broj- 
čanom vrijednošću. Skalarna polja se mogu 
zorno prikazati konturnim linijama koje spa- 
jaju sve točke gdje skalarno polje ima iste 
vrijednosti. Tako nastaju dobro poznate 
„izo-” linije (ili, u slučaju trodimenzionalnog 
prikaza, plohe) kao što su izobare (jednaki 
tlak), izotermale (jednaka temperatura) itd. 

Vektorska polja, vidjeli smo, karakteri- 
zirana su time što u svakoj točki prostora 
postoji jedna veličina koja osim iznosa ima 
definiran i smjer. Svakom vektorskom polju, 
matematički gledano, pripada i odgovara- 
juće skalarno polje koje može, ali ne mora, 
imati fizikalni smisao. Ovo možemo ilustri- 
rati za slučaj toka topline. Zamislimo unu- 
trašnjost nekog čvrstog medija u kojemu pos- 
toji nehomogeno temperaturno polje prika- 
zano pomoću izotermala (Slika 5.14). Svaka 
izotermala odnosi se na određenu tempera- 
turu pa susjedne izotermale označavaju višu 
ili nižu temperaturu. 

Toplina struji od toplijega ka hladnijem 
mjestu u mediju. Vidimo odmah da smjer 
vektora toka topline mora biti ortogonalan 
na izotermale, jer bi u suprotnome postojala 
komponenta toka paralelna sa izotermalom. 
Ovo je nemoguće jer izotermala, po definiciji, 


Slika 5.14: Izotermale 


spaja točke iste temperature. Pravilo da je 
vektor dan gradijentom skalara i da je ovaj 
uvijek ortogonalan na izo- krivulje ili plohe 
univerzalno je za sva vektorska polja. Tako 
su toplinske strujnice ortogonalne na izoter- 
malne krivulje ili plohe (Slika 5.15), kao što 
je i električno polje ortogonalno na ekvipo- 
tencijalne plohe (iz nekog razloga koristimo 
naziv „ekvipotencijalne” a ne ,izopotenci- 
jalne"!). 


Slika 5.15: Tok topline 


Ako tok topline označimo vektorom h ; 
možemo ovaj definirati kao 


gdje je AJ količina topline koja u jedinici 
vremena prostruji kroz površinu Aa orto- 
gonalnu na smjer toka definiran jediničnim 
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vektorom ёғ. Lako vidimo da, ako smjer 
toka nije okomit na plohu od interesa, čiji 
je element površine označimo s Aa" (Slika 
5.16), tada 


gdje je ri jedinični vektor normalan na ele- 
ment plohe Ad’. 


Slika 5.16: Vektorska definicija toka 


Ovakav prikaz međuodnosa skalarnih i 
vektorskih polja univerzalno koristimo u fi- 
zici. 


5.2.2 Derivacija polja. Gradijent 


Ono što smo već zorno prikazali valja sada, 
prevesti precizno na matematički jezik. U 
prvom redu, primjerice kod toplinskog toka, 
kako znati u kojem smjeru teče toplina, 
tj. kako jednoznačno matematički definirati 
smjer vektora h ? Očito moramo znati vri- 
jednosti temperature u točkama neposredno 
bliskih točki od interesa, pa zaključiti da će 
se smjer h podudarati s ,najvećom tempe- 
raturom strminom'", a to smo već vidjeli da 
je smjer ortogonalan na izotermalnu plohu. 
Matematički gledamo, valja naći derivaciju 
temperature po prostornim koordinatama. 
Pri tome je očito da će npr. SE ovisiti o 
orijentaciji koordinatnog sustava, što vri- 
jedi i za ostale dvije komponente derivacije. 
Sve ove tri derivacije će ovisiti o orijentaciji 
koordinatnog sustava. Sjetimo se da je to 
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osobina i komponenata vektora.? Znamo 


također da ako imamo neki vektor A i tri 
broja В, Вә, Вз onda će ova tri broja biti 
komponente vektora ako: 


ArBi+ А,В» + А, Вз = S 


gdje је 5 skalar invarijantan па transforma- 
ciju koordinatnog sustava. 

Uzmimo opet slučaj temperatura u toč- 
kama Ру і Р». Označimo te temperature s 
Ti i 12, a udaljenost između točaka neka 
bude proizvoljno mala. Tada možemo pisati 
Tə— T; = AT. Dakako, ni Ту ni Т neće ovi- 
siti o koordinatnom sustavu pa stoga ni АТ. 
Dakle AT је skalar. Koristeći se jednakošću: 


Af(1,y,2Z)Ax,Ay,Az 0 


_ д] д] д] 
= aA t يو‎ ٢ zo 
možemo AT izraziti Као: 
Т Т T 
ADEM E Ах- 2 Ay UA 
ox Oy д2 


Lijeva strana је skalar ра stoga і desna. No 
Ат, Лу, Az su komponente vektora AF , što 
je udaljenost između Pi і Ро. Iz toga zaklju- 
čujemo da su ӨТ/дх, 0T/0y, OT/0z kom- 
ponente vektora. Već smo vidjeli da se ovaj 
vektor naziva gradijentom i piše se kao VT 
ili, u starijim zapisima, gradT. Dakle, 


>0T 


ili kraće 
= OT OT OT 
те شت‎ 
М (97) 


Vidimo da je 
AT=VT.AF 


Razlika temperatura između dviju susjed- 
nih točaka je, dakle, skalarni produkt gra- 
dijenta temperature i vektorske udaljenosti 


Dakako, ne znači da bilo koja tri broja označa- 
vaju vektor, ali ako se oni transformiraju kao vektori 
prilikom rotacije koordinatnog sustava, onda zaista 
jesu vektor. 
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između tih točaka. Dakako da ovo univer- 
zalno vrijedi za sva skalarna polja; simbol 
۷ mogao bi se staviti pred bilo koji skalar i 
rezultat naših argumenata bi bio isti, iako 
bi mogao biti fizikalno irelevantan. S obzi- 
rom na to da se V transformira kao vektor 
nazivamo ga vektorski operator. 


= 0 ð Әд 
(д) 


Operator sam ро sebi пета nikakvo fizi- 
kalno značenje, već samo matematičko; on 
mora djelovati na neki određeni skalar da 
bi dobio fizikalno značenje. Operatori se, 
prema konvenciji uvijek stavljaju ispred ve- 
ličine na koju djeluju. Na osnovu svega re- 
čenoga, vidimo da fizikalno značenje gradi- 
jenta odgovara maksimalnoj strmini porasta 
vrijednosti određenog skalarnog polja u da- 
noj točki. 


5.2.3 Operator nabla 


Vektorski karakter operatora Ў implicira da 
bi se njime mogle vršiti i druge operacije 
pored onih koje smo upravo opisali. To je 
točno. 


Ako imamo neki vektor A , Što bi značilo 
A.V? То je još uvijek operator, jer djeluje 
samo na desno pa značenje zapisa ovisi o 
tome što se nalazi na desno od operatora. 
Izraz V-A je skalar, jer V sada djeluje i kao 
vektor i kao operator (zato ga i nazivamo 
vektorskim operatorom). Dakle 


> > дА: 
A= 
V 82 + 


što je očito skalar. Ako je,dakle A vektorsko 
polje onda је М. A skalarno polje. U fizici 
ovaj skalar ima svoje ime: divergencija. U 
starijim knjigama katkada se koristi i zapis 
poput divA. S potpunijim fizikalnim znače- 
njem divergencije uskoro ćemo se upoznati. 
U međuvremenu pogledajmo što je V x A. 
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To je svakako vektor čije komponente su 


РЕР дА дА 

А), = u 
БЕИ E 
SS А, дА, 
vre 
m 
(Vx А), a 


Ovo je rotacija ili rotor vektora A i može 
se također pisati kao rotA. 
Sada možemo sve navedeno ukratko reka- 
pitulirati: 
e GRADIJENT SKALARA S , VS ili gradS 
je vektor 
e DIVERGENCIJA VEKTORA A, V-A ili 
divA je skalar 
e ROTACIJA VEKTORA A, V х A ili rotA 
je vektor 
Koristeći se ovim operatorima možemo napi- 
sati Maxwellove jednadžbe u matematičkom 
obliku: 


VI 
€0 
н; 
pam 
3# дї 
V:B=0 
pom mm 
t е 


gdje je p gustoća naboja (količina naboja u 
jediničnom volumenu prostora), a j je gus- 
toća struje (količina naboja koja u jedinici 
vremena proteče kroz jediničnu površinu or- 
togonalnu na smjer gibanja naboja). Kao 
što je već rečeno, ove četiri jednadžbe sa- 
drže cijelu teoriju klasične elektrodinamike! 
Preostaje nam upoznavanje s njihovom pri- 
mjenom. 


5.2.4 Diferencijalna jednadžba їорііп- 
skog toka 

Možemo se opet vratiti na primjer toka to- 

pline, kako bismo se detaljnije upoznali s 

fizikalnom pozadinom ovih diferencijalnih 
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jednadžbi. Zamislimo ploču homogenog ma- 
terijala koja je s jedne strane u dodiru sa 
spremnikom topline na temperaturi Ту, dok 
je na svojoj suprotnoj strani u dodiru sa 
spremnikom topline na višoj temperaturi Tə 
kao na lici 5.17a. Ukupna toplinska energija 
koja struji kroz ploču je: 


A 
J= «(Т = Ti) = 
d 
gdje je к tzv. toplinska (termalna) vodljivost 
materijala ploče, A je površina ploče, a d je 
njezina debljina. 


(a) (b) 


Т2 


površina AA 
izotermale 


površina A 


Slika 5.17: Jednadžba toka topline. Toplin- 
ski tok h kroz infinitezimalni inkrement pro- 
porcionalan je gradijentu temperature VT 
do na negativnu konstantu к koja karakteri- 
zira infinitezimalni element. 


Ako materijal nije homogen, ili ako je ti- 
jelo nepravilnog oblika, ili ako je izvor to- 
pline lokaliziran, te ako se radi o kombinaciji 
ovakvih nepravilnosti, jednadžba koju smo 
upravo napisali neće na makroskopskoj skali 
dimenzija biti točna, ali ako u tako nepra- 
vilnoj geometriji zamislimo proizvoljno male 
„pločice” kao na slici 5.17b površine AA i 
debljine As jednadžba će biti točna u granič- 
nom slučaju gdje dimenzije površine pločice 
teže k nuli, tj. 

AA 


Vidimo da je AJ/AA = Р, gdje je vektor 
h ortogonalan na plohu AA. Iz samog fizi- 
kalnog modela vidimo da je As ortogonalan 
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na izotermale pa je AT/As maksimalna str- 
mina porasta temperature, tj. gradijent tem- 
perature. Vektor h leži na istom pravcu kao 
i vektor Т, ali je očito suprotnog smjera, 
jer toplina uvijek struji ,nizbrdo" prema 
spremniku manje temperature. Dakle: 


h=—k-VT 


Ovo je dobro poznata diferencijalna jed- 
nadžba toka topline, ali i mnoge druge fizi- 
kalne jednadžbe ,strujanja" imaju isti ma- 
tematički oblik. 


5.2.5 Druge derivacije vektorskih polja 
Operator ۷ može, bar što se matematike 
tiče, ponovno djelovati s lijeva na već posto- 
jeće operatore. Ovako dobiveni izrazi mogu, 
ali ne moraju, imati i fizikalni smisao. Pogle- 
dajmo koje sve kombinacije možemo imati: 
(a) V.(VT) 


Ovo su sve moguće kombinacije među 
kojima odmah vidimo da je druga uvijek 
jednaka nuli jer Ax (АТ) = (Ах ÖT =0. 
Dakle, rotacija gradijenta bilo kojeg skalara 
je uvijek jednaka nuli. Vidimo također da 
je i četvrta kombinacija jednaka nuli za bilo 
koji vektor, jer A- (A x B) = 0. Dakle, di- 
vergencija rotacije je jednaka nuli za svaki 
vektor. 

Na osnovu ovoga možemo već intuitivno 
vidjeti postojanje teorema, koji su uosta- 
lom čisto matematički, ali koji imaju važne 
implikacije u fizici. Ove teoreme nećemo 
dokazivati, jer nemamo vremena, ali ih valja 
spomenuti jer su interesantni za fiziku. 

Budući da je Ӯ x (VT) =0 , bez obzira 
što T' značio, onda posvuda u fizici rotacija 
nekog vektora koja je jednaka nuli implicira 
da je taj vektor gradijent nekog skalara. To 
je uistinu tako, tj. ako 


VxA=0 ONDA A=Vv 
gdje je № neki odgovarajući skalar. Analogno 
vrijedi i za divergenciju, tj. ako 


V-A=0 ONDA 


= 


А= Ух В 
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gdje su A i B bilo kakvi vektori (čija je 
sada međuovisnost definirana gornjim rela- 
cijama). 

Vratimo se sada prvom izrazu; vidimo da 
je 

V.(VT) = 
= У„(У„Т)+Му(М„Т)+Мь(УуТ) 

ОРТ " 327 "= ФТ 
ðr? дуг 022 


Ovo је, Као і svaka divergencija, skalarno 
polje. To možemo pisati i ovako: 
V (VT) =V.VT=V?T 


Ovdje imamo novi operator V*. To je La- 
placeov operator ili laplasijan: 
2 2 
д | д 
ðr? да? 


д? 
2_ | 
V = Srž 


Laplaceov operator je skalarni operator ko- 
jega često srećemo u fizici. Njime možemo 
operirati kako na skalare tako i na vektore. 
U slučaju vektora operacija se odnosi na 
svaku komponentu vektora: 
У?А سر سم‎ V? A2) 

Ostaje nam još mogućnost 5., a to je V x 
(V x h). Sjetimo se analognog izraza iz vek- 
torskog računa: Ах (Вх С) = В(А.С)— 
С( А. В). Ako bi se doslovce držali ove sheme 
dobili bismo besmisleni otvoreni operator, 
ali umjesto С( А. В) možemo pisati (А. В)С 
što je isto. Tako dobijemo 


Vx(VxA)=V(V-A)—(V.-V)A 
= Ӯ(Ӯ. -VA 
Ovo. dakako, vrijedi za bilo koji vek- 


tor. Napomenimo da veličina V(V - A) 
|grad(divA)| ne predstavlja ništa naročito 
u fizici, izuzev nekog vektorskog polja koje 
se pojavljuje u računu. Ukratko možemo 
rekapitulirati: 

(а) V.(VT) = 7 
(b) Vx(VT)=0 


2,2 


(с) V(V-A) 


/*SKALARNO POLJE?" / 


/ VEKTORSKO POLJE? / 
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FIZIKA 


(а) V.(Vx 4) –0 
(е) Ўх (Ух А) = V(Y Д) 252.10 
(£) (V -V)A = V2A  /"VEKTORSKO POLJE" / 


Dva identična operatora koja operiraju na 
različite funkcije daju dva različita vektora, 
tako da npr. iako (Aa) x (Ab) = 0, to ne 
vrijedi za operatorske relacije poput (Va) x 
(Vb) £ 0, jer su vektori Va i Vb općenito 
različitog smjera (gradijenti dvaju različitih 
polja ne moraju biti paralelni!). 

Druga važna napomena odnosi se na či- 
njenicu da su pravila koja smo upravo izveli 
valjana samo za Kartezijev pravokutni sustav. 
Ako želimo koristiti npr. polarne koordinate, 
onda valja paziti na to da radijalna kompo- 
nenta vektora općenito mijenja svoj smjer 
od točke do točke. Stoga je upotreba polar- 
nih koordinata, ili uostalom bilo kojih osim 
Kartezijevih, u vektorskom računu riskantan 
pothvat! 


5.3 Integralni račun za vektorska 


polja 
5.3.1 Linijski integral gradijenta 


Upravo smo vidjeli kako operatori u vek- 
torskoj algebri tvore okosnicu diferencijal- 
nih jednadžbi koje opisuju svojstva polja. 
Ove jednadžbe odnose se na svaku točku 
vremensko-prostornog kontinuuma. Kako 
opisati svojstva polja na makroskopskoj 
skali? Intuitivno nam se nameće pomisao 
da bi to bila stvar integralnog računa i to je 
točno. U stvari, u onome što slijedi vidjet 
ćemo da nam primjena integralnog vektor- 
skog računa vrlo dobro objašnjava fizikalnu 
ulogu operatora. Postoje jednadžbe koje 
povezuju vektorske integrale, ali, matema- 
tički gledano, one su poseban slučaj nekih 
generalnih teorema koji se odnose na pros- 
tore s bilo kojim brojem dimenzija. Naša 
svrha je proučavanje fizikalnih pojava, pa 
ćemo se ograničiti na teoreme koji su rele- 
vantni za konkretni predmet od interesa, a 
to je ovdje klasična elektrodinamika. Ipak, 


10Pažnja! Iako se operatori transformiraju po- 
put vektora, ne zaboravimo da su oni operatori tj. 
simboli. 
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nećemo ispustiti iz vida generalni karakter 
nekih teorema. 

Promatrajmo kao prvo integral gradijenta. 
Što on znači? Budući da gradijent daje str- 
minu polja, tj. u biti promjenu polja kao 
funkciju položaja u prostoru, to je očito da 
će integral gradijenta izražavati ukupnu pro- 
mjenu polja između dvaju položaja u pros- 
toru. Predočimo (Slika 5.18) postojanje ska- 
larnog polja ۷ čija je vrijednost u točki 1 
(1), a u točki 2 (2). Tada 


(2) 

/* TEOREM */ 
(1) 

gdje je integral linijski od točke 1 do točke 


2 po krivulji Г. Pogledajmo pobliže što je 
linijski integral. 


үү 


(2) 


krivulja г 


(1) 


Slika 5.18: Gradijent skalarnog polja 


Pretpostavimo postojanje skalarne funk- 
cije f(x,y,z) koja ima razne vrijednosti u 
prostoru (Slika 5.19). Neka krivulja T spaja 
dvije proizvoljno odabrane točke u tom pros- 
toru. 


(2) 


Slika 5.19: Linijski integral 
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Podijelimo krivulju na proizvoljno male 
segmente As;. Znamo da 


(2) (2) 


او لا 


(1)As>0 (1) 


fds 


gdje je fds produkt vrijednosti funkcije 
f(x,y,z) i segmenta ds u točki (x,y,z). Ovo 
je analogno onome što smo imali prije, jer 
(Vy): dë nije ništa drugo nego produkt kom- 
ponente Va u smeru dS'i iznosa 48. No kom- 
ponenta Va u smjeru ds je strmina funkcije 
۷ u smjeru krivulje Г, tj. dë. (Sjetimo se da 
je strmina neke funkcije promjena te funk- 
cije po jedinici pomaka u danom smjeru). 
Lako vidimo da za mali pomak iz točke 1 do 
točke a (Slika 5.19) 


Афу = v(a)-v(1) = (Vv)i-Aši 
isto tako 


Аф» = V(b) — Yla) 


U 
4 
ё. 
s 
[> 
KG 


gdje su (М) i (и) vrijednosti gradijenta 
u prostoru gdje se nalaze segmenti Aŝ i 
A82. Nije teško vidjeti da ponavljanjem iste 
procedure od točke 1 do točke 2 dobijemo 


(2) 


(1) 


Intervali mogu postajati sve manji i manji 
pa imamo onu početnu jednadžbu s integra- 
lom na desnoj strani. Isto tako vidimo da 
ishod ovog računa ovisi samo o položaju to- 
čaka 1 i 2 bez obzira gdje odaberemo točke 
a,b,c.... Teorem vrijedi za bilo koju konti- 
nuiranu krivulju Г. Zagrade oko gradijenta 
obično ne pišemo, pa naš teorem možemo 
izraziti jednostavnije kao 


(2) 
#2) (1) = / ўр.ағ 


(Dr 


gdje se podrazumijeva da Г može biti bilo 
kakva krivulja. 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


174 


5. Elektrostatika 


5.3.2 Tok vektorskog polja 

Vratimo se opet primjeru toka topline. Vek- 
tor h bio je definiran kao tok toplinske ener- 
gije kroz jediničnu površinu u jedinici vre- 
mena. Pretpostavimo da unutar nekog veli- 
kog tijela definiramo jednu zatvorenu plohu 
koja sadrži, tj. definira, neki određeni volu- 
men materijala od kojega je tijelo sastavljeno 
(Slika 5.20). Nazovimo s V taj volumen, a s 
S površinu zatvorene plohe koja ga definira. 


zatvorena 
ploha S 


volumen V 


Slika 5.20: Zatvorene ploha volumena У 


Pretpostavimo postojanje nekog izvora to- 
pline unutar ovog volumena. Pitamo se ko- 
liki je ukupni tok topline kroz plohu 5 , tj. 
koliko toplinske energije izlazi iz ovog volu- 
mena. Zamislimo element plohe S površine 
da. Ako h ima neki općeniti smjer, a ñ je 
jedinični vektor normalan na element plohe 
da onda je količina topline koja prolazi kroz 
taj element plohe № · йа. Ukupni tok to- 
pline kroz cijelu plohu S je fg ћ. паа. Ovu 
ideju lako generaliziramo za bilo Која vek- 
torska polja, pa i ona koja ne predstavljaju 
nikakvo stvarno strujanje i tok. Pri tome i 
dalje govorimo o toku u odsutnosti boljeg 
naziva. Tako tok električnog polja kroz neku 
plohu S isto pišemo kao f Ё паа. 

Dakle, tok, u našem općenitom žargonu, 
je naziv za površinski integral normalne 
komponente vektora. Pri tome primjećujemo 
da S ne mora ni biti zatvorena ploha. U 
tom slučaju, međutim, mora biti definirana 
krivuljom koja je omeđuje. 

Ako u prijašnjem primjeru toka topline 
zamislimo da je ukupna količina topline u 
tijelu sačuvana, tj. da unutar zatvorene 


plohe S nema stvaranja topline onda 


Q‏ نی سب 
Ја = Е‏ 


gdje је Q ukupna toplina u volumenu V 
(omeđenom plohom 5). Koliko topline iz- 
ađe kroz plohu S toliko je manje ostaje u 
volumenu V, što je očito. 

Pretpostavimo sada da volumen V po- 
dijelimo na dva dijela time što ga ,prere- 
žemo” nekom plohom Sap i time dobijemo 
dva volumena Vi i Va omeđena plohama S1 
i Sə koje se sastoje od ostataka prvobitne 
plohe Sa i Sẹ i plohe Sap (Slika 5.21). Tako 
S1 = Sa + Sab, а S2 = Sp + Sab- 


presjek 


Slika 5.21: Volumen V unutar plohe S raz- 
dijeljen na dva dijela 


Postavlja se pitanje: je li ukupni tok kroz 
prvobitnu površinu S jednak sumi ukupnih 
tokova kroz $1 i 55? Možemo se uvjeriti 
lako da jest: 

Tok kroz Si = Ss. 1۰7007۳ Ssa 0106 

Tok kroz 55 = Ís, 1۰7007 Ssa h- foda 

Vidimo iz slike 5.21 da je пу = —n2 tako 
da je tok kroz S uistinu jednak sumi tokova 
kroz Sa i Sp. Kako je već rečeno, ova pravila 
vrijede za bilo koje vektorsko polje, a diobu 
možemo opetovati proizvoljni broj puta. 


5.3.3 Tok kroz mali kockasti volumen; 
Gaussov teorem 

Pretpostavimo da makroskopski volumen po- 

dijelimo na veliki broj manjih i, po obliku 

kockastih elemenata. Promatrajmo jedan 
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ovakav element (Slika 5.22). U točki pros- 
tora gdje se ovakav element nalazi možemo 
postaviti koordinatni sustav tako da se nje- 
govo ishodište nalazi un jednom uglu, a tri 
međusobno okomite stranice, na koordina- 
tama T,U,2. 


(х, Y+Ay, 2) 4 


Slika 5.22: Tok polja С kroz mali kubični 
element 


Pretpostavimo da su stranice vrlo malih 
dimenzija dužine Ax,Ay,Az. Zamislimo da 
taj kockasti volumen prožima tok vektorskog 
polja Ć proizvoljnog smjera. Ako stranice 
kocke označimo brojevima 1 do 6 možemo 
pisati: (tok kroz stranicu 1)= — f O,dydz. 
Ukoliko su stranice dovoljno male tako da 
se tok vektora С vrlo malo mijenja na putu 
kroz kocku, možemo napisati: 


TOK KROZ STRANICU 1 = —Cz(1)AyAz 


TOK KROZ STRANICU 2 = C;(2)AyAz 


gdje su C,(1) i Cx,(2) vrijednosti x- 
komponente toka vektora С kod stranice 
1 odnosno 2. Ove vrijednosti se malo raz- 
likuju s obzirom na male dimenzije, ali su 
ipak različite, jer npr. dio toka C,(1) koji 
ulazi kroz stranicu 1 može napustiti kocku, 
osim kroz stranicu 2, djelomično i kroz ostale 
četiri stranice. S obzirom da se, zbog malih 
dimenzija u pitanju, radi o malim razlikama 
možemo pisati: 
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Dalji članovi su reda (Ax)? pa ih zanemaru- 
jemo. Tako dobijemo da je 
3Cr 
дт 
Tok kroz stranice 1 i 2 je razlika tokova, jer 
su C,(1) , ulazi", a C,(2) „izlazi” iz kocke 
pa pišemo: 


TOK KROZ _ [02(1)+ 


STRANICU 2 Ar AyAz 


OC. 
TOK KROZ _ Oe 
STRANICU 112 0# AzAyAz 


Derivacija bi se trebala odnositi na sredinu 
kocke, ali za infinitezimalno malu kocku 
aproksimacija je sasvim zanemariva ako de- 
rivaciju računamo kao da je u točki =, у, 2. 
Ako analogne korake načinimo za ostale stra- 
nice vidimo da je ukupni tok kroz kocku 


_ (2С, Cy BC: 
~ (ôr ду дг 


Ako se sjetimo definicije divergencije, ovo је 


isto što i 
Je 


kocka 


) ArAyAz 


паа = (У -Č)AV 


gdje je AV volumen kocke. 

Sad nam je jasno fizikalno značenje di- 
vergencije; to je tok vektora kroz zatvorenu 
plohu koja omeđuje jedinični volumen u ne- 
posrednoj okolini točke Р(2, у, 2), time što 
se vrijednost vektora odnosi na točku P. Di- 
ferencijalni karakter gornje jednadžbe dolazi 
otuda što se vrijednost toka Ć odnosi samo 
na infinitezimalno mali volumen u okolini 
točke P. Iz onoga što smo maloprije proma- 
trali, vidimo da tok polja kroz makroskopski 
volumen možemo prikazati kao sumu tokova 
kroz proizvoljno male elemente volumena 
čija suma tvori taj makroskopski volumen. 
Možemo onda pisati: 


| Ča = | V.Cdv 
S V 


gdje je S zatvorena ploha koja omeđuje vo- 
lumen V.!! 


11 Gaussov teorem je samo specijalni slučaj opće- 
nitijeg matematičkog teorema koji vrijedi za vektore 
u prostoru proizvoljnog broja dimenzija. 
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5.3.4 Vođenje topline; jednadžba difuzije 
Kao primjer primjene onoga što smo upravo 
naučili, možemo opet uzeti tok topline iz 
nekog vrlo malog tijela, npr. kocke.!? 

Kocku ugrijemo i pustimo da se hladi. To- 
plina koju kocka gubi jednaka je toplini koja 
struji kroz njezine stranice, tj.: 


/ dai (DAP 
kocka 


Ako označimo s g količinu topline koju ti- 
jelo posjeduje po jedinici volumena onda 
kockica posjeduje АУ topline. Količina 
topline koja se hlađenjem gubi tada je: 


Vidimo da je ovo diferencijalni oblik zakona 
koji smo već ranije napisali u integralnom 
obliku kao 


Zakon je, dakle, isti samo što se odnosi na 
infinitezimalno malu kocku. Upravo izveden 
Gaussov teorem omogućava nam da iz dife- 
rencijalnog oblika zakona lako dođemo do 
njegovog integralnog oblika. Uzmimo za tu 
svrhu jedan jednostavni primjer. 
Pretpostavimo da u unutrašnjosti nekog 
tijela imamo točkasti izvor topline (npr. neki 
otporni grijač malih dimenzija kroz koji pu- 
štamo električnu struju). Neka količina to- 
pline koja se u jedinici vremena oslobodi u 
tom grijaču bude W. Pretpostavimo, nada- 
lje, da imamo postojanu situaciju, tj. tem- 
perature na raznim mjestima ostaju iste, jer 
jednaka količina topline biva odvođena s po- 
vršine tijela koliko se stvara u izvoru (Slika 


12 Dobar dio problema uzetih ovdje kao primjer 
spadaju u područje termodinamike i tamo ćemo ih 
promatrati detaljnije. Ovdje fenomen toka topline 
koristimo jedino kao zorni primjer, jer je vrlo blizak 
svakodnevnom iskustvu. 


5.23). Znamo da će ukupni tok topline kroz 
zatvorenu plohu koja obuhvaća izvor mora 
iznositi W, jer imamo posla s ravnotežnim 
stanjem. 


Slika 5.23: Mali izvor topline unutar tijela 


To je ujedno i toplina koja struji iz tijela 
kroz vanjsku plohu koja omeđuje tijelo. Za- 
nima nas, dakle, tok topline kroz zatvorenu 
plohu koja sadrži izvor, a čiji integral preko 
cijele plohe iznosi W. Općenito, ovo nije 
tako lako izvesti, ali ovdje možemo, kao spe- 
cijalni slučaj, uzeti sfernu plohu radijusa R 
u čijem središtu se nalazi izvor. Iz ovako si- 
metrične slike 5.23 vidimo da je hu smjeru 
radijusa sfere, ukoliko je sfera dovoljno mala 
u usporedbi s dimenzijama tijela, a izvor 
negdje u sredini tijela (očito ovo nije točno 
ukoliko se površina sfere približava vanjskoj 
plohi tijela). U tom slučaju i iznos h će biti 
posvuda isti na površini sfere. (Ovdje se slu- 
žimo intuicijom koja nam, uz matematiku, 
pomaže da ubrzamo rješavanje problema). 
Dakle za sfernu plohu duboko u homogenom 
tijelu: 


/ h.rida = 4xR2-h 
sf.pl. 


gdje je h = 7 , iz čega h = 057, ili vektor- 
ski: 

_ W, 

La Ar R? U 
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Vidimo da je h proporcionalan W i obrnuto 
proporcionalan kvadratu R-a, što smo i oče- 
kivali. 

Ovo je specijalan slučaj strujanja topline 
u blizini točkastog izvora u homogenom me- 
diju. Kako rješavati općenitije probleme? 

Vidjeli smo da je diferencijalna jednadžba 
za vođenje topline 


h=—KVT 


Ona vrijedi za materijale koji relativno do- 
bro provode toplinu. Ona, dakako, vrijedi 
samo tamo gdje je toplina očuvana, tj. gdje 
nema toplinskih izvora ni ponora. Iz jed- 
nadžbe У.А = "= i prethodne dobijemo 

= [ОТ = ку2т 

dt 
Ako pretpostavimo da je temperatura ma- 
terijala proporcionalna količini topline koju 
on sadrži (tj. da je specifični termički kapa- 
citet konstantan, što za manje temperaturne 
intervale i jest) tj. Ag = c AT (gdje је с, 
specifični termički kapacitet jediničnog vo- 
lumena materijala) onda 


а ат 
dt dt 
ра dobijemo da је 
аг к 
—— = —\?Т 
dt б 


Promjena temperature ро vremenu je, kako 
vidimo, proporcionalna laplasijanu od Ti 
obrnuto proporcionalna specifičnom termič- 
kom kapacitetu materijala. Imamo, dakle, 
diferencijalnu jednadžbu za T' u varijablama 
x,y,z it. Ovo je dobro poznata jednadžba 
toplinske difuzije i često se piše u obliku 
€ _pvir 
dt 
gdje je D toplinska konstanta difuzije. Ovaj 
općeniti oblik imaju i ostale jednadžbe difu- 
zije npr. plinova, tekućina, neutrona itd. 


5.3.5 Cirkulacija vektorskog polja 


Vratimo se sada na objašnjavanje fizikalnog 
karaktera operatora rotacije. I ovdje ćemo 
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krenuti (analogno kao i kod Gaussovog te- 
orema) putem čiji cilj postaje očit tek kas- 
nije. Opet pretpostavljamo postojanje vek- 
torskog polja См prostoru. Tražimo njegovu 
cirkulaciju oko zatvorene petlje I' općenitog 
oblika (Slika 5.24). Valja izračunati integral 
komponente Ć u smjeru krivulje (tj. tangen- 
cijalnu komponentu u svakoj točki krivulje) 
po cijeloj petlji. 


krivulja Г С 


Slika 5.24: Cirkulacija vektorskog polja С 
po zatvorenoj petlji Г 


Već smo se upoznali s linijskim integra- 
lom. Sada primijenimo taj integral na bilo 
koji vektor С. Potreban nam je integral po 
zatvorenoj krivulji, dakle $ C;ds = #0 ds, 
gdje simbol $ označava integral po zatvore- 
noj stazi. Ovaj integral se naziva cirkula- 
cijom vektora С oko krivulje I'. Nije teško 
vidjeti da se ova cirkulacija može prikazati 
kao suma cirkulacija oko dviju ili više petlji 
koje dobijemo podjelom prvobitne petlje Г 
(Slika 5.25). Očito je da će dio cirkulacije 
koji se odnosi na krivulju 1 مه‎ biti u jednom 
smjeru za desni dio petlje, a u suprotnom 
smjeru za lijevi dio petlje. 

Sumiranjem se ova dva dijela cirkulacije 
poništavaju pa dobijemo iznos prvobitne cir- 
kulacije. Dakako, da ovo možemo ponoviti 
bilo koji broj puta. 

Pretpostavimo da petlja I' omeđuje neku 
plohu S. Ovu plohu možemo razdijeliti na 
bilo koji broj elemenata (Slika 5.26), a suma 
cirkulacija oko svakog elementa će biti jed- 
naka cirkulaciji oko prvobitne petlje. 
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Ib 


(2) 


Slika 5.25: Cirkulacija vektorskog polja С 
po razdijeljenoj zatvorenoj petlji Г 


Slika 5.26: Cirkulacija vektorskog polja C 
po razdijeljenoj zatvorenoj petlji Г 


Postoji očito bezbroj ploha koje petlja Г 
može omediti i svaka se može razdijeliti na 
proizvoljno velik broj elemenata. Ako su ovi 
elementi dovoljno mali u usporedbi s veliči- 
nom prvobitne plohe, onda možemo pretpos- 
taviti da će pojedini element predstavljati 
ravnu plohu koja nije koplanarna sa susjed- 
nim elementima ali malo od toga odstupa. 
Kako oblik elemenata može biti bilo kakav, 
odaberimo da on bude kvadratičan. Cirku- 
laciju oko petlje I' možemo onda prikazati 
kao sumu proizvoljnog broja kvadratičnih 
elemenata. 


5.3.6 Cirkulacija oko kvadratične petlje; 
Stokesov teorem 

Cirkulaciju vektora oko kvadratične petlje 
možemo lako izračunati tako da orijentiramo 
njene stranice u smjeru z i y osi (Slika 5.27). 
Znamo da će rezultat, izrazimo li ga vektor- 
skom algebrom, vrijediti za bilo koju orijen- 
taciju u prostoru. 

Ako je kvadratična petlja dovoljno mala, 
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Slika 5.27: 
petlje 


Cirkulacija oko kvadratične 


smjer i iznos vektora Ć neće se jako mije- 
njati na putu Ag odnosno Ay. Cirkulaciju 
po stranici 1 možemo pisati kao C,(1)Az, 
onu po stranici 2 kao C,,(2) Ay, te опе po 
stranicama З i 4 kao -С,(3) Ах , odnosno 
-C,(4)Ay, (znakove minus stavili smo tamo 
gdje je cirkulacija suprotna od odabranog 
smjera integracije). Dakle 


фс ‚4# = С.(1)Аз — C,(3)Az 
+ С,(2)Ау — C,(4) Ay 


Analogno kao i ranije kod izvoda Gaussovog 
teorema, pitamo se koliko se C,(3) razlikuje 


od С, (1). U slučaju da su kvadratični ele- 
menti vrlo mali možemo opet pisati 


ӨС A 


a ч ČLANOVI 
Ca (3) = Ce(1) + Oy VIŠEGA REDA 
iz čega 
[С=(3) — С»(1)]Ах =— S ArAy 


(Vidimo da je derivacija u smjeru y, jer je 
razlika položaja stanica 1 i 3 jednaka Ay). 
Ako cijeli račun ponovimo za ostale dvije 
stranice, dobijemo 


= 1 ([0C, 00% 
faa- دص‎ SE) dady 
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С 


Slika 5.28: Cirkulacija vektorskog polja С 
oko petlje Г jednaka је površinskom integral 
normalne komponente У х С 


Za derivacije možemo reći да se odnose 
na točke x i у jer je kvadratična petlja vrlo 
mala. Površinu kvadratića ArAy možemo 
označiti s Aa, a vidimo da član u zagradama, 
predstavlja z-komponentu rotacije (У х С), 
Aa. Ova z-komponenta rotacije ortogonalna 
je na ravninu x,y. možemo, dakle pisati 

С. 


а#= (У x Č)nAa = (ў хС)-їАа 


kvadratić 


Dakle, cirkulacija vektora Č oko infinite- 
zimalne kvadratne petlje jednaka je pro- 
duktu komponente rotacije normalne na 
plohu kvadtata i povrsine kvadrata. Cir- 
kulaciju oko bilo koje petlje možemo onda 
prikazati kao 


ф.@-ав= | (9 Oda 
I S 


gdje je S je površina bilo koje plohe koju 
petlja Г omeđuje. 

Konvencija predznaka je uobičajena, tj. 
ako se integrira u smjeru obrnutom od ka- 
zaljke na satu onda je smjer normale iz pa- 
pira kao na slici 5.28.1 


13Poput Gaussovog teorema, Stokesov teorem је 
specijalan slučaj općenitijeg teorema koji se odnosi 
na prostore s bilo kojim brojem dimenzija. 
LEONTIĆ: 
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5.3.7 Polja čije su divergencije i rotacije 
posvuda jednake nuli 


Promatrajmo prvo slučaj vektora čija je ro- 
tacija posvuda jednaka nuli. Iz Stokeovog 
teorema slijedi da je tada cirkulacija oko 
bilo koje petlje jednaka nuli. Pretpostavimo 
takvo polje i u njemu zatvorenu petlju (Slika 
5.29). Odaberimo dvije točke, 1 i 2, na pet- 
lji. 


(2) 


(1) 


Slika 5.29: Ako је V х С tada je i cirkula- 
cija oko zatvorene krivulje Г jednaka пша. 
Linijski integral od 1 do 2 duž a mora biti 
jednak linijskom integralu duž b 


Lako se uvjerimo da će linijski integral 
od točke 1 do točke 2 biti neovisan o tome 
kojim putem po petlji integriramo, a ovisit 
će jedino o položaju dviju točaka. Ovo smo 
već jednom u mehanici obradili i pokazali 
da, ako je integral neke veličine po zatvore- 
noj krivulji jednak nuli, onda se taj integral 
može prikazati kao razlika funkcija položaja 
u prostoru. Na taj način smo došli do pojma 
potencijala. Vidjeli smo da se odgovarajuće 
vektorsko polje može prikazati kao gradijent 
tog potencijala. 

Sad vidimo fizikalni smisao onog teorema 
koji kaže da je vektorsko polje čija je rotacija 
jednaka nuli gradijent nekog skalarne funk- 
cije koja predstavlja potencijal. Dakle, ako 
je posvuda VxC= 0, onda je б = ө, pa 
ovakvo specijalno vektorsko polje možemo 
uvijek reprezentirati skalarnim poljem +. 

Pretpostavimo da imamo bilo kakvo ska- 
larno polje ф. Integral njegovog юа 
ро zatvorenoj krivulji је nula; ф Уф. 18 = 
što mora biti. Naime, linijski integral e 
točke 1 do točke 2 је ((2) — ф(1) iz čega 
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slijedi da je kružni integral jednak nuli. Iz 
Stokesovog teorema slijedi da je 


٢۳ x(Vo)da=0 /"PO BILO KOJOJ PLOHI*/ 


No, ako je integral jednak nuli po bilo kojoj 
plohi, onda je i integrand uvijek jednak nuli: 


V x (Vo) =0 


što smo već prije dokazali koristeći se čistom 
vektorskom algebrom. 

Pretpostavimo da imamo jedan specijalni 
slučaj gdje je ploha gotovo zatvorena, ali 
ima malu „rupu” koja je omeđena odgovara- 
jućom petljom (Slika 5.30). Što se događa 
ako pustimo da se petlja sve više sužava dok 
ne degenerira u točku? 


petlja Г 


VxC 
površina S 


Slika 5.30: U graničnom slučaju zatvorene 
plohe površinski integral rotacije vektorskog 
polja iščezava. 


Ako je vektor Ć posvuda konačan, inte- 
gral po petlji Г će postati jednak nuli kad 
petlja degenerira u točku. Prema Stokesovu 
teoremu površinski integral Vx С mora ta- 
kođer iščeznuti. Dakle, time što smo plohu 
zatvorili načinili smo da integral Ух С nes- 
tane. Time imamo još jedan teorem: 


/*ZA BILO KOJU 
ZATVORENU PLOHU S*/ 


Teorem o površinskom integralu vektorskog 
polja već imamo; to je Gaussov teorem, 
JC Tida = J,V-CdV. Ako ga primijenimo 
na naš slučaj, imamo 
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gdje je V volumen koji zatvorena ploha S 
omeđuje. Desni integral je nula za bilo koju 
plohu koja omeđuje bilo koji volumen, pa je 
stoga i integrand posvuda jednak nuli: 


2> 


V.(VxČ)= 


/ UVIJEK I POSVUDA* / 


Ovo je opet fizikalni opis rezultata koji smo 
dobili čistom vektorskom algebrom. 


5.4 Elektrostatika 
5.4.1 Statika 


Kako je već rečeno, Maxwellove jednadžbe, 


аі 
є0 
o 0B 
Ие 
- дї 
V-B=0 
m 
2 
jE سا سا‎ 
ECN > өе 


predstavljaju potpune zakone, kojima se, bar 
u principu, mogu opisati sve pojave u kla- 
sičnoj elektrodinamici. Kako ovo uključuje 
i vrlo složene fizikalne situacije, prirodno je 
da najprije proučimo relativno jednostavne 
probleme. 

Među najjednostavnije probleme spadaju 
oni kod kojih se fizikalna situacija ne mije- 
nja s vremenom; drugim riječima, statičke 
probleme. U ovakvim problemima pretpos- 
tavljamo da su naboji u prostoru nepomični, 
ili da se oni vrlo sporo kreću konstantnom 
brzinom tako da su veličine poput pi J u 
vremenu konstantne. U prvom slučaju vre- 
menske derivacije su jednake nuli i Maxwel- 
love jednadžbe se razdvajaju u dvije grupe 
koje se mogu promatrati neovisno kao 

Elektrostatika: 


موس 
€0 
VxE=0‏ 
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Magnetostatika: 
V-B=0 
ея 
є0с 


pri čemu jedinice і konstante imaju slijedeće 
dimenzije odnosno vrijednosti: 


leo} [coulomb]? volt. metar 
E = = 
پا‎ newton: metar)? coulomb 
107 1 
2 ; 9 
= = 9 : 10 
os 4т i 47۴0 


Ako pogledamo ove jednadžbe vidimo da se 
električno polje pojavljuje samo u prve dvije, 
a magnetsko samo u druge dvije. Dakle, 
tako dugo dok su naboji nepomični odnosno 
u stanju konstantnog gibanja, elektrostatski 
i magnetski fenomeni potpuno su odvojeni. 
Samo onda kad se naboji pomaknu, ili se 
polja EiB mijenjaju s vremenom, dolazi 
do njihovog međusobnog djelovanja. Jasno 
je, stoga, zbog čega su elektrostatika i mag- 
netostatika dugo bile smatrane odvojenim 
fenomenima. 

Elektrostatski i magnetostatski fenomeni 
vrlo su pogodni za studiranje matematičkih 
osobina vektorskih polja. Tako je npr. elek- 
trostatsko polje vrlo dobar primjer polja čija 
je rotacija posvuda jednaka nuli, a divergen- 
cija je konačna i određena. Nasuprot tome, 
magnetostatsko polje je primjer polja čija je 
divergencija posvuda i uvijek jednaka nuli 
(nema magnetskih monopola), a rotacija je 
konačna i određena. 

Najjednostavniji problemi u elektrostatici 
impliciraju jednostavnu primjenu Coulom- 
bovog zakona. 


5.4.2 Coulombov zakon; superpozicija 
polja 

Coulombov zakon obično se piše u vektor- 

skom obliku: 


A 1 ag, = 
Fi = z 212 = -F2 
47۴0 тї» 


gdje je F sila koja djeluje na naboj q1, €12 
je jedinični vektor usmjeren od naboja qı 
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prema naboju q2, a то je udaljenost između 
naboja. Fə je sila reakcije kojom naboj qı 


djeluje na naboj q2 (Slika 5.31).!* 
O, > > Q2 
F21 ٥ 
r > 
u О О; _, 
Fz F42 
æ r » 


Slika 5.31: Coulombov zakon 


Kad imamo više naboja prisutno, onda je 
sila na pojedini naboj dana vektorskom su- 
mom sila kojima bi svaki pojedini od ostalih 
naboja djelovao zasebno na taj dani naboj. 
Ovo je dobro poznati princip superpozicije 
s kojim smo se već sreli. 

Coulombov zakon implicira uvođenje kon- 
cepta električnog polja, koje, po jakosti i 
smjeru, definiramo kao silu kojom bi to po- 
lje djelovalo na jedinični naboj u nekoj točki 
prostora. Pri tome valja napomenuti da ova 
definicija ne implicira prisutnost jediničnog, 
ili bilo kakvog naboja, jer dimenzija električ- 
nog polja nije ista kao dimenzija sile. Ovo 
je jasno iz izraza za polje: 


gdje Ё(1) označava polje u točki prostora 
1 koje stvara naboj u točki 2 udaljenoj od 
točke 1 za iznos r. Smjer polja dan je je- 
diničnim vektorom €12. U ovoj jednadžbi 
jasno se vidi odsutnost bilo kakvog naboja 
u točki 1.5 Ako imamo više naboja onda 


I4U nekim udžbenicima koristi se umjesto دږ‎ 
izraz T12/r12. Jedan i drugi način imaju svoje pred- 
nosti i mane. Mi ćemo koristiti prvi način izuzev u 
vrlo specijalnim okolnostima. 

15Pažljivi čitatelj će odmah primijetiti problem 
koji se pri ovoj definiciji polja javlja, a to je diver- 
giranje polja u beskonačnost za male udaljenosti 
T12 Na ovaj problem ćemo se navratiti kad budemo 
naoružani malo većim znanjem. 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024. 02:25 


182 


5. Elektrostatika 


princip superpozicije implicira da polje u da- 
noj točki 1 definiramo kao sumu svih polja 
koje bi svaki pojedini naboj stvarao u toj 
točki: 


Često srećemo probleme u kojima smo do- 
voljno udaljeni od mnoštva naboja da nas 
njihove dimenzije i detaljna struktura ne 
zanimaju već samo ukupna gustoća naboja 
u određenom dijelu prostora (Slika 5.32). 
Tada pribjegavamo definiciji polja koja poje- 
dine točkaste naboje prikazuje kao infinite- 
zimalne elemente volumena AV, koji sadrži 
»oblak" naboja električne gustoće p. 


(1): (X, уз, 21) 


р(х, у,2) 


(2): (хо, Y2, 22) 


Slika 5.32: Polje distribucije naboja 


Iznose svakog malog ili točkastog naboja 
u točki 2 možemo tada prikazati Као Ag2 = 
р(2) АУ. Ako se u prostoru oko točke 2 
nalazi oblak naboja gustoće p(r,y,z) onda 
će polje u točki 1 biti 


2] 
/ 002) 124% 
V2 


"12 


Е(1) = : 


= 4۴١ 


gdje se dVə odnosi na sve volumne elemente 
u oblaku kod točke 2., a 712 i €12 na svaki 
pojedini element dV u oblaku. 


5.4.3 Električni potencijal 

Već smo se upoznali s pojmom potencijala 
nekog polja. Potencijal električnog polja 
možemo definirati pomoću rada koji valja 
izvršiti, protiv električne sile, da bismo pre- 
nijeli naboj iz jedne točke prostora u drugu. 
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Pretpostavimo da imamo neku konfiguraciju 
naboja i želimo prenijeti jadan mali naboj iz 
točke a u točku b. Rad će biti dan integralom 
komponente sile u smjeru puta (s negativnim 
predznakom, jer se krećemo protiv sile, tj. 
u suprotnom smjeru od djelovanja sile): 


gdje je F sila kojom polje djeluje na naboj 
u svakoj točki na putu od a do b. Zgodnije 
je u praksi zamisliti da rad vršimo prenoseći 
jedinični naboj. Tada će sila biti numerički 
jednaka polju: 


Općenito ove vrste integrala ovise o putu 
integracije između točaka a i b, no u elek- 
trostatici, s obzirom na to da je električno 
polje konzervativno polje, vrijednost ovog 
integrala je neovisna o putu koji naboj pre- 
vali od a do b. Kad to ne bi bilo tako, mogli 
bismo vršiti rad po putu od a do b gdje je 
ovaj rad manji i vratiti se od b natrag do 
a po nekom drugom putu gdje je rad veći 
pa tako dobiti višak energije. Iako postoje 
slučajevi da se energija dade crpiti iz polja, 
u elektrostatici to nije slučaj. Ovo možemo 
lako dokazati, kako za slučaj vrlo jednostav- 
nog polja jednog naboja, tako i za slučaj 
proizvoljno složenih polja. 

Pogledajmo prvo što se dešava u polju 
jednog naboja g (Slika 5.33). Uzmimo naboj 
i pomaknimo ga iz točke a u točku b tako da 
idemo putem koji je najlakši s točke gledišta 
računa. 

Krenimo tako od točke a do a' po luku 
kružnice čije je središte na mjestu g. Zbog 
konstantne udaljenosti od naboja g , po 
ovom dijelu staze ne vršimo nikakav rad 
(smjer sile je radijalan, pa je njena kom- 
ponenta u smjeru gibanja naboja nula). 
Ako sada krenemo od a' do b (u radijal- 
nom smjeru), sila u smjeru gibanja na- 

٣7 А : bio 
boja je maksimalna ра je rad — f, E- d= 
7 dy = –:4 ( 1 1). Vidimo da 


a Areo \ Ta 


4 
4) 
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druga‏ سینا 


putanja 


Slika 5.33: Rad naboja u električnom polju 


se bilo koja putanja od a do b može prika- 
zati kao da je sastavljena od mnoštva pro- 
izvoljno malih „pilastih zubaca" (Slika 5.34), 
gdje naizmjence idemo u tangencijalnom i 
radijalnom smjeru s obzirom na smjer polja. 
Suma svih radijalnih elemenata staze je uvi- 
jek ista i jednaka udaljenosti, u radijalnom 
smjeru s obzirom na polje, između točaka a 
ib. 


(a) В 


Slika 5.34: Каа naboja u električnom polju 
Dakle možemo pisati: 
b > 
Wo = — I E. dë 
a 


Rad na pomicanju električnog naboja od 


/*PO BILO KOJEM PUTU*/ 
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jedne točke prostora do druge u polju elek- 
trične sile ovisi, dakle, samo o položaju tih 
točka. Budući da je to tako, onda se taj 
rad može prikazati kao razlika dvaju bro- 
jeva. Pretpostavimo da se na putu od a do 
b krećemo putem koji ide preko točke Ро 
(Slika 5.35.). Pretpostavimo da je &(a) rad 
koji utrošimo pomičući naboj iz točke Po do 
točke a a Ф(ф) rad pomicanja naboja od Po 
do točke b. 


W(a—b) =((b)- фа) b 


W(Po>b) =0(b) 


\\(Ро-а)=ф(а) +, 


Slika 5.35: Rad naboja u električnom polju 


Rad na pomicanju naboja od a do b je 
onda ф(Ь) — (a). Uz istu referentnu točku 
Po, ф(а) i Ф(ф) su funkcije samo položaja 
točka a і b, pa je ф skalarno polje. To ska- 
larno polje nazivamo elektrostatskim poten- 
cijalom: 


P 
HP) = – / E-ds 

Po 
U praksi najčešće uzimamo da je položaj 
P) u beskonačnosti, pa je potencijal nekog 
naboja koji se nalazi u ishodištu dan izrazom 


= 28 
moe 


A(T,y,2) 


Nije se teško uvjeriti da za potencijal, kao i 
za električno polje, vrijedi princip superpo- 
zicije: 

1 93 


= 4۴0 71,3 


Ф(1) 


1391 
U slučaju kontinuirane raspodjele naboja 
imamo 


Ф(1) = 


= 4meg 


712 


1 je 


gdje su simboli i oznake iste kao i one na 
slici 2.32. 
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Fizikalni smisao potencijala je potenci- 
jalna energija jediničnog naboja u nekoj da- 
noj točki prostora u odnosu na neku refe- 
rentnu točku. 


5.4.4 Električno polje kao gradijent po- 
tencijala 

Zamislimo točku u prostoru gdje se nalazi 
električno polje. Neka koordinate točke 
budu =, у, 2. Potencijal u toj točki je onda 
(x,y,z). Pitamo se koliki je rad vezan za 
pomicanje točke u položaj (x + Az,¿y,z). То 
je 


AW = 6(24+A2,9,2)-6(2,9,2) = Аа 
Vidimo, također, da je: 
AW = — E.ds=—E,Ax 
Ах 
Dakle дф 
Ез =-= 
07 


Slijedeći istu proceduru za ostale dvije koor- 
dinate dobijemo 


E=-Vo 


što je isto kao rezultat koji smo dobili iz 
vektorske algebre gdje smo vidjeli da je 


b 
/ ўф.а8= (6) — (a) 


U praksi često je lakše izračunati potencijal 
(jer, između ostaloga ovisi o 1, umjesto polja 
koje ovisi o 5) jer tada imamo posla samo 
s jednom integracijom, dok kod polja E, jer 
se radi o vektoru, trebamo tri integrala. 

U vezi s potencijalom možemo još nešto 
reći. Budući da je E= -Vo ‚ to znamo 
iz vektorskog računa da je V х Е = 0 , što 
je druga fundamentalna jednadžba elektros- 
tatike. Dakle, Coulombov zakon vodi i do 
ove druge jednadžbe. Ovo smo uostalom 
dokazali i prije kad smo pokazali da, ako za 
neko polje vrijedi $E -d= 0, onda vrijedi i 
VxE=0. 

Od interesa je napomenuti da osobina po- 
lja koja daje relaciju $E.ds= 0 ne potječe 
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od ovisnosti polja o inverznom kvadratu uda- 
ljenosti, već dolazi od toga što se ovdje radi 
o visokom stupnju simetrije polja (radijalno, 
za jedan naboj). 


5.4.5 Tok električnog polja 


Zakon inverznog kvadrata shvaćamo kao ne- 
što „ргігоапо”, jer to diktira geometrija pros- 
tora. Što god se jednoliko širi, širi se tako 
da slijedi zakon inverznog kvadrata. (Npr. 
svjetlost se širi tako da njezin intenzitet na 
jedinicu površine opada kvadratom udalje- 
nosti).Stoga intuitivno pretpostavljamo da 
bi električno polje trebalo iz ,istog razloga" 
opadati kvadratom udaljenosti od točkastog 
»izvora". Nažalost, ovdje ne postoji nikakav 
„isti razlog". Električno polje ne mora opo- 
našati svjetlost! Ako bismo, ipak, načinili 
neki model u kojemu bi vektor električnog 
polja bio prikazan kao roj čestica koje naboj 
emitira, pa ako bi broj tih čestica bio očuvan, 
onda bi se zakon inverznog kvadrata sam po 
sebi nametao. Na osnovu ovakvog modela 
mogli bismo stvoriti matematičke relacije ne 
zaboravivši da polje ne možemo jednostavno 
objasniti rojem letećih čestica. 

Pretpostavimo, dakle, da se električno po- 
lje sastoji od ,nečega" što možemo prikazati 
silnicama čiji broj je očuvan (izuzev u sa- 
mom izvoru) i koje radijalno izlaze iz naboja. 
Želimo naći neki osnovni način da izrazimo 
zakon inverznog kvadrata. Pitamo se: koliki 
je tok polja E iz neke zatvorene plohe u bli- 
zini točkastog izvora. Pretpostavimo da je 
ova ploha jednostavno definirana pomoću če- 
tiri radijusa koji se sjeku u točkastom izvoru 
i dvaju elemenata sfernih ploha, a i b, koje 
su ortogonalne na te radijuse (Slika 5.36). 
Ako se sjetimo definicije toka, vidimo da je 
ukupni tok iz ove zatvorene plohe jednak 
nuli, jer, iako E opada kvadratom udalje- 
nosti, za isti omjer se povećava b u odnosu 
па a. 

U stvari, elementi a i b і пе moraju biti or- 
togonalni na radijuse (iako ostale plohe koje 
zatvaraju volumen između radijusa moraju 
biti omeđene u radijalnom smjeru). Kad, 
naime, elemente a і b nagnemo za kut 0 , 
njihova površina naraste za faktor ali 


A 
cost >? 
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(a) A 2 


zatvorena površina S 264 


točkasti naboj 


površina S 


točkasti naboj 


Slika 5.36: Tok električnog polja kroz plohu 
koja ne sadrži naboj 


za isti faktor se smanji i normalna kompo- 
neta polja E pa je ukupni tok i dalje nula. 
Ovaj argument možemo lako proširiti na bilo 
kakvu zatvorenu plohu jer se ona može sasta- 
viti od mnoštva infinitezimalnih elemenata 
kakve smo upravo promatrali. Zaključujemo 
da je tok električnog polja kroz bilo koju za- 
tvorenu plohu nula, ako ploha ne obuhvaća 
neki naboj. 


S druge strane, možemo analognim argu- 
mentima pokazati da će tok biti konačan ako 
zatvorena ploha sadrži naboj. Promatrajmo 
opet dva elementa sfernih ploha omeđenih 
radijusima koji se sjeku u točkastom naboju, 
ali tako što su sada tokovi kroz ove elemente 
isti po iznosu, ali suprotnog predznaka (Slika 
5.37b). Zaključujemo da zatvorena ploha 
sastavljena od ovakvih elemenata sadrži na- 
boj, pa očekujemo da je tok konačan. Koliki? 
Ovdje se možemo poslužiti trikom, tako da 
»isključimo" jedan dio volumena sadržanog 
u prvobitnoj zatvorenoj plohi 5 i to baš onaj 
koji sadrži naboj. Načinimo to tako da spo- 
menuti volumen ,izrežemo" pomoću sferne 
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plohe S“ u čijem centru se nalazi naboj (Slika 
5.37). Ukupni tok kroz plohu koja je izvana 
omeđena plohom 5, a iznutra plohom S“, je 
očito nula, kako smo već pokazali prije. 


površina S 


površina S' 


Slika 5.37: Tok električnog polja kroz plohu 
koja sadrži naboj 


Ovo je istina i za bilo koju plohu S', ali 
nju smo mamjerno odabrali da bude sferična 


pa je tok kroz nju lako izračunati i iznosi £. 


Kako tok polja koji ulazi kroz ovu sfernu 
plohu također izlazi kroz plohu 5, zaključu- 
jemo da je iznos ovog toka neovisan o obliku 
zatvorene plohe koja sadrži naboj. Ukratko 
možemo rekapitulirati: 


Za zatvorenu plohu koja ne sadrži naboj 
f Praa =0 /*ZA BILO KOJU PLOHU*/ 
Za zatvorenu plohu koja sadrži naboj 

/ Е.аА = a /*ZA BILO KOJU PLOHU*/ 
8 €0 


Ovo smo, dakle, dobili od našeg modela 
u kojemu izvor (g) ,zrači" ili emitira jed- 
noliko na sve strane nešto (čestice) što je 
očuvano. Model nam ne daje ništa više od 
toga. Svaki pokušaj, u okviru klasične fi- 
zike, da se elektromagnetsko polje prikaže 
kao „nešto” poput čestica dovodi do teškoća. 
Zbog ovih razloga najbolje je u klasičnoj 
elektrodinamici polja opisivati više apstrak- 
"اوی‎ 


161] okviru kvantne mehanike, polja prikazujemo 
kvantno koristeći koncept propagatora tj. virtualnih 
čestica koje su kvanti polja. O njima će biti govora 
na drugom mjestu. 
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5.4.6 Gaussov zakon 


Ono što smo upravo dokazali odnosi se na 
jedan naboj. Što je s više naboja? Pretpos- 
tavimo da ih je dva, qı i q2. Ukupno polje je 
E= Е} Д; Tok kroz bilo Који zatvorenu 
plohu je 


| („+ Ezm)da = | Быйа+ | Bonda 
S S 8 


Za slučaj да su oba naboja unutar plohe oba 
integrala daju ed + A kao ukupan tok. Ako 
je jedan naboj izvan plohe onda ne doprinosi 
toku. Imamo općenito pravilo, dakle, da 
je tok kroz zatvorenu plohu jednak sumi 


naboja u unutrašnjosti plohe podijeljen s €o: 


X idi 


Gaussov zakon: Í Enda = 
S €0 


gdje se У), qu odnosi na naboje unutar plohe 
S 

Dakako, u slučaju da imamo posla s 
gustoćom naboja umjesto У), qu, koristimo 
Ју pdaV. 

Iz načina na koji je Gaussov zakon izveden 
vidljivo je da on vrijedi za polje čija jakost 
ovisi o kvadratu udaljenosti, tj. tamo gdje 
je eksponent u 3 točno 2. Gaussov zakon i 
Coulombov zakon su, dakle ekvivalentni. 

Ako Gaussov zakon primijenimo na infini- 
tezimalno malu kocku, tj. kubični volumen 
s odgovarajućom plohom, onda znamo, kako 
što smo već vidjeli, da je ukupni tok Е iz 
takve plohe V+E.dV, gdje je dV volumen 
kocke. Naboj unutar tog volumena je рау, 


pa Gaussov zakon daje V.E.dV = рау ili 
٢ ت کد‎ 
€0 


Ovo je diferencijalni oblik Gaussovog zakona 
i ujedno dobro poznata prva jednadžba elek- 
trodinamike. Drugim riječima, to je refor- 
mulirani Coulombov zakon. 


5.4.7 Polje kugle naboja 

Jedna od vrlo jednostavnih primjena Gausso- 
vog zakona je izračunavanje polja koje nam 
daje ,oblak" naboja. Analitički je najlakše 
riješiti problem kugle homogenog naboja. 
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Sjetimo se da smo, prilikom proučavanja 
gravitacijske sile, došli do zaključka da je 
gravitacijsko polje kugle homogenog mate- 
rijala isto kao ono koje bi proizvela materi- 
jalna točka iste mase da se nalazi u središtu 
kugle. (Napomenuli smo pri tome i to da 
je Newtonu trebalo dosta vremena da do- 
kaže ovaj teorem). Mi smo to načinili tako 
da smo integrirali potencijal, a polje našli 
iz gradijenta. Ovdje ćemo izvesti analogan 
dokaz, ali za električno polje kugle homoge- 
nog naboja. Zamislimo kuglu homogenog 
naboja i neku točku P izvan nje (Slika 5.38). 
Iz simetrije modela pretpostavljamo da je 
električno polje radijalno. 


eo 
ЕС 


"oblak" naboja رر‎ s 
gustoće p / 


/ Gaussova 
ploha 


Slika 5.38: Polje kugle naboja 


Zamislimo, nadalje, sfernu plohu sa sredi- 
štem u centru kugle na kojoj se nalazi točka 
P. možemo napisati 


Q 


| E,da = 4тт?.Е = 
© €0 


gdje je O ukupni naboj kugle. Dakle, 


1 
I سل‎ 
Areo r? 
što bismo imali i za slučaj da je sav naboj u 
središtu. 


5.4.8 Silnice i ekvipotencijalne plohe 
Oba zakona elektrostatike, onaj koji kaže da 
je tok polja proporcionalan naboju unutar 
zatvorene plohe i onaj koji kaže da je elek- 
trično polje gradijent potencijala, mogu se 
ilustrirati geometrijski. 

Uzmimo najprije jednostavan primjer toč- 
kastog naboja. Nacrtajmo najprije silnice u 
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smjeru polja (Slika 5.39). (Silnice se uvijek 
crtaju tako da je u bilo kojoj točki na njima 
polje tangencijalno na silnicu). 


ekvipotencijalne plohe 
Q = konstanta 


silnice E polja 


Slika 5.39: Silnice polja 


Relativni intenzitet polja je dan ,,gusto- 
сот” silnica, tj. brojem silnica koje prolaze 
kroz jediničnu površinu. Za točkasti naboj 
gustoća silnica onda opada s kvadratom uda- 
ljenosti. Valja napomenuti da je ovo točno 
samo onda kad su silnice kontinuirane, tj. 
kad jednom krenu iz jednog naboja ne pre- 
kidaju se dok ne stignu u drugi (ili nastave 
put u beskonačnost). 

Toliko o polju. No i potencijal o možemo 
prikazati geometrijski pomoću „izo” ploha, u 
ovom slučaju plohama koje su geometrijsko 
mjesto svih konstantnih vrijednosti skalara 
ф. To su ekvipotencijalne plohe. Odnos iz- 
među ekvipotencijalnih ploha i silnica polja 
već smo vidjeli. To je gradijent potencijala 
usmjeren okomito na ekvipotencijalnu plohu, 
što je uvijek i smjer maksimalne strmine po- 
tencijala. (Kako je već jednom rečeno, kad 
E ne bi bio normalan na ekvipotencijalnu 
plohu, imao bi komponentu koja je u ravnini 
plohe, što je suprotno definiciji ekvipotenci- 
jalne plohe). Za točkasti naboj ekvipotenci- 
jalne plohe su koncentrične sfere sa centrom 
u naboju. 

Pogledajmo sada slučaj dvaju naboja, plus 
(+) i minus (-) (Slika 5.40). Ukupno polje 
je sada superpozicija polja dvaju točkastih 
naboja. 

U svakoj točki prostora sada silnice pred- 
stavljaju rezultantu dvaju vektora od kojih 
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Slika 5.40: Polje dva naboja 


svaki predstavlja polje jednog naboja u toj 
točki. Ovdje vidimo lošu stranu upotrebe 
silnica kao metode prikazivanja polja, jer u 
slučaju više naboja, grafički prikaz postaje 
kompliciran. 


5.5 Primjena Gaussovog zakona 


Primjena principa koje smo do sada upoznali 
svodi se na računske probleme koji općenito 
mogu biti dovoljno složeni da iziskuju nume- 
ričke računalne metode. Da bi se problemi 
mogli svesti na analitičke račune iziskuje 
dosta dosjetljivosti. Ovdje ćemo se ograni- 
čiti na najjednostavnije i na njima ilustrirati 
zakone elektrodinamike. 


5.5.1 Problem ravnoteže u elektrostat- 
skom polju 

Ovaj problem spada u općenite probleme 
revnoteže u svim statičkim poljima. U elek- 
trostatici on se svodi na pitanje: pod kojim 
uvjetima ostaje neki naboj u ravnoteži u 
električnom polju koji generiraju drugi ne- 
pomični naboji? Tako npr., bi li naboj (npr. 
+) postavljen u središte istokračnog trokuta 
na čijim se vrhovima nalaze istoimeni naboji 
(npr. -) ostao u stanju mirovanja, u stabilnoj 
ravnoteži? Intuitivno vidimo da bi naboj u 
principu mogao ostati nepomičan, ali bi pro- 
izvoljno mali pomak jednog od ovih naboja 
doveo do raspada sistema. 

U elektrostatskom polju ne postoje točke 
stabilne ravnoteže izuzev točno na mjestu 
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gdje se već nalazi neki naboj. Da je ovo uis- 
tinu tako, možemo se uvjeriti detaljnijim 
argumentima koristeći se jednostavnom pre- 
dodžbom (Slika 5.41). Pretpostavimo da 
imamo točku Po u prostoru gdje se nalazi 
elektrostatsko polje. 


МЕА 
2 


/ 
PGC 


e | 
D U 
тышы površina 


koja okružuje Pg 


Slika 5.41: Stabilnost elektrostatske ravno- 
teže 


Postojanje eventualnog ekvilibrija u toj 
točki implicira da je u njoj polje nula. Sta- 
bilna ravnoteža, međutim, implicira da bi 
proizvoljno mali pomak nekog infinitezi- 
malno malog naboja iz točke Ро doveo do 
pojave restitucijske sile, tj. sile koja je usmje- 
rena prema točki Po i nastoji naboj vratiti 
natrag u prvobitni položaj. To nadalje im- 
plicira da bi silnice polja sve bile usmjerene 
u točku Ру čak i onda kad tu naboja nema! 
Ovo se očito protivi Gaussovom zakonu jer 
polje ne može biti usmjereno prema jednoj 
točki ukoliko u njoj nije točkasti naboj. (Za- 
mislimo jednu malu zatvorenu plohu oko 
točke Ро (Slika 5.41). Vidimo da bi inte- 
gral toka preko te plohe trebao biti konačan, 
ali bez prisutnosti maboja u njenoj unutraš- 
njosti to ne može biti). Dakle, jedini način 
da neki naboj bude u ravnoteži jest taj da 
i sam doprinosi polju koje stvara ekvilibrij. 
Međutim ni to nije moguće u slobodnom 
prostoru bez upotrebe drugih sila. Detaljne 
analize su pokazale da su naši zaključci točni 
za bilo kakve konfiguracije naboja u kom- 
binaciji sa statičkim poljima. Sličnim argu- 
mentima se može pokazati da se isto odnosi 
i na naboje na vodiču. 

LEONTIĆ: 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, 


FIZIKA 


5.5.2 Stabilnost atoma 


Budući da se naboji u slobodnom prostoru 
ne mogu održati u stabilnoj ravnoteži po- 
moću elektrostatskih sila, očito je da to treba 
vrijediti i za elektrone i za protone ukoliko 
su točkasti. Na samom kraju XIX. stoljeća 
zaredalo je dosta indirektnih eksperimental- 
nih dokaza da je situacija baš takva. 1896. 
godine H.A. Lorentz (> Kox, 1928) koristi 
model točkastog elektrona za objašnjenje 
cijepanja spektralnih linija u magnetskom 
polju (Zeemanov efekt). Eksperimentiranje 
s katodnim zrakama 1897. navodi J.J Thom- 
sona na zaključak da čestice katodnih zraka 
ne ovise o prirodi i načinu izboja iz katode 
već da se radi o partikulama (1846 puta) lak- 
šim od atoma vodika uvijek istog omjera na- 
boja i mase (e/m). Stoga Thomson predlaže 
model atoma u kojemu bi pozitivni naboj 
postojao kao oblak (> Thomson, 1904), a 
negativni bi se elektroni nalazili unutar tog 
oblaka kao na slici 5.42a. 


Joseph John Thomson 


Ernest Rutherford 


Slika 5.42: Thomsonov i Rutherfordov mo- 
del atoma 


Eksperimenti Rutherforda, Geigera i Mar- 
sdena pokazali su, međutim, da su atomi 
sastavljeni od male pozitivno nabijene jez- 
gre, koja sadrži gotovo svu masu atoma, i 
elektronskog omotača koji se nalazi na re- 
lativno velikoj udaljenosti od jezgre. Ovi 
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rezultati su naveli Rutherforda da predlože 
dinamički model atoma, tzv. planetarni mo- 
del, u kojem bi se elektroni vrtjeli oko jezgre 
kao na slici 5.42b. Ovaj model, iako u skladu 
s eksperimentalnim opažanjima, dovodi do 
drugih problema. Elektroni bi zbog stalnog 
centripetalnog ubrzavanja veoma brzo mo- 
rali izračili svu svoju kinetičku energiju i 
spiralno pasti na jezgru, što se ne događa. 
Niels Bohr je kao rješenje problema pred- 
ložio „stacionarna stanja" elektrona po- 
put stojnih valova u ograničenom prostoru. 
Ovakva diskretizacija dozvoljenih stanja 
elektrona u atomu zajedno s idejom kvanti- 
zacije elementarnih oscilatora kojima je Max 
Planck u potpunosti objasnio zračenje crnog 
tijela dovodi do razvoja fizikalnog okvira koji 
danas nazivamo kvantna mehanika. 
Kvantna mehanika objašnjava zašto elek- 
troni ne padnu na jezgru; time bi kršili He- 
isenbergov princip neodređenosti. Kvantna 
mehanika dobro pojašnjava razloge različi- 
tosti, ali i sličnosti ponašanja kemijskih ele- 
menata svrstanih u fenomenološki osmišljen 
Mendeljejev periodni sustav elemenata. Izvr- 
sna predikcijska svojstva kvantne mehanike 
kroz njen matematički aparat ne samo da su 
dovele do pojašnjenja fenomenoloških ekspe- 
rimentalnih činjenica s kraja XIX. i početka 
XX. stoljeća već su katalizirala nova eksperi- 
mentalna opažanja. Ova su opet dovodila do 
novih spoznaja i interpretacija ili reinterpre- 
tacija postojećih verzija kvantne mehanike. 
Spomenimo ovdje samo još jedan važan feno- 
menološki princip, Peulijev princip isključe- 
nja, prema kojemu više od dva elektrona ne 
mogu biti u istom energijskom stanju. To je 
dovelo Fermija do novih entiteta statističke 
fizike, fermiona, a Diraca do teorije polja 
i antimaterije, zapravo nove interpretacije 
elektrona kao elementarnih čestica. 


5.5.3 Polje ravne linije naboja 


Ovo je opet primjer primjene Gaussovog 
zakona na sistem čija simetrija omogućava 
brzo i lako analitičko rješenje. (Nažalost, 
broj ovakvih simetričnih i lakih problema je 
vrlo ograničen). 

Promotrimo ovaj problem: imamo besko- 
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načno dugi ravan red gusto poredanih isto- 
imenih naboja, ili vrlo tanku beskonačno 
dugu žicu jednoliko nabijenu elektricitetom 
i u kojoj su naboji u stanju mirovanja. Pi- 
tamo se koliko je polje u nekoj točki pros- 
tora oko žice. Polje bismo dakako, mogli 
dobiti integracijom, ali problem ćemo brzo 
riješiti primjenom Gaussovog zakona. Pri 
tome neke stvari pretpostavljamo na osnovu 
intuicije. Tako pretpostavljamo da će po- 
lje biti simetrično, tj. radijalno jer će se u 
svakoj točki prostora aksijalne komponente 
polja poništavati (žica je beskonačno duga). 
Simetrija problema nam, također, nameće 
pretpostavku da je polje na nekoj danoj uda- 
ljenosti r od žice ima istu jakost bilo gdje po 
dužini žice (Slika 5.43). Da bismo primijenili 
Gaussov zakon zamislimo jednu cilindričnu 
plohu, koaksijalnu s linijom naboja (ili ži- 
com). 


nabijena 
žica 


Gaussova | 


ploha 


Slika 5.43: Polje ravne linije naboja 


Ukupni tok polja E kroz plohu je dan kvo- 
cijentom naboja u cilindru і єр. Površina 
cilindrične plohe је 27۳ po jedinici dužine 
cilindra. Krajevi cilindra su zatvoreni kruž- 
nim plohama okomitim na žicu, pa je tok 
polja kroz njih nula. Ako je naboj po jedi- 
nici dužine žice (linijska gustoća naboja) A 
onda je iznos polja dan izrazom: 


À 


= Teor 


gdje je r normalna udaljenost od žice. Kako 
vidimo polje opada linearno s udaljenošću 
od žice što intuitivno i očekujemo. 
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5.5.4 Polje ravnine naboja 


Uzmimo sada primjer beskonačne jednoliko 
nabijene ravnine istoimenih i gusto, jedno- 
liko raspoređenih naboja i nađimo polje koje 
ta ravnina stvara u prostoru. Nazovimo 
površinsku gustoću naboja с . Simetrija 
problema nam opet nameće pretpostavku 
da je polje ortogonalno na ravninu i jednako 
s obje strane ravnine. Primijenimo Gaussov 
teorem tako što zamislimo jednu pravokutnu 
plohu koja obuhvaća dio ravnine tako što su 
joj četiri stranice okomite na ravninu naboja, 
dvije paralelne s njom (Slika 5.44). Tok kroz 
plohe okomite na ravninu naboja je nula, jer 
je polje okomito na ravninu, dok čitav tok 
prolazi kroz dvije ostale plohe paralelne na 
ravninu. 


s, 


Cea 
E2 Н 
U 
1 
1 
LI 
U 
دږ د‎ 
к 
Gaussova 
ploha 


реа 


nabijena ravnina 


Slika 5.44: Polje ravnine naboja 


Neka površina tih ploha bude A. Na sva- 
koj strani ravnine ukupni tok polja je Е: А 
, pa imamo 

sha E dt ше. 
€0 2€0 
Ovo je jednostavan i važan rezultat koji smo 
mogli dobiti integracijom preko cijele plohe. 
Ako imamo dvije suprotno nabijene para- 
lelne ravnine naboja, onda se može lako vi- 
djeti da je polje izvan prostora između tih 
ravnina jednak nuli, a polje unutar tog pros- 
tora je 


O 
E=— 
€0 
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Ako, naime, obuhvatimo obje ove ravnine 
sličnom pravokutnom plohom kao i u pret- 
hodnom slučaju, vidimo da je izvan prostora 
između ravnina polje jednako nuli (Slika 
5.45). U prostoru između ravnina imamo 
superpoziciju polja dviju ravnina. 


I 2 1 
! ravnine ! 
naboja 


Slika 5.45: Polje između dvije ravnine na- 
boja 


5.5.5 Polje unutar kugle naboja 

Već smo primijenili Gaussov zakon za izraču- 
navanje polja kugle naboja u prostoru izvan 
kugle. Pretpostavimo sada da želimo naći 
polje unutar kugle (Slika 5.46). Opet pret- 
postavimo da kugla sadrži naboj jednolike 
gustoće p. 

Za sfernu plohu radijusa r koja je koncen- 
trična s kuglom, znamo da sadrži ukupan 
naboj مک ېه‎ i da je ukupni tok polja kroz 
nju 4rr? E. Dakle 


_ pr 


ШЕР (ха т < R) 
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naboj jednolike 
gustoće p 


Slika 5.46: 
gustoće p 


Polje kugle naboja uniformne 


Električno polje je proporcionalno radijusu 
r. Na sličan način se možemo uvjeriti da 
je polje tanke sferne ljuske naboja izvan lju- 
ske jednako polju koje bi proizvodio točkasti 
naboj istog iznosa u središtu te sferne lju- 
ske, dok bi polje u unutrašnjosti ljuske bilo 
jednalo nuli. 


5.5.6 Daljnje implikacije zakona inverz- 
nog kvadrata 


Već smo napomenuli da je Gaussov zakon 
ekvivalentan Coulombovom zakonu, tj. da 
se zasniva na činjenici da jakost električnog 
polja opada točno kvadratom udaljenosti 
od točkastog naboja koji ga proizvodi. Da 
to nije tako polje u unutrašnjosti šupljeg 
vodiča ne bi bilo jednako nuli. Ovo možemo 
pokazati na primjeru sferne ljuske naboja 
(Slika 5.47). 

Zamislimo neku točku P unutar sferne lju- 
ske. Zamislimo, nadalje, koaksijalne konične 
plohe s vrhom u točki P, koje sjeku sfernu 
plohu na suprotnim stranama, pri čemu de- 
finiraju male elemente te plohe Лај i Лаз. 
Ako s r1 i ra označimo udaljenosti ovih ele- 
menata od P možemo iz geometrije vidjeti 
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sferna ljuska 


Ла 


Slika 5.47: Unutar nabijene sfere električno 
polje je svagdje 0 


da je 
Ла 


01 ے‎ a 
Aa2 T2 


Ako zamislimo jednoliku gustoću naboja na 
sfernoj plohi, onda je količina naboja na ele- 
mentima Aa1 i Aa2 proporcionalna njihovoj 
površini. Iz toga proizlazi da je omjer jakosti 
polja u P 


Еу Ат ۶ _ 
Aq2 


Е = r? 
gdje su Ад i Ag2 naboji na elementima Лај 
i Aa2. Ova polja se poništavaju. Ovo mo- 
žemo ponavljati dok ne prekrijemo čitavu 
sfernu plohu. Nije se teško uvjeriti da ovo 
vrijedi i za bilo koji šuplji vodič, jer se taj 
može zamisliti kao da je sastavljen od ele- 
menata sfernih ploha. No, vidimo da polje 
u nutrašnjosti sfernog vodiča ne bi bilo nula 
ako bi eksponent r-a u Coulombovom za- 
konu bio različit od 2. 

Ova činjenica nam omogućava da vrlo 
točno izmjerimo vrijedi li Coulombov zakon 
i do koje mjere. Kvalitativno to možemo pro- 
vjeriti kušalicom, ali ta metoda nije dovoljno 
točna (Slika 5.48). 

Bilo bi, naime vrlo teško mjeriti električnu 
silu u apsolutnom iznosu, ali upotreba po- 
redbene metode daje daleko veću preciznost 
pa je ta metoda u fizici najčešće u upotrebi. 
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(a) 


NABIJENA ŠUPLJA 
SFE 


Slika 5.48: Polje unutar vodljive sfere 


U ovom slučaju valja provjeriti je li polje u 
unutrašnjosti šupljeg vodiča uistinu nula. !7 

Moderne metode mjerenja polja u unu- 
trašnjosti šupljeg vodiča dale su rezultat iz 
kojeg je vidljivo da je eksponent 2 u Coulom- 
bovom zakonu uistinu točan do jedan u 109. 
Ovo je točno, dakako, samo na makroskop- 
skoj skali dimenzija. Na nanoskopskoj skali 
dimenzija zakon je točan do slične preciz- 
nosti sve do 10-15 metara. Kod još nanjih 
udaljenosti, npr. ispod 10716m, važnost za- 
kona je problematična, ali to može imati 
neke veze s dimenzijama elementarnih na- 


17Benjamin Franklin je izgleda bio među prvima 
koji su pokušali mjeriti eventualno prisutnost na- 
boja u unutrašnjosti šupljeg vodiča i dobio negativan 
rezultat. Kad je o tom rezultatu razgovarao s Pri- 
estleyem, ovaj je izrazio mišljenje da bi to možda 
značilo postojanje zakona inverznog kvadrata i za 
električnu silu. Zakon je, kao takav, bio do tada 
poznat samo za gravitacijsko polje i predviđao re- 
zultat analogan onome opisanom ovdje za tanku 
ljusku homogene materije. Coulomb je tek 8 godina 
kasnije izmjerio silu između dva naboja i tako dobio 
rezultat izražen svojim poznatim zakonom. 
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boja i luktuacijama vakuuma. Znamo npr. 
da se nukleoni sastoje od kvarkova koji nose 
naboje s i 2 , a njihova dinamička svojstva 
u jezgrama su komplicirana. Za sada zadovo- 
ljimo se s onim što znamo da je točno barem 
do 10—16 m. Koeficijent +} je također vrlo 


47660 
točan sve do vrlo malih udaljenosti. 


5.5.7 Polje vodiča 


Vodič sadrži slobodne elektrone koji se pod 
utjecajem električnog polja giblju. Na mi- 
kroskopskoj skali dimenzija, električno po- 
lje samih naboja i njihov kvantnomehanički 
karakter impliciraju stalno gibanje, ali, u 
odsutnosti vanjskog električnog polja i na 
makroskopskoj skali, naboji se ponašaju sta- 
tički pa možemo to stanje vrlo uspješno pro- 
učavati koristeći se zakonima elektrostatike. 

Pogledajmo što se dešava u unutrašnjosti 
vodiča, tj. u samom metalu. S obzirom na 
osobine metala kao vodiča, očito je da u nje- 
govoj unutrašnjosti ne može biti statičkog 
polja, pa je i divergencija polja nula, kao što 
je i gradijent potencijala nula. Potencijal 
je, dakle, konstantan pa je i površina vodiča 
ekvipotencijalna ploha. Prema Gaussovom 
zakonu, gustoća ukupnog naboja u unutraš- 
njosti vodiča je nula, što smo već, na osnovu 
drugih argumenata zaključili. Gdje onda 
idu naboji koje dovedemo vodiču? Očito je 
da oni ostaju na površini. Pri tome nastaje 
električno polje koje u neposrednoj blizini 
plohe vodiča nužno mora biti ortogonalno na 
površinu, jer bi se u suprotnom slučaju na- 
boji kretali što je protivno principu statičke 
ravnoteže. To znači da možemo primijeniti 
Gaussov zakon kako bi našli polje u nepo- 
srednoj blizini vodiča. 

Zamislimo, dakle, neki vodič općenitog 
oblika (Slika 5.49). Na njegovoj površini 
nalazi se naboj površinske gustoće g. 

Obuhvatimo element površine vodiča s 
malom cilindričnom plohom tako da je plašt 
cilindra ortogonalan na plohu, a podnožje 
cilindra paralelno s njom. Sav tok ide kroz 
podnožje plohe (jer je polje paralelno s pla- 
štem) pa je polje dano izrazom: 


O 
E=— 
€0 
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Gaussova ploha 


vanjska površina 
nabijenog vodiča 


Е; = 0 
polje unutar vodiča 


Slika 5.49: Polje pri površini vodiča 


gdje je o lokalna površinska gustoća naboja. 

Odmah nam upada u oči da je ovo polje 
dvaput veće od onoga koje proizvodi rav- 
nina naboja. Zašto? Fizikalni razlog je jasan 
iako ga je teže formalno opisati. Ovo polje 
nastaje kao rezultat svih naboja na vodiču, 
za razliku od lokalnih naboja u ravnini koji 
doprinose polju. Lokalni naboji na vodiču 
bi, naime, proizvodili polje koje bi bilo us- 
mjereno + prema unutrašnjosti vodiča. Oni 
ostali naboji na vodiču poništavaju ovo po- 
lje u unutrašnjosti i tako daju još jedanput 
iznos غږ‎ koji, zajedno s lokalnim nabojima, 
tvori polje iznosa T 


5.5.8 Polje u šupljini u vodiču 
Pretpostavimo sada da umjesto punog ko- 
mada metala imamo u njemu praznu šup- 
ljinu općenitog oblika (Slika 5.50). Kako 
smo već ranije rekli, u ovoj šupljini ne bi 
trebalo biti polja. 

Ranije smo to zaključili za vrlo tanku lju- 
sku od vodiča. Bi li možda situacija ovdje 
mogla biti drukčija. Primjenom Gaussovog 
zakona vidjet ćemo da ne. Opet se poslu- 
žimo plohom S takvog oblika i položaja da 
obuhvaća šupljinu, ali ostaje u metalu (Slika 
5.54). U metalu je E = 0 pa je i tok kroz 
S jednak nuli, no to implicira samo to da 
u unutrašnjosti plohe S nema viška naboja. 
Još uvijek bismo mogli sumnjati da u šupljini 
mogu postojati nakupine suprotnih naboja 
koje bi mogle stvarati neko električno polje. 


A 


površina S 


Slika 5.50: Polje unutar šupljine u vodiču 


Ovo je kontraintuitivno, jer bismo očekivali 
da bi se naboji iz ovih nakupina smjesta 
neutralizirali s obzirom na vodljivost me- 
tala. Ipak, možemo se uvjeriti i formalno, 
primijenimo li teorem da je cirkulacija Eu 
elektrostatici uvijek nula. 

Pretpostavimo da imamo neke lokalne na- 
kupine jednakog broja suprotnih naboja koje 
bi mogle, u principu, stvarati elektrostatsko 
polje (Slika 5.52). U tom slučaju bi linije 
električnog polja išle od pozitivnih ka nega- 
tivnim nabojima. Opišimo zatvorenu petlju 
I koja slijedi jednu silnicu u šupljini i za- 
tvara se kroz unutrašnjost metalnog vodiča. 
Integral po ovoj petlji očito ne bi bio nula 
jer je nula u vodiču! Imali bismo $ Е. 0850. 
No to je suprotno zakonima elektrostatike 
pa je zamišljena konfiguracija naboja nemo- 
guća.!> 

Naš zaključak vrijedi za slučaj kad je u 
unutrašnjosti vodiča prazna šupljina. Ako se 
u šupljini nalazi vodič izoliran od prvobitnog 
vodiča, onda možemo na njemu imati naboje 
pa stoga i polje u prostoru između dvaju 
vodiča. Ovo su posebni sistemi vodiča o 


18 Dakako, postoje šupljine u kojima se i te kako 
nakupljaju lokalni naboji, kao što su rezonantne 
mikrovalne šupljine i sl. Ali u tom slučaju radi se o 
elektrodinamičkim fenomenima o kojima na drugom 
mjestu. 
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kojima će uskoro biti riječi. 

Činjenica da u unutrašnjosti vodiča nema 
ni polja ni naboja ima važne implikacije. U 
prvom redu očito je da ni kakva konfigu- 
racija naboja izvan šupljeg vodiča ne može 
utjecati na stanje unutar šupljine. Na taj 
način možemo ,,oklopiti" neki prostor tako 
da ga smjestimo unutar kutije od vodiča. 
Vrijedi i suprotno; unutar takvo g prostora 
mogu se odvijati električni procesi (možemo 
u šupljini imati nekakvu aparaturu) koji ne 
utječu na stanje izvan metalnog ,,oklopa". 
Aparature možemo oklopiti i vodičem koji 
ne mora biti „monolitan”, već može biti i 
metalna mreža, ali s oknima dovoljno malim 
da vanjsko polje ne prodire kroz ta okna 
suviše duboko. Na ove praktične probleme 
ćemo se još navraćati. 


5.6 Elektrostatsko polje u raznim 
okolnostima 


5.6.1 Jednadžba elektrostatskog poten- 
cijala 

Vidjeli smo da se Gaussov zakon može koris- 

titi u obradi nekoliko jednostavnih problema 

kod iznalaženja električnog polja. 
Općenito, međutim, rješenja problema 

iz elektrostatike impliciraju rješenja dviju 

Maxwellovih jednadžbi: 


ije 
€0 
VxE=0 


Obje ove jednadžbe se, u slučaju elektros- 
tatike, mogu kombinirati u jedinstvenu jed- 
nadžbu. Znamo, naime, da je 


E=-—Vo 
tj. da je 
ў.ўф= Р ii у2ф= 2. 
€0 €0 


Ovo je Poissonova jednadžba. Svi problemi 
iz elektrostatike svode se u biti na rješavanje 
Poissonove jednadžbe. Kad jednom znamo 
o možemo naći i E. 
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Počnimo od specijalne klase problema u 
kojima је р funkcija x,y,z i kao takav je u 
principu poznat. U tom slučaju problem je 
lako riješiti, jer je tada rješenje Poissonove 
jednadžbe dan već poznatim izrazom: 


o 1 pl2)dV 

= 46 J, T12 

gdje je 6(1) potencijal u točki 1, a integrira 
se po prostoru u kojemu je gustoća naboja 
različita od nule. 

Vidimo da se rješenje diferencijalne jed- 
nadžbe svodi na integraciju po prostoru. Bu- 
dući da se Poissonova jednadžba sreće vrlo 
često u fižici, ovo rješenje, kao prototip rje- 
šenja valja zapamtiti. 

Kad su položaji svih naboja u prostoru 
poznati, rješenje elektrostatskih problema 
je u principu jednostavno. Ukoliko je ge- 
ometrija rasporeda naboja dovoljno sime- 
trična možemo primijeniti analitičke metode 
proračuna. U kompliciranijim elektrostat- 
skim distribucijama naboja prisiljeni smo 
okrenuti se numeričkim metodama izračuna. 
Ovo možemo ilustrirati s nekoliko primjera 
primjena. 


Ф(1) 


5.6.2 Potencijal i polje dipola 
Dipol je u osnovi sistem dvaju jednakih i su- 
protnih naboja koji su u prostoru odvojeni 
na određenom odstojanju. Imamo, dakle, 
dva naboja +q i —q na međusobnoj udalje- 
nosti d (Slika 5.54). 

Iz jednadžbe za potencijal vidimo da po- 
tencijal dipola ф možemo izraziti kao: 


Ф(2,0,2) = 4766 ىم‎ y2 + (z — £)2 
q 
ух? +? + (2+ 8)? 
(5.3) 


Polje izračunavamo iz potencijala Као i 
obično. 

Dipoli su važne strukture u prirodi. Vi- 
djeli smo već da su u vodiču elektroni slo- 
bodni dok su u izolatoru vezani za atome. 
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Slika 5.51: Dipol: dva naboja +g i -g među- 
sobno udaljena d. 


Ako izolator stavimo u vanjsko električno 
polje elektroni se u atomu malo pomaknu 
iz položaja ravnoteže u odnosu na jezgru 
pa atom, iako kao cjelina neutralan, postaje 
mali dipol (Slika 5.52). Polje ovakvih dipola 
je važno. Često nas zanima vrijednost polja 
takvih dipola na udaljenostima velikim u 
usporedbi s d (Slika 5.54). 


(a) (b) 


U 1 
سه | و‎ 
үе 


neutralni atom 


inducirani dipol 


Slika 5.52: Inducirani dipolni moment 


Neke molekule su tako strukturirane da 
posjeduju permanentni dipol. Tipičan je 
primjer molekula vode koja zbog osobitog 
oblika ima karakter dipola (Slika 5.53). Elek- 
troni s vodikovog atoma provode znatan 
dio vremena u glavnom oblaku molekule 
ostavljajući asimetrično postavljene protone 
djelomično ,osamljene". Na tim mjestima 
dominira pozitivni naboj dok je drugi dio 
molekule za toliko negativno nabijen. Mo- 
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H20 


Slika 5.53: Molekula vode, najvažniji dipol 
u prirodi 


lekula je, dakako, neutralna, ali gledana s 
veće udaljenosti izgleda kao dipol. Koliko je 
polje dipola? 

Pretpostavimo da je udaljenost r od cen- 
tra dipola velika u usporedbi s d, tj. r >d 
(Slika 5.54). 


Slika 5.54: Vektorsko označavanje dipola 
Tada možemo približno reći da je 


m. mmm 


2 
što daje 
d d 
т? +y + (2 Tar ed="(1-22) 
jer je: 


22 +? +22 = т? 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


196 5. Elektrostatika 
Dakle, da se poklapa s osi z, dobijemo 
1 1 zd _1 Е, = 94 
d = r (1 r2 ) 2 02 
دي‎ рд з 
سار‎ —z 
4тєо дг 
Ako upotrijebimo binomnu ekspanziju і za- р 1 322 
петагіто sve članove s eksponentima većim Areg (r3 r5 
od kvadrata dobijemo: р З соз20 —1 
= 3 
А а ulay zd, 4۴٩ T 
r т? “r 2r2 može se pokazati da je 
Na analogan način dobijemo da je o р За _ р З2у 
لا سو = دا‎ ren تس‎ 
47۴6٠" 47۴0 r 


1 1 
1)- يع 
رس 0 


20 
2r2 


) 


Iz toga je ukupni potencijal dipola 


d 
Ф(ж, у, z) = - 


= 4пєо тЗ 


Potencijal је, između ostalog, ргорогсіопа- 
lan produktu naboja i udaljenosti između 
naboja. Ovaj produkt naziva se moment 
dipola: 


p=qd 
gdje je p moment dipola. Vidimo iz slike 5.54 


da је 2 = rcos6, tako da potencijal dipola 
možemo pisati kao 


1 0 
2 


A(T,y,2) 


Are r 


Potencijal dipola je obrnuto proporcionalan 
s kvadratom udaljenosti pa je jakost njegovog 
polja obrnuto proporcionalna trećoj potenciji 
udaljenosti. Ako p definiramo vektorski tako 
da mu je smjer od - prema + onda potencijal 
možemo pisati i kao 


Ovaj način pisanja vrijedi tada za bilo koju 
orijentaciju dipola u prostoru. 

Električno polje možemo dobiti ako izra- 
čunamo gradijent ф. Ako orijetiramo р tako 
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Često je od interesa naći komponentu polja 
koja je ortogonalna na 2-05: 


р Зсоѕӣѕіп 0 


E; = 


0047١ r3 


Ukupno polje je dano izrazom: 


E=4/ E2 +E? 


Vidimo da je polje dipola za 0 = 0 dvaput 
jače od polja kod 0 = 90°. U oba slučaja je 
Е =0 i polje ima smjer z—osi, ali smjera 
suprotnog za 0 = 0 od onoga za 0 = 90% (Slika 
5.55). 


Slika 5.55: Električno polje dipola 
Na kraju valja još nešto napomenuti na 
ovome mjestu. Ovdje smo se služili poseb- 


nom orijentacijom dipola (u smjeru 2) da 
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bismo lakše došli do rezultata. Rezultati bi 
bili isti, iako bi račun bio duži i mukotrp- 
niji, da smo se služili općenitim vektorskim 
zapisima. U ovome načinu pristupa nema 
ništa „neelegantnog”! Svaka vektorska jed- 
nadžba se može rastaviti na komponente i 
često je racionalnije rješavati problem tako 
da se izabere neka pogodna orijentacija u 
koordinatnom sustavu, radije nego računati 
koristeći uopćenu proizvoljnu orijentaciju. S 
druge strane, kad se govori o općenitim rje- 
šenjima, lakše je, kraće i pojmovno jasnije 
služiti se vektorskim zapisima. 


5.6.3 Potencijal dipola kao gradijent 
Formulu za potencijal dipola 


1 „el 
(2,0,2) = 2 У 
TEO r 
jer 
-1 Er 
vis 
r r2 


Ovo je u neku ruku za očekivati ako se pri- 
sjetimo da je ovisnost + postojala za polje 
točkastog naboja, a da je to polje bilo dano 
gradijentom potencijala koji ima ovisnost L, 

Postoji, međutim, i fizikalni razlog da po- 
tencijal dipola ima oblik kakav smo napisali. 
Pretpostavimo točkasti naboj u jednoj točki 
prostora gdje smjestimo ishodište koordinat- 
nog sustava (Slika 5.56). 


Potencijal u nekoj općenitoj točki 
Р(2,у,2) је 
фр = кї gdje је k konstanta 
r 


Ako sada pomaknemo naboj +q u smjeru 
z—osi za malu udaljenost Az, potencijal u 
točki Р će se povećati za mali iznos Аф. 
(Dakako, dobili bismo potpuno istu stvar 
da naboj ostane u ishodištu, a da točku 
P pomaknemo na dolje za isti iznos Az.). 
Dakle, 
дфр 
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Slika 5.56: Potencijal dipola kao gradijent. 
Potencijal u P iz točkastog naboja na Az 
iznad ishodišta isti je kao potencijal na P? 
(Az ispod P)) iz jednakog naboja u ishodištu. 


Ako se opet poslužimo aproksimacijom u 
kojoj je r S d onda možemo uzeti da je 
Аг = #. Budući da је фр = К, onda je 
potencijal pomaknutog pozitivnog naboja 


Za negativni naboj koji pomaknemo nadolje, 
dobivamo analogno 


pa je ukupan potencijal dipola 


91 


ф=ф++ф- = Е k 


Za općenitu orijentaciju u prostoru lako je 
vidjeti da će izraz biti 


$= [-V -qd]k 
gdje je k = T Dakle, 
$= -P Vdo 
gdje je Po = To tj. potencijal jediničnog 


točkastog naboja. 
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Ovo je primjer upotrebe principa superpo- 
zicije. Zgodnom superpozicijom dvaju poz- 
natih potencijala dobili smo jedan složeniji 
potencijal. 

Postoji još jedan dobar primjer superpozi- 
cije koji daje odgovor na potencijalno složen 
problem koji se pojavljuje u teoriji dielek- 
trika. 

Pretpostavimo da imamo kuglu čiji po- 
vršinski naboj varira kao kosinus polarnog 
kuta. Rješavanje problema direktnom inte- 
gracijom po plohi bilo bi dosta dugotrajno, 
ali polje ovakve distribucije naboja može se 
prikazati kao superpozicija polja dviju ku- 
gli jednakih po iznosu, ali suprotnih naboja 
jednolike gustoće (Slika 5.57). Ako bi se ku- 
gle potpuno preklapale, cijela struktura bi 
bila neutralna, ali ako su centri kugli malo 
pomaknuti u odnosu jednoga prema dru- 
gome, može se pokazati da će tako nastala 
(malo ,,ekscentrična" kugla) imati na povr- 
šini distribuciju gustoće naboja upravo kako 
je definirano u problemu. 


Slika 5.57: Dvije ravnomjerno nabijene ku- 
gle, postavljene jedna na drugu s blagim 
pomakom, ekvivalentne su nejednolikoj ras- 
podjeli površinskog naboja. 


Znamo, međutim, da je potencijal kugle 
naboja za sve točke izvan kugle isti kao da 
je čitav naboj u centru kugle, to je jasno 
da će korištenje superpozicije biti vrlo jed- 
nostavno. Rezultat je da ovakva struktura, 
tj. kugla na čijoj površini gustoća naboja 
varira kao с = ogcos6 ponaša kao dipol čiji 
je moment 

Aroga? 
= 
unutrašnjosti ovakve kugle polje je kons- 
tantno i iznosi E = Зе; Na ovaj rezultat 
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ćemo se jednom kasnije pozvati. 


5.6.4 Оіроіпа aproksimacija za pro- 
izvoljnu distribuciju naboja 

Već kod slučaja molekule vodika sreli smo se 
sa situacijom u kojoj je distribucija naboja 
znatno složenija od one koju tvori osnovni di- 
pol dvaju točkastih naboja. Molekula vode 
samo , izgleda " kao dipol kad se je „gleda” s 
udaljenosti mnogo veće od njenih dimenzija. 
Kod još složenijih struktura imamo opće- 
nito posla s multipolnim poljima čija jakost 
opada s višim potencijama udaljenosti pa će 
na većim udaljenostima dipolno polje, ako 
je prisutno, imati dominantan utjecaj. 

Kao primjer općeg problema promatrajmo 
proizvoljnu distribuciju točkastih naboja 
ili oblak naboja nejednolike gustoće (Slika 
5.58). 


Slika 5.58: Potencijal općenite distribucije 
naboja. 


Potencijal u nekoj točki Р(2,у,2) bit će, 
dakle, superpozicija potencijala svih naboja: 


1 qi 
= 4٩ ر2‎ Ti 


gdje je 7; = R—di. Ako je točka P relativno 
daleko, tj. [| > |d; B onda bismo možda 
mogli reći da je 7; ~ R pa pisati: 


NE = TE а= 


Odmah vidimo da је naša aproksimacija bila 
pregruba, jer ovo je potencijal točkastog na- 
boja; ako bismo imali jednaki broj pozitiv- 
nih i negativnih naboja potencijal bi bio 


- 22 
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nula. Tako nam neka molekula, inače ne- 
utralna, na malo većoj udaljenosti ne bi pro- 
izvodila nikakvo električno polje pa bismo 
teško objasnili, na klasičan način, pojave 
kao npr. kondenzaciju pare u tekućinu i 
sl. Očito je, dakle, da naša aproksimacija 
mora sadržavati , finu strukturu" ovakvih sis- 
tema. Umjesto grube aproksimacije 7; ~ R 
moramo uzeti nešto bolje. Vidimo iz slike da 
za veće udaljenosti R možemo dobiti dobru 
aproksimaciju ako napišemo 


т سو‎ d; -Er 
gdje je €, jedinični vektor u smjeru 7. jed- 
nako, ali suprotno nabijeni vidimo da je 7; 
kraći ili dulji od R—a za projekciju d; na R. 
Tada možemo napisati da je 


1.1, 8٨ 
= 1 
Ti п! ш R ) 
Sada je izraz za potencijal 
1 (Q di: ë, 
P)= = i 
ME) 46 Е p R2 


+ ...ČLANOVI VIŠEG s. 


Ukoliko je sistem neutralan, prvi član u za- 
gradi nestaje, a ostaje idući član koji ovisi 
о тт što је tipično ха dipolnu distribuciju. 
Moment ovog dipola možemo definirati kao 


P=) ah 
i 


Dipolni član potencijala tada iznosi 


gdje je p dipolni moment distribucije naboja. 

Sada vidimo zašto su u stvari polja dipola 
važna. U prirodi imamo malo savršenih di- 
pola, ali dipolnih polja imamo mnogo. Kod 
nekih izuzetno simetričnih struktura (npr. 
molekula CO2) dipolni moment iščezava i u 
takvim slučajevima valja koristiti višu eks- 
panziju Taylorovog reda. Idući član ovisi 
kao тз. To je kvadrupolni potencijal . u 
odsutnosti dipolnog potencijala ovaj poten- 
cijal postaje dominantan. Isto vrijedi i za 
sekstupolne, oktupolne itd. potencijale. 
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5.6.5 Polja nabijenih vodiča 


Prilikom primjene Gaussovog zakona za iz- 
računavanje električnog polja u neposrednoj 
blizini nabijenog vodiča, spomenuli smo da 
površina vodiča predstavlja ekvipotencijalnu 
plohu pa gustoća naboja na površini takvog 
vodiča nije općenito jednolika. Stoga ni po- 
lje koje naboji prozvode nije homogeno. Iz 
ovoga se lako zaključi da će izračunavanje 
polja koje proizvode konfiguracije vodiča ne- 
pravilnog oblika biti komplicirano, što je i 
točno. U rijetkim slučajevima, vidjeli smo, 
može se kod vrlo simetričnih konfiguracija 
naći laka rješenja, ali ovdje nas zanimaju 

Kod rješavanja složenijih problema koriste 
se računala i raznovrsne numeričke metode. 
Ipak, katkada se mogu naći i analitička rješe- 
nja korištenjem raznih trikova, ukoliko pro- 
blem nije suviše složen. Pri tome se slu- 
žimo onim znanjem koje smo već stekli u 
slučajevima gdje točkasti naboji imaju neke 
posebne lokacije u prostoru. U onome što 
slijedi obradit ćemo neke tipične i korisne 
slučajeve. 


5.6.6 Metoda slika 


Već smo vidjeli da silnice između točkastih 
naboja imaju relativno jednostavan oblik. 
Također znamo da su ekvipotencijalne plohe 
i silnice polja uvijek međusobno okomite. 
Znamo i to da površine vodiča predstavljaju 
ekvipotencijalne plohe. Iz ovoga zaključu- 
jemo da zamjena bilo koje ekvipotencijalne 
plohe plohom vodiča na istom potencijalu 
ostavlja polje bez promjene. Dovoljno je, 
dakle, da vodič, šupalj ili pun, ima isti naboj 
koliko bi iznosio prvobitni točkasti. Za polje 
dvaju točkastih i suprotnih naboja ovakvi 
bi vodiči imali plohe koje poprimaju razne 
oblike, počevši od gotovo sferičnih, u bli- 
zini jednog od naboja, pa do ravne plohe 
u sredini između dvaju istih i suprotnih na- 
boja(Slika 5.59). Ovdje je problem rješenja 
nekako ,natraške" Zamišljeni točkasti naboj 
koji predstavlja polazište problema naziva 
se zrcalna slika naboja. 

Na sličan način se može lako naći polje iz- 
među točkastog naboja i ravne ploče vodiča 
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čiji je potencijal nula (Slika 5.60). To pro- 
izlazi upravo iz činjenice da je ekvipotenci- 
jalna ploha u sredini između dvaju jednakih i 
suprotnih naboja ravna i nultog potencijala. 


Slika 5.59: Silnice polja i ekvipotencijale za 
dva točkasta naboja. 


U praksi će ploča (kao aproksimacija be- 
skonačno velike plohe) koju približimo npr. 
pozitivnom naboju imati na sebi induciran 
negativni površinski naboj (kojega je tamo 
privukao pozitivni naboj). Pitamo se: koliko 
je polje u neposrednoj blizini ploče? 

Pretpostavimo da je udaljenost točkastog 
naboja od ploče x. Zamislimo os normalnu 
na ploču na kojoj se nalazi točkasti naboj. 
Uzmimo točku P na ploči udaljenu za y od 
osi (Slika 5.60). 

Polje dobijemo sumiranjem polja dvaju 
naboja i to realnog i njegove zrcalne slike. 
U našem slučaju to je suma 


1 xq 


E = 
u 47۴ (x2 +y2)2 


i E_ koji iznosi isto toliko. Dakle, 


1 229 
47۴0 (£2 +2)? 


Sila na pozitivni naboj će biti ista kao i ona 
koja bi postojala između dvaju naboja (tj. 


vodljiva ravnina „< 
nae 7 


Slika 5.60: Polje naboja u blizini vodljive 
ravnine, određeno metodom slike. 


pozitivnoga i njegove zrcalne slike): 


1 Ф? 


F = 
Areg (2x)? 


5.6.7 Točkasti naboj u blizini vodljive 
sfere 


Ovo je tipično „zgodan” problem koji se 
može riješiti i analitički, iako do rješenja 
nije baš trivijalno doći. Polje točkastog na- 
boja u blizini vodljive sfere nije lako riješiti 
za proizvoljnu konfiguraciju. Oni koji su 
u prošlosti rješavali ovakve probleme uočili 
su da dva nejednaka točkasta naboja daju 
sferičnu ekvipotencijalnu plohu. 

Pretpostavimo da sferni vodič ima radijus 
a, a neka b bude udaljenost između sredi- 
šta kugle i naboja q izvan kugle. Ako na 
udaljenosti c od središta kugle na pravcu 
na kojem leži i naboj q stavimo naboj g' 
tako da c = a?/b i g' = —(a/b)g dobit ćemo 
traženo rješenje (Slika 5.61). Sferni vodič 
će tada biti na potencijalu nula. Matema- 
tički razlog počiva na činjenici da se sfera 
može definirati i kao geometrijsko mjesto 
svih točaka u prostoru za koje vrijedi da im 
je omjer udaljenosti od dviju zadanih točaka 
konstantan.!? 


19 Apolonijeva kružnica definirana je kao skup to- 
čaka ravnine za koje je omjer udaljenosti od dviju 
zadanih točaka stalan. Ako je omjer jednak jedinici, 
Apolonijeva kružnica postaje simetrala dužine koja 
spaja zadane točke. (> Getaldić, 1607) 
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= 


Slika 5.61: Točkasti naboj q inducira naboje 
na uzemljenoj vodljivoj sferi čija su polja 
polja naboja slike q? smještenog u prikazanoj 
točki. 


Tako je za točku P potencijal proporciona- 
lan g/ri + g'/r2. No taj je potencijal nula 
pa imamo 


7-9 
ri q 
Ako stavimo da је g'/g = —a/b imamo tra- 


žene relacije. Vodljivu sfernu, dakako, mo- 
žemo nabiti na bilo koji potencijal. Princip 
superpozicije govori nam da se ništa pri tom 
neće kvalitativno promijeniti. Ako dodamo 
naboj q” u središte kugle imamo relaciju 


5.6.8 Kapacitori 

Zapravo, svaki osamljeni vodič predstavlja 
svojevrstan kapacitor u smislu da može sadr- 
žavati određenu količinu naboja na određe- 
nom potencijalu, U užem smislu riječi prak- 
tični kapacitori su naprave koje se, u svom 
najjednostavnijem obliku, sastoje od dviju 
paralelnih ploča vodiča među kojima može 
biti, bilo vakuum ili neki izolator.?29 


20 Naziv ,izolator" kao pojam nije jako informa- 
tivan. U vodičima, elektronske energijske vrpce su 
nepopunjene pa je u takvo m sistemu i najmanje 
električno polje dovoljno da uspostavi tok elektrona. 
Poluvodiči sadrže elektrone u energijskim vrpcama 
koje su popunjene. Iznad ovih popunjenih vrpca, 
energijski gledano, nalaze se ,prazne" energijske 
vrpce u koje elektroni iz nižih, popunjenih, mogu 
biti prebačeni time što apsorbiraju energiju. Ova 
apsorbirana energija može biti termalnog ili radija- 
tivnog porijekla. U svakom slučaju tako pobuđeni 
elektroni nosioci su naboja pa stoga i električne 
struje. 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


U biti svaki dielektrik može se, bar u prin- 
cipu, panašati na upravo opisani način, tj. 
voditi struju, pa bi po tom kriteriju svi di- 
elektrici bili u stvari poluvodiči. U praksi, 
neki materijali, poput alumine i cirkonije, 
postaju vodljivi tek na oko 2000 K, jer im 
je energijski procjep između popunjene i 
prazne energijske vrpce reda 10 eV. Drugi 
materijali mogu se, pod utjecajem topline ili 
radijacije, jednostavno kemijski razgraditi. 
Samo relativno mali broj materijala pred- 
stavljaju korisne poluvodiče. (Slika 5.62). 
(Na ovom mjestu bilo bi dobro napustiti ime 
»izolator" i koristiti precizniji naziv dielek- 
trik). U prostoru između električno nabije- 
nih ploča pojaviti će se električno polje, a 
na unutrašnjim plohama naboj površinske 
gustoće +0, odnosno -g. 


površina = A 


Slika 5.62: Pločasti kapacitor 


Polje je u prostoru između ploča jednako 
a dok je izvan tog prostora jednako nuli. 
Općenito kapacitor sadrži jednake količine 
suprotnih naboja na pločama pa je razlika 
potencijala V između njih dana razlikom 
potencijala ploča: 


bo фо =V 


Ova razlika potencijala je jednaka radu koji 
bismo ulozili na prenošenju jediničnog naboja 
s jedne na drugu stranu ploče: 


gdje je Q ukupan naboj, a A je površina 
ploče. Vidimo da je potencijalna razlika 
proporcionalna količini naboja na pločama. 
Odakle ova proporcionalnost? Ona je jednos- 
tavno manifestacija principa superpozicije! 
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Dakle, potencijalna razlika između dvaju 
vodiča je proporcionalna naboju na njima: 


Q=CV 
gdje je C = s4, Konstanta proporcional- 
nosti C ima svoj naziv; to je kapacitet 
kapacitora. 

Gornji izraz za kapacitet kapacitora samo 
je približno točan, jer je zasnovan na za- 
nemarivanju utjecaja nehomogenosti polja 
na ivicama ploča. U stvari, polje se „pre- 
lijeva” izvan ivica ploča (Slika 5.63) i, u 
nekim slučajevima može značajno utjecati 
na kapacitet. 


ОРОЛ 


РОГІ 


Slika 5.63: Električno polje pločastog kapa- 
citora 


Kapacitet se mjeri u faradima: 


coulomb _ 


1 =1 =1F 
farad ATI 


= 1 farad 
0367۰109 metar 


Farad je velika jedinica i rijetko se kao takva 
koristi. Najčešće se koriste: 

e mikofarad, 1 ۳-107 

e nanofarad 1 nF=10-?F 

e pikofarad, 1 pF=10-1?F 

Par pločica površine oko 1 cm?, udaljenih 
međusobno 1 mm. imaju kapacitet oko 1 
pF. 


€0 
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5.6.9 Polje u blizini šiljastog vodiča 
Vidjeli smo da se na površini vodiča naboji 
raspodjele tako da su „što udaljeniji jedan od 
drugoga". Potencijal je pri tome konstantan, 
pa je očito da će u blizini i na šiljku polje 
poprimiti vrlo velike vrijednosti. Fizikalni 
razlog možemo lako prikazati modelom u ko- 
jemu ovo ,maksimalno udaljavanje" dovodi 
do velikih lokalnih gustoća naboja. 


tanki vodič 


Slika 5.64: Polje dvije sfere 


Kao najjednostavniji model promatrajmo 
sistem dviju metalnih kugli nejednakih di- 
jametara koje su međusobno električno spo- 
jene, tj. na istom potencijalu (Slika 5.64). 
Kugla radijusa a ima potencijal 


1 Qi 


0 47۴6 а 


dok za drugu kuglu, na istom potencijalu 
možemo pisati 


__1 وله‎ 
p= 4тєо b 
Iz toga slijedi da je 
Ф ے‎ Q2 
a b 


Omjer električnih polja u blizini kugli je 
onda 


E وؤ‎ 8 
E> Q a 


Polje je tim jače što je druga kugla manja. 
Šiljak možemo uvijek predstaviti kao među- 
sobno spojenu seriju sve manjih kugli. 

U blizini šiljaka javlja se, kod značajnijih 
električnih polja, korona, tj. električni iz- 
boj zbog ionizacije plina (zraka). U velikom 
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polju, naime, uvijek prisutni ioni bivaju ubr- 
zani pri čemu se sudaraju s neutralnim mole- 
kulama ili atomima koje pri tome ioniziraju. 
Proces se nastavlja dok se ne uspostavi rav- 
noteža između generatora tako nastale struje 
i njenog izboja u prostor. Primjena šiljaka 
u elektrostatici je već legendarna počevši od 
Franklinovog originalnog gromobrana?!pa 
do raznih modernih паргаха.?? 


5.7 Kako izračunati elektrostat- 
sko polje? 


Nekoliko problema koje smo rješavali kao 
primjere odnosili su se na izračunavanje elek- 
trostatskog polja kada su položaji naboja 
bili poznati i situacija relativno jednostavna 
i simetrična. Čak i onda kad ti položaji nisu 
bili poznati, problem je bio rješiv putem 
određenih trikova, poput metode slika i sl. 
Problemi čije rješenje nije moguće postići 
indirektrnim metodama iziskuju direktnu 
upotrebu i rješenje Laplaceove jednadžbe 


\?ф=0 


Rješenje iziskuje poznavanje vrijednosti ф 
na nekim granicama kao što su npr. povr- 


*1U hrvatskom jeziku je uobičajeno električni izboj 
nazivati munjom, dok se gromom naziva akustični 
učinak prostiranja elektriciteta kroz atmosferu. Ipak 
točniji naziv munjobran nije zaživio već se uvriježio 
semantički pogrešan naziv gromobran. 

22Među modernim instrumentima koji koriste 
princip koncentracije polja možemo spomenuti ne- 
koliko kategorija mikroskopije. Jedna od tih, već 
zastarjelih, metoda sastojala se od toga da se ko- 
rištenjem šiljka od refraktornog materijala, poput 
volframa, izazove emisija iona helija koji se nalaze 
neposredno u dodiru s metalom pa se ti ioni akcele- 
riraju i na fluorescentnom zastoru pokažu atomsku 
strukturu metala. 

Modernije metode zasnivaju se na korištenju šiljka 
koji je oštar na nanoskopskoj skali i koji oscilira pa- 
ralelno s površinom i vrlo blizu površine kristala 
materijala koji se ispituje. Kako šiljak oscilira kris- 
tal se pomiče pa se, obradom signala ovakve ,,sonde" 
dobije slika atomske strukture tog materijala. To 
su tzv. „ѕсаппіпе” mikroskopske tehnike koje mogu 
koristiti signal samog električnog polja atoma (eng. 
Scanning electron microscopy), ili pak signal sile 
kojom atom djeluje na sondu (eng Atomic force 
scanning тісгоѕсору), a može se koristiti i kvantno 
tuneliranje električne struje (eng. Tunneling micros- 
copy) itd. O detaljima ovih tehnika biti će govora 
na drugom mjestu. 
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šine vodiča. ovakvo korištenje diferencijalnih 
jednadžbi primjenom graničnih uvjeta tvori 
suštinu tzv. problema s graničnim vrijed- 
nostima. Općenito, za složene oblike vodiča, 
broj analitičkih metoda je oskudan ( tako 
npr. peoblem polja elipsoida ima analitičko 
rješenje) pa se redovno koriste numeričke me- 
tode i koriste računala. Čak i onda, računi 
nisu uvijek ni laki ni brzi. 

Prije ere modernih digitalnih računala, 
problemi s graničnim vrijednostima često su 
se rješavali pomoću analoga, budući da se La- 
placeova jednadžba javlja i u drugim fizikal- 
nim situacijama kao što su npr. tok struje, 
tok topline, irotacijski tok fluida i deforma- 
cije elastičnih membrana. Ovo su tradici- 
onalne i jeftine, ali ne uvijek i jako precizne 
metode. Dobar primjer je upotreba elektro- 
litičke kade kao modela za mjerenje magnet- 
skog ili električnog polja. Model funkcionira 
zato jer su diferencijalne jednadžbe za po- 
tencijal u jednolikom mediju kroz koji teče 
struja iste kao i za vakuum. 

Još jedna olakotna okolnost sreće se onda 
kad se problem dade reducirati na dvodi- 
menzionalni račun pa se rukovanje s mate- 
matikom pojednostavnjuje. U tim slučaje- 
vima postoje matematičke metode koje su 
dostupne za dvodimenzionalnu analizu na- 
ročito u domeni funkcija s kompleksnom va- 
rijablom. Jednostavne primjere ćemo ovdje 
obraditi.?? 


5.7.1 Dvodimenzionalna polja; funkcije 
kompleksne varijable 


Počnimo s nekoliko matematičkih napomena. 
Kompleksnu varijablu možemo pisati kao 


С= 2+1 


23Korištenje funkcija kompleksne varijable za- 
pravo je specijalni i jednostavni primjer složeni- 
jih matematičkih metoda koje spadaju u područje 
konformalnog preslikavaja. Ovo potonje je tradici- 
onalna, i još uvijek viabilna, metoda koja se koristi 
u aerodinamici i hidrodinamici (Kutta-Jaukowski 
i Prandtlove teorije i sl.), iako su je moderne raču- 
nalne metode dinamike fluida (,,Computational fluid 
dynamics") uvelike zamijenile, pogotovo u novijim 
primjenama transoničke i supersonicke mehanike 
fluida. 
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Svaka točka u ravnini x,y odgovara nekoj 5.65). Za A = 0 dobijemo dva ortogonalna 
vrijednosti С. Kako već znamo, svaka funk- pravca koja pod 45% prolaze kroz ishodište, 
cija ove kompleksne varijable dade se pisati а za vrijednosti A = 1,2,.. dobijemo familiju 
kao suma realnog i kompleksnog dijela: hiperbola. 


F(C) =U(2,9)+iV(2,y) 


gdje su U(q,y) i V(x,y) realne funkcije. 
Tako npr., ako je F(Ć) = ¢?, onda U(q,y) = 
x? — 7, a V(x,y) = 22, jer 2 = (2+4)? = 
xr? — у? +2izy 

Uz to postoji i jedan matematički teorem 
koji kaže da za svaku „običnu funkciju? U i 
V automatski zadovoljavaju relacije poznate 
kao Cauchy-Riemannov uvjet: 


Slika 5.65: Dva skupa ortogonalnih krivulja 
koje mogu predstavljati ekvipotencijale u 
dvodimenzionalnom elektrostatskom polju. 


iz čega je očito da svaka od ovih funkcija 
ispunjava i Laplaceovu jednadžbu (dosta je 
prvu gornju jednadžbu derivirati po т, a 


donju د‎ obn Kojem fizikalnom problemu ovo odgovara? 


U prvom redu ovo dobro prikazuje elek- 
mome trostatsko polje oko točke koja je na pola 
дт? "= 07/7 puta između dvaju jednakih i istoimenih toč- 
827 7 kastih naboja, kao i polje između jednog rav- 


0 


чт =0 nog i drugog suprotno nabijenog pravokutno 
núms udubljenog vodiča (Slika 5.66). 

Dakle, krenuvši od bilo koje obične funk- 
cije, možemo doći do dviju funkcija od kojih E + 
svaka za sebe predstavljaju rješenja Lapla- 
ceove jednadžbe u dvije dimenzije. Svaka 
funkcija predstavlja mogući elektrostatski 
potencijal, što implicira da svaka i bilo koja 
funkcija F(C) predstavlja neki problem elek- 
trostatskog polja (zapravo dva problema, jer 
U i V, svaka posebno, predstavljaju rješe- 
nja). To znači da možemo izmišljati bilo 
kakve probleme i njihova rješenja uspore- 
đivati s relevantnim fizikalnim situacijama. 
Pogledajmo tako fizikalnu situaciju kojoj 
odgovara rješenje jednadžbe Е(С) = С. Rje- Slika 5.66: Polje blizu točke С je isto kao 
šenja U i У nam mogu dati ekvipotencijalne опо polje na slici 5.65 
plohe npr. U = А = z? — 2. Vidimo da je 
ovo jednadžba pravokutne hiperbole (Slika Ako se sjetimo osobina ekvipotencijalnih 
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ploha, vidimo da će ovo predstavljati i polje 
između elektroda koje imaju oblik hiperbole 
(Slika 5.67). Ovo polje ima jednu intere- 
santnu osobinu: za r—komponetu vidimo 
da je Ez = ون‎ = —2т. Jakost polja је, 
dakle, proporcionalan udaljenosti od osi. 


Slika 5.67: Polje kvadrupolne leće 


Ova se osobina koristi u tzv. kvadrupol- 
nim lećama koje koriste magnetsko polje i 
služe za fokusiranje snopova nabijenih čes- 
tica (protona, elektrona itd.). Vidimo tako- 
đer, da, dok U opisuje polje (sliku silnica), 
dotle V predstavlja odgovarajuće ekvipoten- 
cijalne plohe, jer su krivulje V = kost. orto- 
gonalne na krivulje U = konst. 

Kao drugi primjer korisnog problema pro- 
matrajmo funkciju 


Е(С) = /С 


možemo pisati: 


С=х+1у= pet? GDJE ЈЕ حم‎ 12 +y? 
iz čega: 
ќар Ө = 2 
£ 
Isto tako: 
0 
F(Ć) =р%еї® )دم‎ + isin 5) 
1 
2 
1 
1 2 
2 
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Ako nacrtamo krivulje za U(x,y)= А i 
V(x,y) = В dobijemo sliku koja dobro prika- 
zuje polje i ekvipotencijalne plohe u blizini 
ivice nabijene ploče od vodiča (koju prika- 
zuje linija В = 0) (Slika 5.68). 


Slika 5.68: Krivulje konstantnih vrijednosti 
funkcija (х,у) i V(r,y) iz jednadžbe 5.7.1 


Postoje tako brojna korisna rješenja od 
kojih možemo nabrojiti kao primjere: 

Е(с6) = RE što odgovara polju izvan pra- 
vokutnog vodiča. 

F(Ć) = log što odgovara polju linije na- 
boja. 

Е(С) = С! što odgovara dvodimenzional- 
nom dipolu, tj. presjeku kroz dvije linije 
naboja. 


5.7.2 Oscilacije plazme 

Postoje fizikalne situacije gdje električno po- 
lje ne proizvode fiksni naboji (točkasti ili 
difuzni), ili naboji na vodičima, već je ono 
rezultat međudjelovanja naboja u gibanju i 
njihovih polja. 

Polje će stoga biti opisano pomoću dviju 
vrsta jednadžbi: 1. elektrostatske jednadžbe 
koje daju vezu između položaja i distribucije 
naboja i 2. jednadžbe koje opisuju položaj 
ili kretanje naboja zbog prisutnosti polja. 

Kao jednostavni primjer uzmimo kretanje 
naboja u plazmi koje ćemo opisati Newto- 
novim zakonima dinamike. Plazma je ionizi- 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


206 


5. Elektrostatika 


rani plin koji se sastoji od iona i elektrona 
rasprostranjenih u nekom prostoru. Tako 
npr. ionosfera, gornji sloj atmosfere, jedan 
je primjer takve plazme. Ionizacija zraka 
nastaje uslijed bombardiranja atmosfere od 
strane radijacije sa Sunca (uglavnom ultra- 
ljubičaste svjetlosti, ali i drugih oblika ra- 
dijacije). U takvoj plazmi ioni su toliko 
masivniji od elektrona da njihovo kretanje 
možemo zanemariti u usporedbi s kretanjem 
elektrona. Označimo s ng gustoću elektrona 
u mirnom području ekvilibrija. Ovo je tako- 
đer i gustoća iona, jer je plazma kao cjelina 
neutralna, a pretpostavljamo da je broj dvos- 
truko ioniziranih iona zanemariv. 

Pretpostavimo sada da neka sila pomakne 
elektrone iz položaja ekvilibrija. Ako se gus- 
toća elektrona u nekom području poveća, 
doći će do međusobnog odbijanja između 
tih elektrona pa će se oni pokrenuti prema 
svom prvobitnom položaju ravnoteže. Zbog 
kinetičke energije koju pri tome dobiju, oni 
prelete položaj ravnoteže i tako nastaje os- 
cilacija elektronskog dijela plazme oko svog 
ionskog dijela. Situacija je donekle slična 
pojavi zvuka u akustici, time što je ,tlak" u 
elektronskom oblaku elektrostatske prirode. 

Da bismo pojednostavnili dalju analizu 
pretpostavimo da je kretanje elektrona ogra- 
ničeno na os x. Pretpostavimo da su elek- 
troni u trenutku t pomaknuti za iznos s 
od svog položaja ravnoteže x (Slika 5.69). 
Pomak elektrona će, općenito, implicirati i 
promjenu njihove gustoće. Ovu promjenu 
možemo izračunati. 


=== 


A.‏ ټپ 


Slika 5.69: Oscilacije plazme 
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Pretpostavimo da su se elektroni prije po- 
maka nalazili između dviju ravnina aib. Na- 
kon pomaka oni se nalaze između ravnina 'ه‎ 
ib'. Prvobitni broj elektrona je proporciona- 
lan noAz. Ovaj isti broj se, nakon pomaka, 
nalazi u prostoru širine Ar + As ра je sada 
gustoća elektrona 


Ar _ mo 
که +1 وې‎ 


Ako je promjena gustoće mala, onda mo- 
žemo upotrijebiti binomnu ekspanziju pa 
dobijemo 


Pozitivni ioni su inertni i njohova gustoća 
ng uglavnom ostaje bez promjene. Srednja 
gustoća naboja u svakoj točki je 


( ) ds 
= — = = ү — 
р n = №0 6 09е de 


Koristimo li x-komponentu prve Maxwellove 
jednadžbe, Ӯ · E = A s pretpostavkom da 
nema drugih polja, onda imamo posla samo 
s r-komponentom električnog polja pa 


дЕ, _ nole дв 
Ok 


co 07 
Integriranjem dobijemo 


node 
€0 


E, = s+ konst. 


Budući da je, za s = 0, Е, = 0, onda је і 
konst. = 0. Sila па elektron је tada 
_ node 

€0 


Fa = 


Ovo je povratna sila i proporcionalna je 
pomaku elektrona od položaja ravnoteže. 
Elektron će oscilirati i jednadžba te osci- 
lacije, u najjednostavnijem obliku, je 

džs nog? 
me dt2 = €0 ( 


što daje frekvenciju oscilacije 
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Ovo je karakteristična frekvencija 
plazme. Naboj elektrona se često označava 


2 
kao €? = Ti = 2.3068 х 10728njutn-metar? 
pa frekvenciju oscilacije plazme možemo pi- 


sati i kao 


Vidimo da plazmu možemo promatrati kao 
rezonantni sistem. Ova prirodna rezonan- 
cija ima određene implikacije. Tako, ako 
pokušamo slati radio valove kroz ionosferu, 
onda će oni prodrijeti kroz nju jedino ako 
je frekvencija radio valova znatno viša od 
wp. Ako je frekvencija radio valova znatno 
niža od wp, onda će doći do refleksije valova. 
Radio valovi čija je frekvencija reda wp bit 
će apsorbirani u ionosferi. Ovo je važno za 
telekomunikacije. Ako želimo komunicirati 
na velike udaljenosti, refleksija radiovalova 
na ionosferi je od znatne pomoći, jer omo- 
gućava transmisiju signala „ispod horizonta" 
pa čak i oko cijele Zemlje. Naprotiv, ako 
želimo komunicirati sa satelitima ili planetar- 
nim letjelicama, moramo koristiti frekvencije 
znatno više od wp. 


Primjer fenomena koji je analogan oscila- 
ciji plazme možemo naći u metalima i osta- 
lim elektro-vodljivim materijalima. U me- 
talu imamo slobodne elektrone u matrici 
iona pa je to također svojevrsna plazma. 
Problem oscilacije ove plazme ipak izlazi iz 
okvira našeg jednostavnog klasičnog opisa. 
Kvalitativno vidimo da je gustoća elektrona 
ng vrlo visoka pa očekujemo i da wp bude 
visoka, što je točno. Kvantna mehanika nam 
daje udaljenost energijskih nivoa koji odgo- 
varaju prirodnoj frekvenciji. Za wp to je 
hwp. Ako izložimo vrlo tanki metalni uzo- 
rak brzim elektronima pa mjerimo energiju 
elektrona koji su kroz njega prošli, zapazit 
ćemo da elektroni katkada izgube energiju 
jednaku ћир. Ovo je za očekivati i uistinu 
fenomen je opažen 1936. Zanimljivo je da je 
detaljno objašnjen tek 1953. (Bohm i Pines)! 
Kvanti ekscitacija elektrona u metalima na- 
zivaju se plazmoni. 
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5.7.3 Koloidalne čestice u elektrolitu 


Objašnjenje fenomena vezanih za koloidne 
čestice u elektrolitu spada u kategoriju pro- 
blema u kojima položaj naboja ovisi o poten- 
cijalu koji sami ti naboji stvaraju. Zbog toga 
očekujemo, i to pokus potvrđuje, da se ovdje 
radi o dosta labilnim sistemima. Koloidni 
sistemi se satoje od malih čstica suspendira- 
nih u tekućini. Broj kombinacija tekućina i 
čestica je vrlo velik, ali ovdje ćemo proma- 
trati samo jednu užu kategoriju sistema, tj. 
čestice ulja, masti ili drugih, u elektrolitu ne- 
topivih materijala, i jednostavnog elektrolita. 
Iako su mikroskopskih dimenzija, čestice su, 
u usporedbi s atomskih dimenzijama, vrlo 
velike. U odsutnosti elektrostatskog naboja, 
ove čestice bi se dodirivale, uskoro stopile 
i odijelile u posebnu fazu, te bi se koloidni 
sistem koagulirao. Zbog elektrostatskog na- 
boja, međutim, čestice se odbijaju i ostaju 
u suspenziji.. 

Ako u vodi otopimo neku sol, doći će do 
disocijacije soli na pozitivne i negativne ione 
(radikale). Negativni ioni će biti privučeni 
prema koloidnim česticama (pretpostavimo 
da je naboj na česticama pozitivan), a pozi- 
tivni će biti odbijeni. Izračunajmo distribu- 
ciju ovih iona u prostoru. 

Opet ćemo se zbog jednostavnosti ograni- 
čiti na jedan smjer, recimo x-osi pa problem 
postaje jednodimenzionalan. Na skali di- 
menzija od interesa, možemo površinu čstica 
zamišljati kao da je ravna ploha pa distribu- 
ciju naboja mjerimo u smjeru okomitom na 
tu plohu. Pretpostavimo, dakle, da distribu- 
cija iona stvara gustoću naboja р(х) i elek- 
trični potencijal 6, tako da je Ү2ф = = 
ili, za jednodimenzionalni slučaj: 

e p 
да? = €0 
jednodimenzionalna Poissonova jednadžba. 

Kako će se ioni u potencijalu o raspore- 
diti? Ovdje možemo primijeniti principe 
statističke mehanike. Problem je naći takav 
o, da distribucija iona također zadovoljava, 
principe statističke mehanike. O statističkoj 
mehanici bit će govora na drugom mjestu 
gdje ćemo dokazti jednu relaciju koju ovdje 
sada koristimo ,,na vjeru". 
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Čestice u termalnoj ravnoteži u polju kon- 
zervativne sile raspodjeljuju se tako da im 
je gustoća na mjestu x dana relacijom 


gdje је U(x) potencijalna energija, k је Bot- 
zmanova konstanta, a T' je apsolutna tempe- 
ratura. Sila je, dakako, u smjeru x. Pretpos- 
tavimo da ioni nose jedan elektronski naboj 
de. Na udaljenosti x od površine koloidalne 
čestice pozitivni ioni će imati potencijalnu 
energiju qep(r). Dakle, 


U(x) = qeP(2) 


Gustoća pozitivnih odnosno negativnih iona 
će onda biti 


dee(2) 


e(z) 
2 п (0) = пое kT 


тъ(2) = пое FT 


Ukupna gustoća naboja је onda 


P= đelh+ — den— 


a) 
—e kT 


Ako ovo uvrstimo u Poissonovu jednadžbu, 


imamo 
( = ае Фф(ж) ае ф(ж) ) 
e kT —e kT 


аф _ deno 
da? 1 €0 
Ova jednadžba se, u principu, lako riješi. 
Ovdje ćemo naći samo jedan granični slučaj 
gdje je potencijal malen ili T' velika. Ondje 
gdje je ф malen imamo razrijeđenu otopinu 
i tada 
= qep 


RT 
pa diferencijalna jednadžba izgleda ovako: 


ili 
- qee(z) 
kT 


P = deno (e 


+ еф 
e“ ЕТ 


sli 


do _ 2node 
da? Е €okT 


p(z) 


Rješenje ne daje oscilacije, već eksponenci- 
jalnu razdiobu (Slika 5.70). 
Općenito rješenje daje 


ф= Ае Б +Betb 
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2D 3р 7 


Slika 5.70: Varijacije potencijala na povr- 
šini koloidne čestice 


D — €0 kT 2 
2noq2 


Konstante A i B se mogu naći iz početnih 
uvjeta i u našem slučaju B = 0, jer bi inače 
ponetcijal bio beskonačan za x > оо. Dakle, 


ф = фое 


gdje je фо potencijal za x = 0, tj. па površini 
čestice koloida. 

Vidimo da potencijal pada za faktor + 
kad se udaljimo za D od površine čestice. 
Ovaj broj D naziva se Debyeva dužina i 
izražava debljinu ionskog omotača kojima su 
čestice kolida u elektrolitu okružene. Vidimo 
da omotač postaje tanji ako se koncentracija 
iona u elektrolitu povećava, ili ako snižavamo 
temperaturu. 

Potencijal фо ovisi, između ostaloga, o 
povišinskoj gustoći naboja с. Znamo da је 


gdje je 


de 


o 
ali дф P 
0 
Dakle, 
D 
фо = se ur=0 
€0 


Vidimo da je ovaj potencijal isti kao i po- 
tencijalna razlika između ploča kapacitora 
koje su udaljene jedna od druge za iznos D. 
a nose gustoću naboja о. 
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Bez površinskog naboja koloidalne čestice 
se međusobno prilijepe. No, vidimo da je 
polje u blizini površine čestice reducirano 
zbog ionskog omotača. Ako se ovaj omotač 
dovoljno stanji čestice se, zbog termalnog 
kretanja počinju dodirivati i dolazi do koagu- 
lacije. Dodavanje soli koloidu, dakle, može 
dovesti do precipitacije čestica. 

Od interesa je spomenuti učinak koji 
obična sol ima na molekule proteina, koje 
se sastoje od vrlo dugih lanaca aminokise- 
lina. Molekula može nositi na sebi razne 
naboje i katkada ima višak naboja, npr. ne- 
gativnog. Zbog toga molekula može biti u 
stanju napregnutosti i izravnata. Ako u bli- 
zini ima sličnih molekula u istom stanju ove 
će stajati na nekom odstojanju. Dodatak 
soli smanjuje Debyeovu dužinu i molekule 
se mogu početi dodirivati, a mogu se pri 
tome i smotati. S još više soli molekule će 
se precipitirati iz elektrolita. Mnoge kemij- 
ske reakcije u biokemiji mogu se promatrati 
kao efekti elektrostaskog maboja na velikim 
molekulama. 


5.8 Elektrostatska energija 


5.8.1 Elektrostatska energija jednoliko 
nabijene sfere 

Već smo u klasičnoj mehanici vidjeli da prin- 
cip očuvanja energije omogućava predviđa- 
nje ponašanja nekih sistema, a da ne ulazimo 
u detaljnu analizu gibanja (npr. njihalo i 
sl.). Isti princip nam u elektrostatici također 
pomaže da riješimo probleme bez detaljnijih 
analiza. 

Pretpostavimo da imamo dva naboja qı 
i ga na međusobnoj udaljenosti r12. Sistem 
posjeduje energiju jer je rad bio potreban 
da se naboji dovedu u taj položaj iz besko- 
načnosti. Taj rad je 


4142 
ATEgT12 


U slučaju da imamo mnoštvo naboja, princip 
superpozicije implicira da je ukupna energija 


sistema 
>, 
— Areo d Tij 
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gdje sumacija ide po svim parovima. 

Zanimaju nas, općenito, dva aspekta: 
prvo je primjena ovog koncepta energije u 
rješavanju raznih problema, a drugo je izra- 
čunavanje energije kao takve. 

Kao prvi primjer izračunavanja elektros- 
tatske energije, uzmimo kuglu naboja. Pret- 
postavimo da ovakvu kuglu sastavljamo od 
infinitezimalnih slojeva naboja. Ako je na- 
boj kugle Qr, a njezin radijus т, onda je rad 
utrošen na dovođenje naboja dO 


QdQ 


dU = 
4тєот 


Za dedno ieu gustoću азо. p ukupni naboj 


je Qr = و‎ р, a dQ = 4rr?pdr. Dakle, 
dU — 4nr*p?dr 
3€0 


Ako ovo integriramo, dobijemo ukupnu tra- 
ženu energiju: 


47р? [° 
U = Ze | r*dr= 
3€0 0 


Energija je, dakle, proporcionalna kvadratu 
ukupnog naboja i obrnuto proporcionalna 
radijusu kugle. Vidimo također da je srednja 
vrijednost iznosa E za sve parove točaka 


3 
5а` 


5 3 02? 


= BArega 


4тр?а 
15є0 


5.8.2 Energija kapacitora. Sile između 
nabijenih vodiča 

Vidjeli smo da razliku potencijala između 

ploča kapacitora možemo pisati kao 


V=— 
С 
gdje је С kapacitet. Koliki је гаа nabijanja 
kapacitora? Каа potreban da se mala Ко- 
ličina naboja dO prenese s jedne ploče na 
drugu je 


QdQ 
dU = Мад = —> 
Q C 
Integrirajući od 0 do Q : 
Q 12 
U= оС = 70V 
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Ako se sjetimo da je kapacitet nabijene ku- 
gle dan izrazom Сид. = 47604, vidimo da 
je elektrostatska energija nabijene kugle jed- 


naka 
1 О? 


2 4тєда 


Ukug. = 


Ovo je Б energije kugle naboja. 

Ove rezultate možemo primijeniti prak- 
tično. Jedan primjer je pitanje: kolika je 
sila između ploča kapacitora? Ovo lako na- 
demo ako kombiniramo energiju s pojmom 
virtuelnog rada. 

Pretpostavimo da ploče kapacitora vrlo 
malo razmaknemo (Slika 5.71). Mehanički 
rad je onda AW = РА. 


površina = A 


ploče 
kapacitora 


Slika 5.71: Energija kapacitora 


Ovo je jednako promjeni elektrostatske 
energije, tj. 


l>, (1 

ili > 
__Q 

FAz оС? АС 
Supstitucijom С = Za dobijemo 
Q? 
Е = 
2€0A 


Odakle ova sila? Ako kažemo da је O = بش‎ 
onda je sila 


Budući da je polje između ploča E = = 4 
sila između njih je onda 


1 
Е = -0Е 
72 
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Ovo je interesantan rezultat, jer bismo 
intuitivno vjerovali da bi sila trebala biti 
produkt naboja i polja. Ovdje, međutim, 
imamo faktor od 1. Porijeklo ovog faktora 
je u tome što E nije polje kod samih naboja! 
Naboji na ploči kapacitora, očito, nisu svi 
na površini ploče, već prodiru donekle unu- 
tar vodiča pa tako tvore tanki sloj (Slika 
5.73). Polje unutar metala naglo trne, ali 
ipak svi naboji ,ne vide" cijelo polje (ovo 
se u žargonu fizike naziva zasjenjenje, eng. 
screening), nego „srednje polje" koje je za 
faktor Ž manje. 


vodljiva ploča 


E 
—> 


sloj površinskog 
naboja gustoće 6 


Eo 


Slika 5.72: Energija kapacitora 


Slika 5.73: Energija kapacitora 


5.8.3  Elektrostatska energija 
kristala 


ionskog 


Budući da je sila između atoma električna, 
to je i kemijska energija u biti električna 
energija. Općenito, opis kemijskoj spoja 
iziskuje primjenu kvantnomehaničkog forma- 
lizma. Ipak, postoji kategorija materijala, 
poput ionskih kristala, u kojima se elektros- 
tatska energija vezanja može, polukvantita- 
tivno, izračunati vrlo jednostavno, koristeći 
se principima s kojima smo već upoznati. 
Pozabavimo se ovim pitanjem: kolika je 
elektrostatska energija rešetke ionskog kris- 
tala kao što je npr. natrijev klorid (NaCl)? 
Ako promatramo rešetku kristala natrije- 
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vog klorida, vidimo da će se ioni međusobno 
privlačiti sve dotle dok ne dođe do ,,dodo- 
rivanja" elektronskih omotača, nakon čega 
će doći do sve jače odbojne sile između njih. 
Rešetka NaCl je kubična i možemo je predo- 
čiti kao uređenu skupinu izmjenično nabije- 
nih kugli koje se dodiruju (Slika 5.74). Nji- 
hova međusobna udaljenost je 2.81 A (0.281 
nm.). Ukupna elektrostatska energija ovog 
sistema mora biti jednaka energiji potrebnoj 
da se kristal potpuno razgradi na pojedine 
slobodne ione. 


MASI ASI y 


ion klora (СГ) ar 


ion natrija (Na*) 


Slika 5.74: Elektrostatska energija ionskog 
kristal 


U praksi, to bi značilo pretvoriti kristal 
u paru natrijevog klorida i zatim rastaviti 
svaku molekulu NaCl na slobodne ione Na+ 
i CI". Ova ukupna energija je poznata, iz 
mjerenja i iznosi 7.92 eV po molekuli. Bu- 
dući da je 1 eV po molekuli ekvivalentan 
23 kilokalorije (96 kJ.) po molu, to je ener- 
gija disocijacije NaCl jednaka 183 kcal/mol. 
(765 kJ/mol.). 

Prema našem modelu ovo je jednako sumi 
potencijalnih energija svih parova iona u jed- 
nom molu. Jedan način da ovo izračunamo 
je da uzmemo jedan ion i da izračunamo 
njegovu potencijalnu energiju prema svim 
ostalim ionima. To će nam, međutim, dati 
dvaput veću energiju po ionu jer računata 
energija pripada paru iona. Dakle, moramo 
uzeti polovicu od sume koju dobijemo. Ovaj 
rezultat daje energiju po molekuli NaCl, što 
je uostalom najlakše usporediti s eksperi- 
mentalnim podacima. 

Energija iona s obzirom na najbližeg su- 
sjeda je 2, gdje je a udaljenost između sre- 


dišta iona, a e? = 74. Ova energija iznosi 


47۴07 
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5.12 eV. Računajmo dalje energiju po jed- 
nom horizontalnom redu. Na" ima sa svake 
strane dva CI" iona udaljena za a, zatim 
dva Na?" na udaljenosti 2а itd. Dakle, 


е? 2,2 2 2 
a 1 2 34“ 


Znamo iz matematike da je ova serija jed- 
naka 102, pa je 


2 2 2 
* nž=-136- 
a 


a 


U, = 


Uzmimo zatim red iona iznad. Prvi je nepo- 
sredno iznad, zatim dva na udaljenosti ау, 
zatim idući par udaljen av5, zatim av10 
itd.: 


Uo = 


e? ( 1,1 2 2 ) 
a\1 y3 کل‎ v0 ` 
Ovih redova ima 4; iznad, ispod, sprijeda 
i straga. Zatim postoje dijagonalni redovi 
itd. itd.. Ako se vrlo pažljivo sve ovo sumira 
dobije se 


е? 
U = 1.747 — = —8.94 eV 
а 


Ovaj rezultat је око 10 % veći od eksperi- 
mentalne vrijednosti. Ipak, rezultat је vrlo 
dobar s obzirom na naivnost modela. To 
pokazuje da se ovakva struktura može opi- 
sati klasično, što je rijedak slučaj u fizici 
kondenzirane materije. 

Jedan od razloga zbog kojega je naš re- 
zultat veći od eksperimentalnog je u tome 
što ioni nisu sasvim okrugli, jer se plaštevi 
elektrona očito deformiraju uslijed „tlaka” 
elektrostatskih sila među ionima. Prilikom 
disocijacije, ova se energija tlačenja kugli 
oslobađa. Korekciju na ovu deformaciju mo- 
žemo načiniti ako znamo kolike su sile defor- 
macije kristala. Ovo se može izmjeriti pri- 
mjenom tlaka na kristal i mjerenjem modula 
elastične deformacije. Rezultati mjerenja 
pokazuju da je sila deformacije po iznosu 
oko su od elektrostatske privlačne sile. Ko- 
rekcija nas dovodi do nove vrijednosti 


U = 7.99 eV 
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što je bliže eksperimentalnoj vrijednosti od 
7.92 eV, ali ipak još previše. No, ova razlika 
nas ne treba čuditi, jer nismo uzeli u obzir 
energiju vibracija iona u kristalu. Kad se i 
ovo uzme u obzir, dobije se praktično točan 
rezultat. Naš model je, dakle, sasvim dobar! 


5.8.4 Elektrostatska sila u jezgrama 
atoma 


Već smo ranije napomenuli da je broj ele- 
menata ograničen. Kao objašnjenje (barem 
kvalitativno) naveli smo činjenicu da elek- 
trostatska sila, koja nastoji jezgru atoma 
rasturiti, raste proporcionalno s ukupnim 
volumenom protona u jezgri, dok je doprinos 
nuklearnog ,,ljepila" između nukleona pro- 
porcionalan površini presjeka jezgre. Kod 
vrlo teških jezgara počinje se javljati feno- 
men spontanog cijepanja. Utjecaj elektros- 
tatske energije u jezgrama atoma na struk- 
turu tih jezgara je ipak važan i za lagane 
jezgre u što se možemo lako uvjeriti. 

Kad je struktura atoma postala donekle 
jasna i kad se prisutnost nuklearne sile 
u jezgrama utvrdilo, izgledalo je da pret- 
hodi brza i laka spoznaja o njenoj prirodi. 
Uskoro je postalo jasno da zakonitost dje- 
lovanja nuklearne sile nije ni izdaleka tako 
jednostavna. Jakost sile nije ni izdaleka bila 
jednostavna funkcija udaljenosti, poput one 
u Coulombovom zakonu. Ubrzo se uvidjelo 
da sila ovisi, među ostalim, i o orijentaciji 
spina nukleona; ona je različita u funkciji 
međusobne orijentacije spina, o prisutnosti 
orbitalnog zakretnog impulsa, kao i o smjeru 
u kojem je mjerimo s obzirom na smjerove 
spina itd. 5.75). Sila između različitih nukle- 
ona (proton - neutron) i između istih (proton 
- proton) je ista, ali jednako komplicirana. 

Mi danas znamo da su protoni i neutroni 
sastavljeni od dviju vrsta triju različitih 
kvarkova (eng. guarks), ime koje je Murray 
Gell-Mann dao tim česticama, a „роѕиіо” 
ga je iz jedne novele Jamesa Joycea, gdje 
je jedan lik dobio takav naziv po jedinici 
volumena piva u točionicama; guart) i da su 
medijatori sile između tih kvarkova bozoni 
koji se nazivaju gluoni. Nukleone, dakle, u 
jezgri drže zajedno učinak tog gluonskog po- 
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(b) 


Slika 5.75: Elektrostatska sila u jezgrama 
atoma 


lja. U detalje se nećemo ovdje upuštati, ali 
napomenimo još samo to da nuklearna sila 
djeluje neovisno o prisutnosti električne (izu- 
zev, dakako, običnog principa superpozicije 
dvaju sasvim različitih polja). Osim toga 
nuklearna sila (koju nazivamo i jaka sila, da 
bi je razlikovali od slabe sile, koja je, među 
ostalim, odgovorna za neke procese raspada 
čestica, poput 4—raspada) djeluje između 
još nekih čestica, osim nukleona, koje zbog 
toga nazivamo hadroni (poput zr—mezona, 
ili piona, ,stranih? čestica itd.), ali ne iz- 
među onih koje nazivamo leptoni (poput 
elektrona, miona, т leptona i pripadnih ne- 
utrina). 

Dokaz da je nuklearna sila između nukle- 
ona neovisna o tome radi li se o protonima 
ili neutronima, ili kombinaciji istih, možemo 
naći ako usporedimo tzv. zrcalne jezgre 
tj. one koje sadrže jednaki broj nukleona, 
ali im je jedan proton zamijenjen neutro- 
nom, ili obrnuto. Primjer zrcalnih jezgara 
su parovi В!Ї1— CH ili C14- N14 itd. Jezgre 
posjeduju energijske nivoe pobuđenja, poput 
elektrona u atomu, ali se vraćanje tako po- 
buđene jezgre u prvobitno, osnovno, stanje 
odvija emisijom y-zraka, ili 6$—raspadom ( 
i još nekim drugim procesima). Pobuđenje 
jezgara se može u laboratoriju vršiti njezinim 
bombardiranjem neutronima ili nabijenim 
česticama. Eksperimentalna činjenica jest 
da su energijski nivoi zrcalnih jezgara vrlo 
slični, ali nisu isti. Tako je npr. osnovno 
stanje CH! za 1.982 MeV više od osnovnog 
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stanja B!!. Drugim riječima, masa C!! je 
za 1.982 MeV veća od mase 1311. I ostala 
stanja se razlikuju za slične iznose. Možemo 
se uvjeriti da razlike dolaze od elektrostatske 
energije u jezgrama. Za tu svrhu koristimo 
vrlo jednostavan model. 

Pretpostavimo da je jezgra kugla radijusa 
r i da sadrži z protona koji su jednoliko 
raspodijeljeni unutar kugle. Elektrostatska, 
energija takve kugle naboja je, kako znamo, 


= 3 (zge)" 
5 4пєот 


gdje је ge elementarni naboj protona. Broj 
z je 5 za В! а б za С !!. Za ovako mali 
broj protona gornja jednadžba nije sasvim 
točna pa je zamjenjujemo s točnijom koja je 


U = 32(2—1) 42 1 3 z(z—1)e? 


5 7 5 T 


Kad bismo znali r mogli bismo izračunati 
razliku energije, ali načinimo suprotno; pret- 
postavimo da je razlika 1.982 MeV i pro- 
vjerimo je li pretpostavka opravdana. Pri 
tome valja uzeti u obzir da neutron ima veću 
masu od protona i to za 0.784 MeV. Kad 
zamijenimo neutron s protonom u C!! mo- 
ramo ovo uzeti u obzir i dodati još 0.784 
MevV. Elektrostatski doprinos mora, dakle, 
iznositi 1.982 + 0.784 = 2.786 MeV. Ako 
koristimo ovaj broj za razliku energije dobi- 
jemo za radijus B!! ili CH r = 3.12 x 10-15 
m. Realističnost ovog rezultata se dade pro- 
vjeriti. Iz podataka raspršenja na jezgrama 
našlo se da je gustoća nuklearne materije 
ista, tj. volumeni jezgara su uistinu propor- 
cionalni broju nukleona u njima. Postoji, 
dakle, provjerena relacija 


r= АЗто 


gdje je A ukupan broj nukleona u jezgri, a 
ro = 1.2 х 10715 m. Iz ove relacije dobijemo 
za BH ili CH r= 2.7 x 10715 m. Ovo је 
samo oko 15% manje od vrijednosti koju 
smo dobili na osnovu pretpostavke o elek- 
trostatskoj energiji. (Razlog zbog kojeg ipak 
postoji razlika u radijusima, vjerojatno je 
u tome što jezgre imaju unutrašnju struk- 
turu, koja, u malim jezgrama, dovodi do 
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znatnog odstupanja od jednostavne sferne 
simetrije. U slučaju Bł! parni broj nukle- 
ona, 5 protona i 5 neutrona, tvore vjerojatno 
jednu podstrukturu oko koje se kreće jedan 
dodatni neutron. Kad ovoga zamijenimo s 
protonom, onda nam je za to potrebno ulo- 
žiti energiju da dovedemo jedan naboj na 
površinu postojeće strukture. Ovaj rad iznosi 
20 a to je Б od energije koju smo dobili 
na osnovi prijašnjeg računa. Ovaj iznos je 
puno bliži izmjerenim vrijednostima). 

Iz činjenice da je naš model vrlo približno 
točan zaključujemo da se električna sila na 
udaljenostima oko 10-15 m. ponaša prema 
Coulombovom zakonu. Ujedno naš račun 
(i drugi, daleko, precizniji) pokazuje da je 
nuklearna sila neovisna o vrsti nukleona. 


5.8.5 Energija elektrostatskog polja 


Ukoliko umjesto pojedinih naboja imamo 
kontinuiranu raspodjelu naboja onda je elek- 
trostatska energija sistema dana izrazom: 


-L f ۶ даи 
87۴0 ۷ 712 


gdje integracija ide ро cijelom prostoru od in- 
teresa. Vidimo da je ispred integrala faktor 
od 2, jer је integracija dvostruka ра se pa- 
rovi naboja uzimaju dvaput. Integral preko 
V2 je jednostavno potencijal u području (1) 


tj. 
mr 


4٩ 712 


pa možemo pisati 


v= | реа =; | oddv 


jer više nemamo točke 2 pa ne treba defini- 
rati ni točku 1. 

Interpretacija dobivenog izraza je ova: Po- 
tencijalna energija nekog naboja je jednaka 
produktu tog naboja i potencijala u točki 
u kojoj se naboj nalazi. Faktor od 2 ispred 
integrala je još uvijek potreban, jer bi inače 
brojili energiju dvaput. Zajednička energija 
dvaju naboja je produkt jednog naboja i 
potencijala drugog naboja, ili obrnuto. 


U=no(l=n——2 


1 
4 4тєоТ12, 
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ili Može se pokazati da je jednadžba 
q 
U = (2) = 1 
TEOT12 U= J podV 
2 Ју 
ili 


Na 5[66(1)+026(2)) 


Integrali koje smo gore napisali odgovaraju 
ovoj sumi pa pišemo ispred njih faktor od 2. 
Pri tome, međutim, nastaje jedno pitanje: 
gdje se nalazi elektrostatska energija; u jed- 
nom, ili drugom naboju, ili negdje drugdje? 
Ima li ovo pitanje smisla, ako znamo da je 
energija u svakom slučaju očuvana; je li nam 
ideja da je energija negdje potrebna? 

Nema sumnje, međutim, da nam informa- 
cija o tome gdje se energija nalazi omogućava 
da proširimo naš princip o njenom očuvanju. 
Naime, ako bi se količina energije u nekom 
prostoru promijenila, onda bismo mogli reći 
da je ta promjena jednaka količini koja je iz 
tog volumena izašla ili u njega ušla. Ovo se 
svodi na princip lokalnog očuvanja energije. 
U prirodi taj princip uistinu postoji. 

Postoji još jedan fizikalni razlog zbog ko- 
jega je od interesa znati gdje je energija. U 
teoriji gravitacije, vidjeli smo da je svaka 
masa izvor gravitacijskog polja. Kako je 
masa oblik energije (E = mc?) onda je i 
energija električnog polja vrlo relevantna za 
razumijevanja prirode na široj skali, jer ako 
ne znamo gdje je sva energija, ne znamo ni 
gdje je sva masa u Svemiru. Bez znanja svih 
izvora gravitacijske sile, opis prirode bi bio 
nepotpun. 

Ako se ograničimo na elektrostatiku, onda 
ne možemo na prvi pogled znati gdje je ener- 
gija polja. Potpune Maxwellove jednadžbe 
nam daju više informacija, ali i u njima od- 
govori nisu uvijek nedvosmisleni. Na ovo 
pitanje ćemo se drugom prilikom navratiti. 

Za sada kažimo da odgovor na pitanje 
gdje se nalazi energija elektrostatskog polja 
je da se ona nalazi u samom polju. Ovo nam 
diktira i intuicija, jer znamo da naboji koji 
se ubrzavaju zrače elektromagnetske valove 
koji sadrže energiju. No, elektromagnetski 
valovi ne nose naboj pa ne očekujemo da 
energija bude u nabojima. 
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numerički ekvivalentna jednadžbi 
€0 sa 
u=— | E-EdV 
2 Ју 


Interpretacija ove jednadžbe је da, Каа u 
prostoru postoji neko električno polje, onda 
je u tom prostoru prisutna energija, čija je 
gustoća (energija po jediničnom volumenu) 


Pokažimo da su gornje dvije relacije ekviva- 
lentne. Ako izraz р = —egV?& uvrstimo u 
prvu relaciju dobijemo 


v--2 | GVŽ6dV 
2 Ју 


Ako ispišemo potpuno фУ20ф, dobijemo 


Pe $‏ 92%(„ رو 
т СС = ду? u =)‏ 
дү д‏ ,"\0(,06\_(06_ 
“a €3 (2) NET (90)‏ 
әү 840 дү‏ *\06 
ше (99°) (2)‏ )95( 
لر ار у‏ زی 
Integral za energiju sada izgleda ovako:‏ 
J, (90) (в) аи‏ 2 


= „9 (6%o)av 


€0 


U = 


Primjenom Gaussovog teorema vidimo da je 


L 7. (e70) dV = [| (oVo) dA 


Površinski integral možemo izračunati za slu- 
čaj da ploha S ide u beskonačnost pod pret- 
postavkom da su svi naboji u konačnoj uda- 
ljenosti. Uzmimo sfernu plohu proizvoljno 
velikog radijusa AR sa središtem u ishodištu 
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koordinatnog sustava. Kad smo vrlo daleko 
od naboja A ovisi kao $, a Vo kao z . (Ako 
je ukupan naboj u čitavoj raspodjeli nula, 
onda će фі Vo opadati još brže). Budući da 
površina kugle raste kao А? , to će integral 
opadati kao $- то - R? = 4 kako R raste. 
Dakle, za R — оо površinski integral teži k 
nuli i ostaje nam samo prvi integral: 
[= (V6) ) (So) dV = а | Ё.Ёау 
2 Ју 2 Ју 

gdje integracija ро volumenu implicira sav 
prostor. 


5.8.6 Energija točkastog naboja 
Iz izraza za iznos polja točkastog naboja 
__q 
47۹٥ 

možemo dobiti gustoću energije na udalje- 
nosti т: 

Е لم‎ Е а? 

2 32л?еог* 


Za element volumena možemo uzeti ljusku 
radijusa r i debljine dr. Ukupna energija 
polja točkastoga naboja je onda 


Е g? оо dr q? 1 = 

1 "| r2 8лєрт о 

Za т > оо imamo nulu, ali što reći za gra- 
nicu т =0 ? Jednadžba nam daje besko- 
načnu energiju za točkasti naboj, iako smo 
rekli da je ona u prostoru izvan naboja! Od 
samog početka izvodili smo izraze za polje 
naboja, a da nismo uzeli u obzir djelova- 
nje naboja na samog sebe. Kad smo prešli 
na kontinuiranu distribuciju naboja onda 
smo uzeli u obzir energiju međudjelovanja 
svakog infinitezimalnog naboja sa svim in- 
finitezimalnim nabojima. Isto vrijedi i za 
jednadžbu U = $ f, Ё. EdV pa kad smo 
ovo primijenili na točkasti naboj konačnog 
iznosa onda smo uključili energiju potrebnu 
da se ovaj naboj sastavi iz infinitezimalnih 
elemenata. Isti rezultat bismo dobili da smo 
upotrijebili izraz za energiju nabijene kugle 


1 О? 
y_1_2 


БЕ: 6د‎ 
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i pustili da a > oo. 

Vidimo, dakle, nešto važno. Ideja da ener- 
giju možemo smjestiti u električno polje nije 
kompatibilna s postojanjem točkastog na- 
boja! Jedan mogući izlaz iz ove kontradik- 
cije je napuštanje koncepta točkastog na- 
boja, što implicira da su npr. elektroni neke 
kuglice". Druga mogućnost je da teorija ne 
vrijedi za vrlo male udaljenosti, ili da ideja 
o lokalnom očuvanju energije nije posvuda 
valjana. Sve ovakve interpretacije dovode 
do teškoća koje ostaju nepotpuno otklonjene 
do дапаѕ.2 Na ovaj problem ćemo se još 
navratiti. 


5.9 Atmosferski elektricitet 


Atmosferski elektricitet i pojave u vezi uz 
njega rijetko su uključene u okvire standard- 
nog poučavanja elektrostike. Ovdje ćemo na- 
praviti odstupanje od tog običaja s obzirom 
da su elektrostatski fenomeni u atmosferi, 
kako važan dio povijesti fizike, tako i pred- 
met suvremenih znanstvenih istraživanja. 


5.9.1 Gradijent električnog potencijala 
atmosfere 


Za vrijeme jednog normalnog dana, iznad 
ravnog terena, ili iznad mora, električni po- 
tencijal raste s visinom (Slika 5.76). Pro- 
sječni rast ovog potencijala iznosi oko 100 
V/m. 

Smjer električnog polja je prema površini 
zemlje, tj. potencijal atmosfere je pozitivan 
u odnosu na zemlju. Postojanje ovog gradi- 
jenta potencijala općenito ne osjećamo, jer 
je zrak loš, a naše tijelo relativno dobar, vo- 
dič električne struje. Stoga, kad stojimo na 
zemnlji, potencijal našeg tijela poprimi po- 
tencijal zemlje; tok električne struje iz zraka 
je sasvim zanemariv (Slika 5.77). 

Kako mjeriti ovaj potencijal? Jedan na- 
čin je da postavimo izolirani vodič na neko 


24Otkriće frakcionog kvantnog Hallovog efekta, 
dovelo je u pitanje prijeklo frakcionog naboja Ze 
Nedavni pokusi sa „shot” efektom (efektom sačme) 
su ustanovili postojanje frakcionog naboja. Znači li 
to da je elektron složena čestica? Ovakav zaključak 
bi bio preuranjen, ali rezultati pokusa ukazuju da 
„elementarni kvantizirani" naboj elektrona možda i 


nije tako ,elementaran". 
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Slika 5.76: Gradijent električnog potenci- 


jala atmosfere 


ez — 
+300 V_ —— =a 
m aa U a ah mL л с =. 
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20 سلا‎ ta TG 
US 2—5 ENS na 


Slika 5.77: Smjer električnog polja 


mjesto iznad zemlje, dobro ga izoliramo 
prema zemlji, ali ne i prema zraku i čekamo 
da se nabije elektricitetom, tj. da se njegov 
potencijal izravna s onim koji ga neposredno 
okružuje na toj visini. (Zrak vrlo slabo vodi 
električnu struju, ali ako dovoljno dugo če- 
kamo, ova metoda je uspješna). Ako tako 
nabijeni vodič spustimo na zemlju možemo 
mjeriti njegov naboj, odnosno potencijal, 
elektrometrom. Kao vodič nam može pos- 
lužiti i posuda s vodom iz koje polako kapa 
voda pa se potencijal posude brze izravna s 
potencijalom okoline. Bolji i brzi način je da 
mjerimo polje tako da upotrebimo ploču od 
vodiča, koja je u blizini zemlje i uzemljena je 
preko galvanometra (Slika 5.78a). Ploča će 
poprimiti relativni negativni naboj površine 
zemlje. 


Ako sada drugu uzemljenu ploču posta- 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


Slika 5.78: Mjerenje potencijala Zemlje 


vimo iznad prve, naboj će s prve ploče, kroz 
galvanometar, proteći u zemlju i možemo ga 
pri tome mjeriti (Slika 5.78b.). Iz toga dobi- 
jemo gustoću naboja koji se nalazio na ploči, 
a iz tog podatka i električno polje. Ovakva 
mjerenja načinjena su već vrlo davno i po- 
kazala su da polje polako opada na velikim 
visinama i na oko 50 km. gotovo potpuno 
nestaje. Ukupni potencijal između zemlje i 
vrha atmosfere je oko 400.000 V. 


5.9.2 Struja iona u atmosferi 


Da je zrak sastavljen od sasvim neutralnih 
molekula bio bi potpun izolator. Mala vod- 
ljivost zraka dolazi od izvjesnog broja iona. 
Stoga, električno polje proizvodi struju koja 
iznosi oko 10 upA (pA) po т? okomito na 
površinu zemlje. 

Ioni u zraku rijetko postoje sami za sebe, 
već se grupiraju po nekoliko zajedno i kao 
takvi polako se kreću u smjeru polja. U po- 
četku, kad su ova istraživanja počela, mislilo 
se da ioni u zraku imaju porijeklo od radi- 
oaktivnog zračenja raznih minerala u zemlji. 
Kad bi to bilo tako njihov broj bi opadao 
s visinom. Početkom stoljeća opaženo je 
(Hess, 1912.) da se broj iona, naprotiv, po- 
većava kako se penjemo pa je bilo očito da 
ionizacija zraka raste s visinom. Mjerenja 
su vršena jednostavnim instrumentom koji 
je tada bio standardna sprava za mjerenje 
ionizacije (Slika 5.79). Elektrometar se pri- 
ključi na ploče kapacitora i ove nabiju na 
određeni napon. 
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Slika 5.79: Vodljivost zraka 


Nakon nabijanja izvor napona se isključi 
i mjeri vrijeme izbijanja ploča kao i struja 
izbijanja. Iz količine naboja i brzine izbi- 
janja ploča, nađe se broj iona u zraku koji 
okružuje ploče. 

Otkriće da se broj iona povećava s visi- 
nom predstavlja otkriće i početak proučava- 
nja kozmičkih zraka, jer one upravo te ione 
proizvode. Ioni, dakako, neprestano bivaju 
»pometeni" u električnom polju zemlje, što i 
proizvodi već spomenutu atmosfersku struju, 
ali se novi stvaraju bombardiranjem atoma 
atmosfere od strane kozmičkih zraka (uz 
određeni doprinos od fotoelektričnog efekta, 
ultravioletne svjetlosti sa Sunca). Uz ovako 
nastale ione postoje i oni koji nastaju na- 
elektriziranjem čestica prašine, soli itd. Ove 
krupne naelektrizirane čestice nazivaju se 
velikim? ionima i igraju važnu ulogu u 
atmosferskim pojavama (ove naelektrizirane 
čestice se također nazivaju jezgrama ili nuk- 
leusima). 

Mali ioni, tj. ionizirane molekule zraka 
i manje aglomeracije ioniziranih molekula 
vode, kreću se relativno brzo, tj. oko 1 
cm/sek., dok se veliki ioni kreću mnogo spo- 
rije. Veliki ioni nastaju zahvatom malih 
iona od strane čestica prašine, dima i sl. pa 
je očito da tamo gdje ovih krupnih čestica 
ima više, tu će i broj malih iona biti ma- 
nji. Svuda tamo gdje nastaju vjetrovi iznad 
kopna, ili industrijski zagađivači, vodljivost 
zraka će biti reducirana i atmosfersko elek- 
trično polje na manjim visinama, izobličeno. 
U višoj atmosferi električno polje će ostati 
dosta jednoliko bez obzira na područje Zem- 
lje. Na velikim visinama zrak je čišći, rjeđi 
i više ioniziran pa mu je i vodljivost veća 
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stoga se električno polje malo mijenja od 
mjesta do mjesta. Iako je električna struja 
u atmosferi mala, površina Zemlje je velika, 
tako da je ukupna struja između atmosfere i 
Zemlje oko 1800 A. Pad napona je 400.000 V, 
što odgovara ukupnoj snazi od oko 700 MW. 
Nije teško izračunati koliko bi vremena tre- 
balo da se ukupni (negativni) naboj Zemlje 
neutralizira u odsutnosti nekog generatora 
koji ga stalno nadomješta. Za to bi trebalo 
oko pola sata. Struja je, međutim, posto- 
jana i danju i noću, pa se pitamo koji je to 
, generator" stalno podržava. 

Podsjetimo se, prije svega, da je na vi- 
sini od 50 km zrak toliko vodljiv, da ga 
možemo promatrati kao jedan vodič koji 
okružuje Zemlju na toj visini. Struja, dakle, 
teče između ovog omotača i površine zemlje. 
(Napomenimo da ovaj ,omotač" na 50 km 
visine nije ionosfera, koja je na mnogo većoj 
visini). Trebalo je dosta dugo da se ustanovi 
nedvojbeno porijeklo , generatora" koji ро- 
država električnu struju atmosfere. Pri tome 
svako mjerenje je davalo dio informacija koje 
su konačno dovele do razumijevanja procesa 
u pitanju. Jedan zanimljiv dio tih mjere- 
nja odnosi se na dnevnu varijaciju ukupne 
električne struje atmosfere. 

Ako se vrlo precizno ova struja mjeri na 
više prikladnih mjesta na Zemlji, tako da se 
dobije dobar i precizan prosjek (mjerenja iz- 
nad mora, u pustinji itd.), opaža se zanimljiv 
fenomen: struja varira tako da je njezin mak- 
simum oko 19 sati, a minimum oko 6 sati po 
vremenu u Greenwichu! Ukupna varijacija 
je +15 (Slika 5.80). Bez obzira, dakle, gdje 
na Zemlji mjerili struju ili polje, maksimum 
je uvijek u isto vrijeme po Greenwichu. 


To je plauzibilno, ako se sjetimo onog do- 
bro vodljivog omotača oko Zemlje. Porijeklo 
ove verijacije je u prirodi strujanja velikih 
zračnih masa preko kontinenata i mora, te 
električnih pojava koje te zračne mase pro- 
izvode. 


5.9.3 Porijeklo atmosferskih struja 


Iz svega spomenutoga, očito je da postoje 
značajne negativne struje koje teku iz at- 
mosfere u zemlju i tako podržavaju njezin 
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Slika 5.80: Dnevne varijacije atmosferskog 
potencijala 


negativni naboj. Ove negativne struje nas- 
taju prvenstveno zbog električnih pražnjenja 
tijekom oluja. Munje, u 90% slučajeva, do- 
vode u zemlju negativni naboj kao elektrone. 
Upravo ta struja u prosjeku iznosi 1800 A. 
Na svijetu nastaje dnevno oko 300 oluja s 
munjama. Njihov broj varira, a najviše ih 
je upravo onda kad je u Londonu 19 sati. 
Ovo saznanje je uslijedilo tek dosta vremena 
nakon što je dnevna varijacija električnog 
polja i atmosferske struje bila već poznata. 


5.9.4 Električni izboji u olujama 


Opis mehanizma nastajanja oluja s mu- 
njama, ne spada u područje elektrostatike, 
ali je neophodan dio opisa ukupnih električ- 
nih pojava u atmosferi. Stoga ćemo ga ovdje 
obraditi samo u najbitnijim detaljima. Me- 
teorološki aspekti oluja spadaju u posebno i 
fascinantno područje geofizike u koje ovdje 
ne možemo ulaziti. 

Gotovo svakoj oluji s atmosferskim elek- 
tričnim izbojima prethodi formacija oblaka 
koje nazivamo kumulusima. (Ovo ne impli- 
cira da pojava kumulusa dovodi obavezno do 
oluje!) Općenito oluja će se sastojati od ne- 
koliko ćelija koje se formiraju neovisno jedna 
od druge. Ćelija je područje u kojemu se svi 
osnovni procesi oluje odvijaju. Formiranje 
ćelije je termodinamički proces u atmosferi. 

Pod određenim uvjetima, topli i vrlo 
vlažni zrak se u nekom području počne di- 
zati i to tako da mu brzina dizanja raste 
s visinom. Dizanjem, zrak se hladi, a vo- 
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dena para se pri tome kondenzira. Pri tome 
okolni zrak sa strane biva povučen prema 
vertikalnoj struji kao na slici (Slika 5.81) li- 
jevo. Ovo je važan, ranije zanemaren detalj, 
jer je uloga ovog nadošlog zraka sa strane 
bitna za dalji proces buduće oluje. 


Kad zrak i vodena para dospiju u područje 
gdje je temperatura ispod 0% C stvaraju se 
kristali leda odnosno pahuljice snijega. Kad 
Sunce grije zemlju zrak se također grije i 
diže. No, to ne znači da će se uvijek pojaviti 
kumulus oblak. Koji su ostali uvjeti? 

Vidimo odmah da bi se suhi zrak, čim 
se digne, uslijed dilatacije ohladio i uskoro 
bi bio u ravnoteži sa okolnim zrakom. Isto 
tako, hladniji zrak bi padao pa bismo opet 
imali stabilnu termodinamičku ravnotežu. 
Intuitivno osjećamo da vlaga u zraku igra 
važnu ulogu, jer bi moguća kondenzacija 
vodene pare dovela do grijanja zraka zbog 
oslobađanja latentne topline kondenzacije. 
Promatrajmo ovo malo detaljnije uz pomoć 
odgovarajućeg dijagrama (Slika 5.82). Tem- 
peratura prosječno vlažnog zraka opada s 
visinom što je na dijagramu prikazano kri- 
vuljom a. 


Suhi i topli zrak bi se dizanjem hladio, ali 
bi zbog pomanjkanja vodene pare kondenza- 
cija izostala pa bi ovisnost temperature ovog 
zraka o visini bila ,strmija" kako što prika- 
zuje krivulja b (ovo je uglavnom adijabata 
zbog velike mase zraka u pitanju). Vidimo 
da bi ovako suhi zrak vrlo brzo postao hlad- 
niji od okolnog (čiji temperaturni gradijent 
predstavlja krivulja a) pa nema razloga da 
se on uopće diže. Krivulja b predstavlja mak- 
simalni stabilni gradijent; za vrijeme vedrog 
i relativno suhog dana ovisnost temperature 
zraka o visini mogla bi se prikazati krivu- 
Пош koja leži negdje između b i a. možemo 
reći da je ovaj zrak u stabilnoj mehaničkoj 
ravnoteži. 


Pretpostavimo sada da imamo izvjesnu 
količinu vlažnog zraka koji se diže. Njegova 
adijabatska krivulja bit će znatno različita, 
od krivulje b. Kako је već rečeno, sada kon- 
denzacija vodene pare oslobađa toplinu pa se 
vlažni zrak manje hladi prilikom dizanja od 
suhog zraka. Ovisnost njegove temperature 
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Slika 5.81: Razvoj olujne ćelije. 


temperatura 


atmosferska visina 


Slika 5.82: Temperatura atmosfere 


o visini izgleda kao krivulja c. Vidimo da 
će ovaj zrak ostati uvijek topliji od manje 
vlažnoga koji je u okolini i nastavit će se 
dizati dok ne stigne u visine gdje je gotovo 
sva vodena para kondenzirana. Katkada su 
to vrlo velike visine. Vrlo važan fenomen, 
koji je ranije zanemaren, jest pojava da brzo 
uzlazeći zrak dovodi do pada lokalnog tlaka 
i time do , usisavanja" okolnog, manje vlaž- 
nog, zraka u ćeliju (Slika 5.81). Mjerenja su 
pokazala da krivulja temperaturne ovisnosti 
ovako pomiješanog zraka o visini izgleda po- 
put d na dijagramu. 

Kad se olujna ćelija dobro razvila, po- 


prima oblik kao kruška obrnuta s debljim 
krajem na gore (Slika 5.81). Kažemo da 
je ćelija ,,zrela", jer sada se u njoj počinju 
razvijati olujni procesi. Vrh ćelije je negdje 
na 10 000 ili 15 000 metara. 

Brzina vertikalnog strujanja u njezinom 
središtu znade biti 100, 200, a katkada i više, 
kilometara na sat. Kristali leda se formiraju 
oko jezgara (nukleusa), a vodena para se 
onda kondenzira odmah na te kristale. Ako 
su strujanja bila vrlo jaka, nastaje veliki broj 
kapljica pothlađene vode koje se sudarom 
s kristalima leda odmah same slede i mogu 
tako obrazovati velike komade leda koji zbog 
svoje mase počnu propadati i stvarati tuču. 
Padanjem, komadi leda prouzrokuju lokalno 
strujanje prema dolje. Ovo je važan detalj, 
jer vidimo da je ovaj zrak sada već manje 
vlažan od okoline (iz njega se upravo kon- 
denzirao dobar dio vodene pare) i jednom 
kad počne padati ima težnju da i dalje sve 
brže pada. 

Krivulja d je manje strma od krivulje c, 
ali zrak je još uvijek dosta vlažan. Ako sada 
padanjem biva stlačen i ako se više ne mi- 
ješa s okolnim zrakom (kojega je na manjim 
visinama i onako manje usisano) njegova 
temperaturna ovisnost o visini će sada slije- 
diti krivulju slične strmine kao što je krivulja 
c. Iz slike 5.82 u sredini vidimo da će ovaj 
zrak iz točke 2 slijediti krivulju paralelnu 
s krivuljom c i uskoro stići u okružje koje 
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je toplije od njega. Sada je proces pada- 
nja kumulativan i dovodi do dobro poznatog 
olujnog vjetra i obilne kiše popraćene mu- 
njama. Vidimo, dakle, da je nestabilnost ci- 
jelog sistema uvjetovana upravo usisavanjem 
hladnijeg i manje vlažnog zraka iz okoline 
ćelije. Uzgonsko strujanje, međutim, još se 
uvijek odvija u nekim dijelovima ćelije, što 
uzrokuje vrlo jake vrtložne vjetrove koji su 
u stanju ozbiljno oštetiti ili uništiti avione 
koji bi se u ćeliji našli. 

Za nas je ovdje od naročitog interesa to da 
u času pojave strmoglavog strujanja nastaju 
i električni fenomeni. Oni traju sve dotle 
dok se većina krupnih kapi kiše konačno ne 
slije iz oblaka. Nakon toga kiša oslabi, zrak 
se prestaje dizati; u velikoj visini nastaje 
zatišje i ćelija dobije oblik nakovnja, uslijed 
različitih horizontalnih strujanja kao na slici 
5.81 desno. Kad precipitacija kiše prestane 
ćelija se raspadne i oblak raziđe. 


5.9.5 Mehanizam separacije naboja и at- 
mosferskim izbojima 


Kako izgleda mehanizam električnog izboja 
koji nazivamo munjom? Mjerenja dipolnog 
momenta raznih olujnih ćelija pokazuju da 
u gornjoj polovini ćelije dominira pozitivni 
naboj, a u donjoj polovini negativan naboj, 
izuzev malog, pozitivno nabijenog, područja 
u donjem dijelu oblaka (Slika 5.83). Nije 
sasvim jasna uloga ovog malog pozitivnog 
područja ni njegova važnost. 

Negativan naboj u donjem dijelu oblaka 
stvara napon od 20 do 100 MV u odnosu na 
zemlju i on dovodi do pražnjenja koji nazi- 
vamo munjom. Pražnjenje između jednog 
i drugog dijela oblaka je također vrlo često 
i po prirodi slično pražnjenju prema zemlji. 
Svaka munja isprazni oko 20 do 30 coulomba 
naboja pa se postavlja pitanje kako brzo 
oblak nadoknađuje ovaj gubitak. Mjerenja 
dipolnog polja pokazuju da se oblak ,,opo- 
ravi" za otprilike 5 sekundi(!) što ukazuje 
da ,, generator" separacije naboja u oblaku 
daje struju od oko 4 A. Problem je naći mo- 
del koji bi objasnio funkcioniranje ovakvog 
generatora. Jedan od ranih modela pripada 
C.T.R. Wilsonu, koji je poznat po izumu ma- 
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Slika 5.83: Distribucija naboja u razvijenoj 
olujnoj ćeliji 


glene komore koja nosi njegovo ime. Model 
nije jako plauzibilan, ali u literaturi puno 
boljih modela još nema. Stoga Wilsonov 
model može poslužiti kao polazište. 

Pretpostavimo da imamo kap vode koja 
pada kroz zrak u prostoru gdje postoji elek- 
trično polje. Kapljica će se polarizirati tako 
da joj donji dio nosi pozitivan a gornji nega- 
tivan površinski naboj (Slika 5.84). Ako u 
oblaku postoji znatan broj velikih iona, koji 
su spori, kapljica će, zbog donjeg, pozitiv- 
nog, naboja, otkloniti pozitivne, a privući 
negativne ione i tako dovesti negativni naboj 
u donji dio oblaka. 

Ova teorija ne zadovoljava iz više razloga. 
U prvom redu, nije jasno odakle toliki broj 
velikih iona koji bi podržavali struju munja. 
Pitanje se također postavlja, zašto bi kapi 
kiše ostavljale naboj u donjem dijelu oblaka, 
umjesto da ga odvode sobom ravno u zemlju. 
Poznato je da su munje povezane s jakim 
kišama, dok ih slaba kiša rijetko proizvodi, 
a snijeg praktički nikada. 

Od vremena Wilsona neke su činjenice, 
povezane s krupnim kapima kiše, postale 
jasnije. Kap vode koja slobodno pada go- 
tovo nikada ne poprima idealizirani oblik 
„ѕиле”, s oblim dnom i zašiljenim „герош”. 
Brza fotografija je otkrila da male kapi vode 
u padu poprimaju uglavnom ,krumpirasti? 
ili nepravilno okrugli oblik. Velike kapi, na- 
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kišna kapljica koja pada 


veliki ioni 


Slika 5.84: Model polarizacije naboja u pa- 
dajućoj kaplji vode 


protiv, dobivaju oblik svinute pogače s ras- 
trganim obodom (Slika 5.85). Ovaj obod 
izložen je vrlo turbulentnom strujanju pa se 
s njega neprestano otkidaju male kapljice 
vode. 


OBLIK KIŠNE KAPLJICE 


Slika 5.85: Formiranje i oblik padajućih kap- 
lji 


Iz ovog eksperimentalnog podatka nije te- 
ško zaključiti da će u, električnom polju, ove 
kapljice biti negativno nabijene (zbog po- 
larizacije velike kapi) i da će velika kap sa 
sobom prenijeti višak pozitivnog naboja u 
zemlju. Male kapi padaju vrlo sporo i, neke 
ali ne sve, bivaju pokupljene od kapi koje 
nailaze, da bi se opet proces atomizacije kapi 
ponovio. Ovaj mehanizam objašnjava pori- 
jeklo velikog broja velikih negativnih iona, 
kao i činjenicu da samo jaka kiša ostavlja 
negativni naboj u obliku obilne, negativno 
nabijene, „гозе” i tako proizvodi električne 
izboje. Uz ovaj mehanizam lako je zamisliti 
i dodatni efekt hidroelektroforeze koja bi 
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mogla znatno doprinositi generiranju dodat- 
nog naboja.?? 

Hipoteza od doprinosu hidroelektroforeze 
dobiva podršku i u činjenici da se u oblaku 
formiraju i pozitivno nabijene domene koje 
dovode do unutrašnjeg pražnjenja. Ovu do- 
datnu ,teoriju" ovdje navodimo ad hoc u 
odsutnosti bolje. 

Bez obzira na teorije o mehanizmu separa- 
cije naboja, bitno je ovo: U olujnoj ćeliji se- 
paracija naboja dovodi do dizanja pozitivnog 
naboja do vrha oblaka i do njegovog razno- 
šenja po višim slojevima atmosfere. Snimke 
olujnih oblaka iz satelita pokazuju da munje 
sijevaju i s vrha oblaka u izvanplanetarni 
prostor! Izboj proizvodi svjetlost raznih val- 
nih dužina i ima, kvalitativno gledano, oblik 
korone. Ovo nema nikakve veze s polarnom 
svjetlosti (lat. aurora borealis) koja nastaje 
kao rezultat bombardiranja atmosfere od 
strane ionizirajućih čestica. 

Negativni naboj se nagomilava u nižim 
slojevima oblaka gdje ga munja prazni, bilo 
u zemlju, bilo u drugi dio oblaka. 


5.9.6 6 


Slike atmosferskih izboja dobivenih brzim 
kamerama (korištenjem pomičnog filma ili 
objektiva) pokazuju dobro vremensku i pros- 
tornu strukturu munje. Ova struktura je 
dosta složena. Budući da je naboj nagomilan 
negativan, očekujemo da će proces pražnje- 
nja oblaka započeti elektronima. Iako praž- 
njenje može nastati između dijelova oblaka, 
ovdje ćemo opisati pražnjenje prema zemlji. 
Ono se odvija ovako: 

Samu iskru prethodi mala svijetla ,mrlja? 
koja se kreće od oblaka prema dolje velikom 


? 


25ројауа separacije naboja na granici medija iz- 
među vode i neke čvrste supstancije pored koje voda 
teče, a koju nazivamo elektrohidroforeza, otkrivena 
je u prvoj trećini XX. stoljeća. Ova pojava se danas 
koristi za istraživanje podzemnih voda. (Umjetni 
udarni valovi se generiraju na površini terena i iza- 
zivaju elektroforetični efekt na granici vodene mase 
i stijenja. Tako nastali električni signal se očitava 
osjetljivim elektrometrijskim instrumentima). Naža- 
lost kvantitativni podaci o hidroelektroforezi između 
velikih kapi vode i zraka (kao drugog medija) su 
u najmanju ruku oskudni. Ovakvi eksperimenti su 
teško reproducibilni pa je malo istraživača koji su 
dovoljno motivirani da se u takve projekte upuste. 
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brzinom (oko c/6). Mrlja putuje oko 50 
metara i zastane s pauzom od oko 50 us, 
da bi zatim nastavila put u nekom drugom 
smjeru, granajući se katkada kao na slici 
5.86a. Ovo se nastavlja sve do dolaska mrlje 
na zemlju. Iza sebe mrlja ostavlja obilnu 
količinu elektrona i iona u obliku stupa u 
kojemu je zrak stoga vrlo dobro vodljiv. 


Zbog toga se čitav, ili većina naboja, iz 
oblaka tako isprazni u zemlju. Čim većina 
negativnog naboja izađe iz stupa, pozitivni 
ioni se počnu penjati natrag prema oblaku, 
da bi neutralizirali zaostali negativni naboj. 
Ovaj pozitivni stup, koji se penje prema 
oblaku, predstavlja svjetleći i zvučni dio 
(grom) munje (Slika 5.86c). Pražnjenje po- 
zitivnog stupa proizvodi izboje zbog velike 
topline ionizacije i rekombinacije u stupu. 
Struja munje je oko 10 000 A. Nakon par sto- 
tinki sekunde, povratni stup nestaje i opet 
grupa elektrona počinje svoj put prema zem- 
lji. 

No, ovaj put prethodnica ne zastaje, već 
odmah slijedi prethodno stvoreni put. Osim 
toga, ovaj put nemamo svijetle mrlje. Po- 
vratni stup opet se penje do vrha i opet 
nastaje munja. Munja, dakle, udara na isto 
mjesto, ne samo dvaput, već mnogo puta i 
to brzo uzastopce pa nam cijeli izboj izgleda 
kao da je cjelovit proces. U slučaju kad 
se munja račva može se dogoditi da jedna 
grana i ne stigne do zemlje prije nego što 
se pozitivni stup podigne i neutralizira sav 
naboj unatrag. 


Osim ovdje opisanog „standardnog” nas- 
tajanja munje, postoje i atipični fenomeni 
munja, pa i oni koje nije lako ni točno ra- 
zumjeti, kao što su „kuglaste? munje i sl. 
U laboratoriju je teško ovakva pražnjenja 
reproducirati pa su eksperimentalni podaci 
oskudni. 


26] eclanchć, koji je poznat po svojoj čuvenoj ba- 
teriji (koju još uvijek koristimo u džepnim svjetilj- 
kama), jedan je od istaknutih istraživača mehanizma 
egzotičnih atmosferskih izboja. Opisi njegovih po- 
kusa su fascinantni ali, nažalost, slabo dostupni 
suvremenoj znanstvenoj javnosti. 
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5.10 Dielektrici 
5.10.1 Dielektrična konstanta 


Do sada smo, u više navrata, promatrali 
kako se ponašaju vodiči u električnom polju. 
Pogledajmo sada pobliže što se dešava u 
unutrašnjosti dielektrika kada na njih djeluje 
vanjsko električno polje. 

Već je Faraday otkrio da prisutnost di- 
elektrika između ploča kapacitora dovodi 
do povećanja kapaciteta za faktor koji ovisi 
O prirodi dielektrika. Iz relacije Q = CV 
znamo da će, za određeni naboj na pločama, 
prisutnost dielektrika dovesti do pada na- 
pona. To, nadalje, znači da će se električno 
polje u prostoru između ploča kapacitora 
smanjiti. 

Korištenjem Gaussovog zakona možemo 
lako vidjeti što se događa. Tok polja iz svake 
zatvorene plohe proporcionalan je naboju 
koji je sadržan u volumenu unutar plohe. 
Definirajmo, dakle, prikladnu plohu S koja 
obuhvaća dio ploče kapacitora, kao i dio 
dielektrika (Slika 5.87). (Plohu oblikujemo 
tako da je tok kroz dio plohe ortogonalan 
na ploče, nula). 

Vidimo da je prisutnost dielektrika dovela 
do redukcije polja, očito zbog prisutnosti 
naboja na površini dielektrika. Ukupan na- 
boj unutar plohe je, dakle, reduciran. To 
implicira da je naboj na površini dielektrika 
suprotan naboju na ploči, a, kako je po- 
lje samo reducirano, ovaj naboj je manji 
od prvobitnog naboja na ploči. Nameta- 
njem vanjskog polja dielektriku dovelo je do 
pojave naboja na površini istog. Da smo 
umjesto dielektrika stavili materijal od vo- 
diča, naboj na površini ovog umetka bi bio 
jednak i suprotan naboju na ploči (što se 
opet može lako pokazati korištenjem Gausso- 
vog zakona). Vidimo da dielektrik možemo 
prikazati modelom u kojemu bi se on sas- 
tojao od mnoštva malih kuglica od vodlji- 
vog materijala koje su međusobno odvojene 
vakuumom (Slika 5.88). Ovo je, u stvari, 
upravo model koji je Faraday predložio, u 
odsutnosti detaljnijeg znanja o mikroskop- 
skoj strukturi materije. 

Mi danas znamo da Faraday nije bio da- 
leko od istine; kuglice valja naprosto smanjiti 
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pozitivni naboji 


(b) 


(c) 


vodič 


vodič‏ پ پچ 


Os ча vodič 


Slika 5.87: Pločasti kapacitor 


do atomske ili molekularne skale. 


5.10.2 Vektor polarizacije P 


Ono što je bitno za kvalitativno razumijeva- 
nje pojava unutar dielektrika jest koncept 
da se u njima može inducirati veliki broj di- 
pola. Nastaju li dipoli zbog toga što se radi 
o velikom broju vodljivih kuglica ili ne, nije 
bitno. Ipak valja naglasiti da mehanizama 
stvaranja dipola ima više. Opišimo stoga 
jedan koji se javlja uvijek kad je dielektrik 
u vanjskom električnom polju i vrlo je, bar 
u principu, jednostavan. 

Atom ima pozitivnu jezgru i elektronski 
omotač. Pod utjecajem vanjskog polja elek- 
tronski omotač se deformira tako da se te- 
žišta pozitivnog i negativnog naboja raz- 
maknu i atom, gledan iz daleka, izgleda kao 
dipol (Slika 5.89). Kako je vanjsko polje vrlo 
slabo u usporedbi s onim u blizini atoma, 


Slika 5.88: Pločasti kapacitor 


razumno je pretpostaviti da će njegov utje- 
caj biti malen i da ćemo stoga imali linearnu 
ovisnost polarizacije atoma o jakosti namet- 
nutog polja. 


Električno polje 


negativni inducirani naboj 
pozitivni inducirani naboj 


Slika 5.89: Model dielektrika 


Ako je dio pomaknutog naboja g, a srednji 
pomak ô, onda je nastali dipolni moment qô. 
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Ako u jedinici volumena dielektrika imamo 
N atoma onda je moment jediničnog volu- 
тепа dielektrika № qô. . Ovu veličinu označa- 
vamo vektorom P čiji smjer je dan smjerom 
ô.: 

P=N 48 


Općenito P se mijenja od mjesta do 
mjesta u materijalu. U nekoj danoj točki, 
međutim, P je proporcionalan polju E. 
Konstanta proporcionalnosti ovisi o prirodi 
materijala. 


5.10.3 Naboj polarizacije 

Primijenimo li upravo opisani model па di- 
elektrik u električnom polju, pitamo se hoće 
li u nekom dijelu materijala doći do viška 
naboja. Ako je P jednak posvuda u ma- 
terijalu, onda, gledano u cjelini, neće doći 
do viška naboja, iako će, zbog pomaka su- 
protnih naboja, doći do promjene njegove 
lokalne gustoće. Ako P nije isti posvuda 
u materijalu, doći će do promjene gustoće 
naboja na skali koja je reda neizotropnosti 
materijala. ovakve slučajeve nećemo proma- 
trati, jer ne donose ništa kvalitativno nova. 
Stoga ćemo se ograničiti na problem kapa- 
citora s homogenim dielektrikom, tj. onim 
u kojemu je P posvuda isti. Ovo nam omo- 
gućava da gledamo što se dešava samo na 
površini dielektrika. 

Na osnovu prethodnih pretpostavki, lako 
je zamisliti da će se s jedne površine naboj 
podići za iznos 6, a da će na suprotnoj povr- 
šini isti naboj za toliko utonuti, ili da će se 
suprotni naboj za toliko podići (Slika 5.90). 
Na površini će se, dakle, pojaviti naboj po- 
larizacije. 


Slika 5.90: Polarizacija dielektrika 


Ako je N broj elektronskih naboja u je- 
diničnom volumenu materijala (to ne mora 
biti onaj isti Л koji smo koristili prije), a 
LEONTIĆ: 
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0 je pomak koji smo već definirali, onda je 
površinska gustoća naboja polarizacije 


Spol = Nqeð = P 
što je, dakako, jednako iznosu P. 

Ovaj naboj je nastao zbog prisutnosti na- 
metnutoga električnog polja, a ovo je opet 
stvoreno prisutnosti slobodnog naboja na 
pločama kapacitora ,ېږوه‎ koji smo na ploče 
doveli. Kad kapacitor ispraznimo, slobodni 
naboj s ploča nestane, a сри također „nes- 
tane" tj. povuče se natrag u materijal uslijed 
relaksacije polarizacije u materijalu. 

Električno polje u dielektriku je, dakle, 
umanjeno, što se kvantitativno lako provjeri 
primjenom Gaussovog zakona 


Р‏ چو اا 


0 0 


Osl — Opol _ 


Ба = 


Budući da је Р ovisan o Eg možemo polje 
u dielektriku izraziti upotrebom konstante 
proporcionalnosti. Ovo obično pišemo kao 


tu 


Osl 1 


P 
E 
w (SE) 


gdje se x naziva električna susceptibil- 
nost dielektrika. Polje je, dakle, reducirano 
za faktor 1/(1+ x). Vidimo da je: 


Osl d 
€0(1+) 
pa je kapacitet kapacitora onda 


C= mai _ ко 
Kapacitet se povećao za faktor (1+ х) u 
odnosu na slučaj gdje je između ploča va- 
kuum. Konstanta K se naziva dielektrična 
konstanta materijala, iako ovaj parametar 
nije nužno konstantan za svaki materijal, na 
svakoj temperaturi i, kako je već rečeno, za 
isto polje.?“ 


V = Ed = 


27 Električna susceptibilnost x povezana je s di- 
električnom konstantom к Као x=x—1. Kako je u 
slučaju vakuuma x =0 к = 1 к nazivamo i relativna 
dielektrična konstanta koja se u literaturi označava 
i Као er. 
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Ne ulazeći u detalje potencijalnih pro- 
blema, pogledajmo, kvalitativno, što se do- 
godi ako P nije posvuda isti u materijalu. 
Kako je već rečeno, pojavit će se lokalni vi- 
šak gustoće naboja na makroskopskoj razini. 
Da bismo prosudili koliko bi ovo moglo iz- 
nositi, nađimo izraz za količinu naboja koja, 
prilikom polarizacije, prođe kroz neku plohu 
u materijalu. Za općenitu orijentaciju P-a 
to je 


-> 
> 


Spol = Р.п 
gdje је 7 jedinični vektor normalan па plohu. 
Vidimo da, ako je P tangencijalan na plohu 
nikakav naboj kroz nju ne prolazi, što je 
očito. Ako je ploha u unutrašnjosti mate- 
rijala, nikakav površinski naboj se na njoj 
ne pojavljuje, jer jednake količine suprotnih 
naboja prođu u suprotnim smjerovima. Ako 
ploha zatvara neki volumen, međutim, može 
se pojaviti promjena gustoće naboja u tom 
volumenu (Slika 5.91). 


Slika 5.91: Dielektrici 


Ukupni naboj koji je istisnut iz volumena 
V polarizacijom je tada 


AQpa = -f P- ñda 
S 


gdje je S ploha koja omeđuje volumen V. 
Ovu promjenu naboja možemo povezati s 
pojavom polarizacijske gustoće naboja рро, 
tako da je 


AC; | PpoldV 
V 


iz čega vidimo da je 


Ја -- | 6 
۷ 5 
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Ovo je nešto poput Gaussovog zakona koji 
povezuje volumnu gustoću naboja polariza- 
cije s vektorom polarizacije P. Vidimo da 
je ova relacija točna ako je primijenimo na 
dielektrik unutar kapacitora s paralelnim 
pločama. Primjena Gaussovog teorema daje 


nam 
| B.ida= | ۷ 
S 


Ppol = -V.P 


iz čega 


U slučaju nejednolike polarizacije možemo 
dobiti konačan iznos za ppo} u nekom ko- 
načnom volumenu. Ovaj naboj polarizacije 
nazivamo tim imenom da se podsjetimo kako 
je nastao. 


5.10.4 Jednadžbe elektrostatike s dielek- 
tricima 
Na prvu Maxwellovu jednadžbu 
V.E=#f 
€0 
možemo sada primijeniti ono što smo gore 
izveli 


> -> 


SF Psl + Ppol — وم‎ V: P 
€0 €0 


ili 


Jednadžba za rotaciju E je nepromijenjena 
VxE=0 
Budući da je P= کلمد‎ vidimo da je 


_ Psl 


Vi تا‎ А =ў. (sE) = 
Dielektričnu konstantu к nismo izvukli iz di- 
vergencije zbog toga što ona ne mora svuda 
i uvijek biti jednaka. Ukoliko imamo speci- 
jalni slučaj da jest jednaka, onda je možemo 
izvući kao faktor. 
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Jedna historijska primjedba 
U vrijeme dok mehanizam polarizacije nije 
bio sasvim jasan, fizičari nisu uzimali u obzir 
postojanje рро pa је psi smatran ukupnim 
nabojem. Da bi pisali Maxwellove jednadžbe 
na jednostavan način, koristili su vektor D 
koji iznosi 

D= oË + P 
pa to daje jednadžbu 

У.Р = ps 


Vidimo da je 


-> -> > 


D=e(l+xE=kKeE 
što je obično bilo pisano kao 
D=eE 


gdje je simbol € nosio ime permitivnost di- 
elektrika. 


є= кєр = 60(1+ х) 


Danas stojimo na stanavištu da su jed- 
nadžbe za vakuum uvijek točne; ako znamo 
gdje su naboji, znamo rješenje. Vidimo, 
osim toga, da korištenje permitivnosti kao 
konstante nije točno, jer ova može ovisiti o 
E. Gornja jednadžba je, dakle, aproksima- 
cija, nešto poput Hookeovog zakona i nije 
fundamentalnog karaktera. 


5.10.5 Polja i sile s dielektricima 
Sada valja izvesti neke općenite teoreme elek- 
trostatike koji se odnose na situacije gdje 
imamo prisutne dielektrike. 
Vidjeli smo da je u prisutnosti dielektrika 
9. (+8) = ٩۹ 
€0 
і da је 
Ух Е=0 
Ovo posljednje је isto Као da napišemo 
Vx (KE = 0, pod uvjetom da је к kons- 
tanta posvuda. U tom slučaju možemo lako 


pokazati da se svi zaključci u vezi s kapaci- 
torom s paralelnim pločama mogu proširiti 
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na bilo kakav kapacitor, pod uvjetom da di- 
elektrik ispunjava sav prostor gdje se nalazi 
električno polje. 

Vidimo, dakle, da se uvođenjem jednoli- 
kog dielektrika (konstantnog K) električno 
polje smanjuje za faktor > u odnosu na polje 
u vakuumu. Potencijal se smanjuje za isti 
faktor, a kapacitet raste za faktor к. Što je 
sa silama? 

Uzmimo npr. homogeni tekući dielektrik. 
Silu možemo dobiti tako da deriviramo ener- 
giju po putu. U slučaju dvaju vodiča s jedna- 
kim i suprotnim nabojem U = с Ргїпсїр 
virtuelnog rada nam daje 

1 
(с) 


Q? д 

2 дх 
Sila je, dakle, manja u dielektriku od one 
koju bismo imalu u vakuumu, jer ovisi o 
Ф. Опа će biti manja za faktor к. Ovo 
je, dakako, točno samo u slučaju tekućeg di- 
elektrika. Kod čvrstog dielektrika doći će do 
mehaničkih sila u samom dielektriku, a time 
i do promjene njegovih električnih svojstava. 
Stoga neki udžbenici fizike pogrešno pišu da 
je iznos sile 


F= 4142 
4٠ 


što je točno samo za tekuće dielektrike čiji je 
K konstantan; uvijet koji je samo djelomično 
ispunjen kod većine realnih materijala. 

Kad je već riječ o silama na same dielek- 
trike, pitamo se zašto nabijeni štap privlači 
i drži komadiče dielektrika poput kuglica sti- 
ropora, papira i sl. Odgovor na ovo pitanje 
se svodi na pojavu polarizacije dielektrika 
u nehomogenom polju. Pri tome se na di- 
elektriku pojave pozitivni i negativni naboji, 
no jedni od njih su u jačem polju (Slika 
5.92). Tada je sila u smjeru jačeg polja (u 
homogenom polju ukupna sila bi bila nula). 
Možemo se lako uvjeriti da je sila proporci- 
onalna gradijentu kvadrata polja. 

Naime, naboj polarizacije je proporciona- 
lan polju, ali je i sila. To nam daje kvadrat. 
No sila je također proporcionalna nehomoge- 
nosti polja, tj. gradijentu, pa je ukupna sila 
proporcionalna gradijentu kvadrata polja, 
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dielektrični 
objekt 


Slika 5.92: Dielektrici 


dielektričnoj konstanti materijala i geome- 
trijskim faktorima. 

Još jedan interesantan problem je izraču- 
navanje sile na dielektrik koji je djelomično 
uronjen u prostor između ploča kapacitora 
(Slika 5.93). Problem bi bio potencijalno 
kompliciran, ali se vrlo lako dade riješiti me- 
todom virtuelnog rada. 


Slika 5.93: Dielektrici 


Ako dielektrik izvučemo djelomično iz ka- 
pacitora postoji sila koja ga nastoji natrag 
povući. Ne ulazeći u sam mehanizam sile, 
što bi bilo komplicirano, vidimo da je izvlače- 
nje dielektrika iz kapacitora pomak sistema 
prema stanju više energije. Silu lako dobi- 
jemo: 

p, = 2U V2 9С 
"Om 2 07 
Uvrštavanjem relevantnih parametara mo- 
žemo silu numerički izračunati. 
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5.11 Struktura dielektrika 


5.11.1 Dipolne molekule 


Do sada smo uglavnom promatrali makro- 
skopska svojstva dielektrika. Postavlja nam 
se pitanje: kakav je sam mikroskopski meha- 
nizam polarizacije. Ovo je važno pitanje, jer 
kad bismo znali na njega odgovoriti, onda bi 
mjerenje dielektrične konstante moglo dati 
dosta informacija o atomskim i molekular- 
nim osobinama materijala. 


Zašto je neki materijal dielektrik? Jedan 
jednostavni model polarizacije na atomskoj 
skali smo već promatrali i za taj mehani- 
zam, elektronsku polarizaciju, rekli smo da 
je prisutan kod svih dielektrika. Postoje, me- 
đutim, i drugi mehanizmi. Osim toga, model 
koji smo promatrali odnosi se na samotni 
atom u električnom polju, ili, u najboljem 
slučaju, na vrlo rijetku materiju poput plina 
na atmosferskom tlaku. Čak i onda, ovaj 
model vrijedi za , jednostavne" plinove, po- 
put kisika, dušika itd., čije molekule su vrlo 
simetrične i nemaju nikakav permanentni di- 
polni moment, tj. nepolarne su. Kod nekih 
drugih plinova, poput vodene pare, imamo 
dodatni utjecaj permanentnog dipolnog mo- 
menta molekula. Kod ovakvih polarnih 
molekula javlja se neizbježiva elektronska, 
polarizacija, ali i dodatni utjecaj dipola mo- 
lekule. U gustoj materiji električno polje nije 
jednako vanjskom polju pa je potrebno ovo 
polje u unutrašnjosti materijala izračunati. 


5.11.2 Elektronska polarizacija 


Pretpostavimo da imamo neki jednoatom- 
ski plin poput helija. U električnom polju 
atom će poprimiti dipolni moment, zbog već 
opisane deformacije atomskog oblaka u od- 
nosu na atomsku jezgru. Vidjeli smo da će 
iznos električnog dipolnog momenta biti pro- 
porcionalan nametnutom električnom polju. 
Svaki individualni elektron u nametnutom 
polju biva pomaknut iz svojeg normalnog po- 
ložaja ravnoteže, kako što bi i harmonički os- 
cilator bio pomaknut pod utjecajem vanjske 
sile, iz svog ravnotežnog položaja. U oscili- 
rajućem polju elektron bi slijedio jednadžbu 
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gibanja oscilatora koji prisilno oscilira: 


Фа 9 
т-у + тш = qeE 
Ako električno polje oscilira frekvencijom w 
dobijemo već poznato rješenje: 


r=- له‎ 
m (w =w?) 
U slučaju gdje wo = w imamo rezonanciju. 
(U slučaju svjetlosti frekvencije w imamo 
apsorpciju). 

U elektrostatskom slučaju vanjsko polje 
je konstantno pa je w = 0 i tada imamo 

_ qeE 


2 
MWO 


Iz toga slijedi dipolni moment jednog atoma: 


qE 
P = qet = 


2 
MWI 


Držimo na pameti da je ovo samo grub mo- 
del. Čitav elektronski oblak se pomiče, a ne 
samo jedan elektron. No, ovdje pojednos- 
tavnjujemo model i kažemo da je to ekviva- 
lentno pomicanju jednog elektrona iz tezišta 
naboja za iznos x. Možemo onda pisati 


P= aegE 


gdje je a polarizabilnost atoma a ima di- 
menziju volumena, [25]. Konstanta a je, 
dakle, veličina koja nam pokazuje kako je 
lako polarizirati neki dani atom. U našen 
jednostavnom modelu 


42 4те? 
Q = 5 = —3 
EOMW(Y тод 


Vidimo аа је 
P=Np= NaegE 
idajek—1= Na tj. 


ArNe? 


к—1= 
2 
MW 


Ovaj rezultat pokazuje ovisnost dielektrične 
konstante o gustoći plina i o frekvenciji wo 
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optičke apsorpcije. Model je očito naivan, 
jer npr. ignorira činjenicu da postoji više 
apsorpcijskih frekvencija. Uostalom, model 
se ne služi kvantnom mehanikom pa je nužno 
sasvim kvalitativan. Ipak je koristan, u što 
se možemo uvjeriti. U slučaju atoma vodika, 
energija ionizacije je 

Ex 1 met 
72 2 
možemo reći da je ova energija jednaka йодо. 
Dakle, 


iz čega 


2 3 
a = 167 (2) 
те 


No, Mj je radijus atoma u osnovnom stanju, 
a to je 0.528 A. Ako uzmemo da je N = 
2.69 х 101? , dobijemo da je к = 1.00020. 
Mjerenja daju к = 1.00026. 

Slaganje s pokusom je odlično, ako uz- 
memo u obzir naivnost modela, kao i či- 
njenicu da je vodik dvoatomski plin dok se 
model odnosio na jednoatomski plin. Za he- 
lij, slična usporedba daje к, = 1.000050, 
što možemo usporediti s mjerenim кез = 


1.000068. 


5.11.3 Polarne molekule 

Iz svega što je već rečeno, očekujemo da 
će polarne molekule još dodatno doprinijeti 
dielektričnoj konstanti (uz obaveznu elek- 
tronsku polarizaciju), jer će se u električ- 
nom polju nastojati orijentirati u smjeru tog 
polja. 

Molekule imaju permanentni dipolni mo- 
ment ро. Normalno su te dipolne molekule 
orijentirane nasumično i ne postoji, na ma- 
kroskopskoj skali, mjerljiva polarizacija. Uz 
to imamo i termalno gibanje molekula, koje 
nastoji molekule izmiješati i dipole nasu- 
mično orijentirati. Kad nametnemo uzorku 
vanjsko polje, dogode se dvije stvari: elek- 
tronska polarizacija i djelomična orijentacija 
dipola. Efekt orijentacije dipola je dominan- 
tan i elektronsku polarizaciju možemo za 
sada zanemariti (izuzev tamo gdje želimo 
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vrlo točan račun). Ova orijentacija je re- 
zultat dvaju suprotnih dinamičkih procesa; 
termalnog gibanja koje dipole nasumično us- 
mjeruje i vanjskog električnog polja koje ih 
nastoji usmjeriti. 

U svrhu izračunavanja stupnja orijentacije 
možemo se poslužiti principima statističke 
mehanike koje ćemo još detaljno obraditi 
kasnije. Energija dipola u električnom polju 
je Ma 

U = go(1)— gob(2) = gd. Vo 


jer A(1) — Ф(2) je isto što i d+ Vo. Isto tako 
U = —ро- E= —poE cos 0 


gdje je 0 kut između momenta dipola i 
smjera električnog polja (Slika 5.94). Vi- 
dimo da je energija minimalna kad su dipoli 
orijentirani u smjeru polja E. 


e (1) 
+q E 


(2) 
-0 


Slika 5.94: Energija dipola ро u polju E je 
-Po:E 


Korištenjem statističke mehanike može se 
pokazati (to ćemo jednom drugom prilikom 
i učiniti) da će u termalnom ekvilibriju re- 
lativni broj čestica s potencijalnom energi- 
jom U biti proporcionalan e XT, gdje je 
О (2,у,2) potencijalna energija kao funkcija 
položaja u prostoru. Pojam ove prostorne 
raspodjele možemo primijeniti i na kutnu 
raspodjelu i reći da je broj dipola koji se 
nalaze pod kutom 6 na polje u jediničnom 
prostornom kutu proporcionalan د‎ kT, tj. 


poE cos 


п(0) =nge ЕТ 


Budući da је eksponent za normalne tem- 
perature i praktična električna polja vrlo 
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malen, možemo gornji izraz napisati i kao 


роЕсоѕӣ 
n(6) = no (1+ ЕТ ) 
Ako ovu jednadžbu integriramo preko svih 
kutova moramo dobiti N, tj. broj dipola u 
jedinici volumena. Koeficijent uz ng mora 
biti jednak ukupnom prostornom kutu 47; 
dakle ng = А. 

Vidimo іх jednadžbe da će više dipola biti 
orijentirano u smjeru polja, соѕ0 = 1, nego 
u suprotnom smjeru, соѕ0 = —1. 

Da bismo izračunali P valja vektorski su- 
mirati sve momente u jedinici volumena. Re- 
zultat će biti u smjeru polja E pa možemo 
sumirati samo komponente u tom smjeru: 


P= У pgcos6; 
i 


gdje se suma odnosi na jedinični volumen. 
Ovu sumu možemo izračunati tako da inte- 
griramo preko kutne raspodjele. Dio pros- 
tornog kuta za interval oko 0 6ز‎ 0 
tako da pišemo 


P =| n(0)po cost - 2r sin даб 
0 


N [T Е соѕ 0 
==, Д ) 1 EAN و‎ 
što 6 
_ Np{E 
© ЗЕТ 


Polarizacija je opet proporcionalna polju 
E, što smo i očekivali. Također vidimo da je 
polarizacija obrnuto proporcionalna tempe- 
raturi, što je razumno za očekivati, jer više 
temperature impliciraju veći nered i dezori- 
jentaciju dipola. Ova ovisnost polarizacije 
о A je dobro poznati Curiev zakon koji 
srećemo i drugdje. Vidimo također da se 
po javlja kao kvadrat. I to je za očekivati, 
jer za dano polje sila na dipol ovisi o iznosu 
po, ali je također srednji moment polariza- 
cije ovisan o pg pa je sveukupna polarizacija 
proporcionalna pa- 

Ovom formulom ne možemo direktno iz- 
računati k, jer ne znamo iznos po, no jed- 
nadžba nam daje ovisnost к o temperaturi. 
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Tako u izrazu 


_ Р _ Мр 
© ЕЕ  3ekT 


vidimo da je к— 1 obrnuto proporcionalan 
Т i direktno proporcionalan №. Mjerenja 
vršena na raznim temperaturama za vodenu 
paru i to pod uvjetiva konstantnog N, po- 
kazuju očekivanu linearnu ovisnost م‎ 1 о 
temperaturi. I ovdje naš jednostavni model 
dobro objašnjava eksperimentalne rezultate. 

Ako na skup polarnih molekula primije- 
nimo izmjenično električno polje čija je frek- 
vencija u području mikrovalova, molekularni 
dipoli, uslijed svoje inercije, sve teže slijede 
polje kako frekvencija raste (vrijeme relaksa- 
cije polarne molekule postaje reda perioda 
oscilacija). Dakle, к opada s rastućom frek- 
vencijom. Ovo nije slučaj s elektronskom 
polarizacijom, jer elektroni, zbog svoje male 
mase, imaju daleko manju inerciju i slijede 
promjenu polja sve do optičkih frekvencija. 


5.11.4 Električno polje u šupljini u dielek- 
triku 
Obratimo sada pažnju na problem gustog 
dielektrika. U rijetkim plinovima mogli smo 
pretpostaviti da vanjsko električno polje, 
koje izaziva polarizaciju atoma i molekula 
medija, nije podložno utjecaju drugih atoma 
i molekula u plinu. Služimo se, dakle, aprok- 
simacijom rijetkog medija. U gustom me- 
diju, kao što je tekućina, susjedni atomi 
imaju značajan utjecaj na polje koje neki 
dani atom ,vidi". Razlog je u relativno ve- 
likim vrijednostima polarizacije koja se u 
ovakvim sistemima pojavljuje. Da bismo 
našli ovo modificirano polje koristimo se vrlo 
simetričnim modelom u kojemu tekućinu 
promatramo kao jednoatomski materijal. 
Zamislimo, dakle, gusti medij na koji dje- 
lujemo vanjskim električnim poljem E. Polje 
u danoj točki medija će biti dano susperpozi- 
cijom ovog vanjskog polja i polja naboja koji 
se nalaze u blizini te točke. Na nanoskop- 
skoj skali dimenzija očekujemo da će polje 
u neposrednoj blizini atoma biti vrlo jako, 
dok će u prostoru između atoma biti znatno 
slabije. Ova „zrnata” struktura uvodi velike 
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komplikacije u moguće modele, ali sjetimo se 
da su mjerljivi efekti makroskopski, pa nas 
zapravo zanima kako se cijeli kolektiv atoma 
i molekula ponaša pri polarizaciji. Stoga mo- 
žemo zrnatu strukturu ,izpeglati" tako da 
se ponaša ,prosječno" tj. da u unutrašnjosti 
materijala djeluje neko srednje polje koje 
onda proizvodi traženi efekt u cijeloj matrici 
materijala. 

Ipak ne možemo smatrati da neki „рго- 
sječni" atom ,vidi" ovo ,prosječno" polje, a 
da pri tome ne uzmemo u obzir geometrijske 
aspekte. U to se možemo lako uvjeriti ako 
se zapitamo koliko je polje u šupljini unu- 
tar dielektrika. Očito to ovisi o geometriji 
šupljine. Pretpostavimo da u dielektriku 
načinimo usku pravokutnu šuplinu (Slika 
5.95a.). Ako je isječak tako orijentiran da su 
velike stranice šupline paralelne sa smjerom 
polja, onda je linijski integral po zatvorenoj 
krivulji Г jednak nuli, jer je VxE=0. 


Slika 5.95: Polje u utoru urezanom u dielek- 
trik ovisi o obliku i orijentaciji utora. 


To znači da je polje unutar procjepa isto 
kao i polje u materijalu inače se ova dva 
dijela linijskog integrala ne bi međusobno 
poništavala. (Dakako, pri tome smo pret- 
postavili da je šupljina uska u usporedbi sa 
zrnatom strukturom matrice materijala, tj. 
s dimenzijama atoma). 

Uzmimo sada slučaj kad je isječak ori- 
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jentiran tako da su njegove velike stranice 
okomite na smjer polja (Slika 5.95b.). Sada 
polje u unutrašnjosti isječka očito nije isto 
kao polje u materijalu, jer su stranice šup- 
ljine velike u usporedbi s atomima materijala 
pa se naboj polarizacije sada na njima po- 
javljuje. Ako primijenimo Gaussov zakon 
na neku pravokutnu plohu S koja obuhvača 
dio velike stranice šupljine sa obje strane (i 
orijentirana je tako da je tok polja konačan 
samo kroz stranice te plohe koje su paralelne 
sa velikim stranicama šupljine), vidimo da 
je polje u procjepu sada 

Ев 

€0 

jer je сри = Р. Obratimo pažnju da se ovdje 
E odnosi na polje u dielektriku u okolini 
šupljine! 

Većina jednostavnih tekućina sadrže mo- 
lekule ili atome koji zauzimaju prostor u 
mediju uglavnom sismetrično i, geometrijski 
gledano, pravilno. Stoga u našem jednos- 
tavnom modelu možemo pretpostaviti da je 
ovaj prostor sferičan. Zanima nas koliko je 
polje u sferičnoj šupljini. Jedan način da 
ovo nađemo je korištenjem principa super- 
pozicije. Zamislimo da smo iz homogenog 
polariziranog medija isjekli jednu kuglu tako 
da se u njoj postojeća polarizacija zadrži kao 
da je „zamrznuta” (Slika 5.96). 


Slika 5.96: Polje u bilo kojoj točki A u di- 
elektriku se može smatrati zbrojem polja u 
sferičnoj rupi plus polja uzrokovanog sferič- 
nim čepom. 


Tada možemo reći da je polje unutar di- 
elektrika jednako sumi polja u sfernoj šup- 
ljini i polja isječene kugle. 


E = E ik F Ekugla 
Polje kugle koja je jednoliko polarizirana je 
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kugla = зс pa možemo reći 
z P 
E, =E+}— 
rupa 3€0 


Vidimo da je polje u kugli suprotnog smjera 
od polja u sfernoj šupljini (Slika 5.97). U 
šupljini je, dakle, polje veće od prosječnog 
polja u mediju za iznos ЕР 


dipolno polje izvan 
kugle (u šupljini) | u kugli 
1 


1 
| 
le pi dipolno polje 


Slika 5.97: Električno polje jednoliko polari- 
zirane kugle 


5.11.5 Dielektrična konstanta tekućina; 
Clausius-Mossottieva jednadžba. 
U jednostavnoj tekućini, vidimo da će polje 
koje polarizira određeni atom ili molekulu 
izgledati više kao E rupa nego kao E. Tako 
nastala polarizacija će onda iznositi 


- P 
Р = Naco (22) ILI 
Зєо 
Ма > 
P= 1 Na €0 
3 


Dielektričnu konstantu možemo onda izraziti 
kao: 


Ovo je Clausius-Mossotti jednadžba u 
kojoj je a već definirana polarizabilnost 
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atoma. U plinu je Va malen pa bi u tom slu- 
čaju nazivnik na desnoj strani bio = 1 i dobili 
bismo već izvedeni izraz za plin, к—1 = Na. 

Eksperimentalno se ova jednadžba dade 
provjeriti tako da najprije izmjerimo к nekog 
materijala u plinovitoj fazi i izračunamo a 
koristeći izraz k—1 = Na. Tako mjerena 
к za plinoviti ugljik disulfid, CS2 na 0 0С 
daje Na = 0.0029. Kod 20 °С tekući CS2 je 
381 puta gušći od plina na 0 °С. Iz toga bi 
slijedilo da je Na tekućine 0,0029 x 381 = 
1.11. To daje, za tekući CS2, к = 2.76, dok je 
izmjerena vrijednost, кез = 2.64. Naš model 
je očito dosta dobar. Tako imamo za tekući 
kisik: крах = 1.509, a Key = 1.507. Za argon 
su vrijednosti: Krač = 1.517 i Key = 1.54. 

Ovaj model vrijedi samo za elektronsku 
polarizaciju u tekućinama i nije primijenjiv 
na polarne molekule. 


5.11.6 Čvrsti dielektrici 


U čvrstim dielektricima, koji sadrže polarne 
molekule, možemo očekivati da će polariza- 
cija, izazvana dok je materijal tekuć, ostati 
sačuvana i onda kad se vanjsko polje ukloni, 
pod uvjetom da materijal prijeđe iz teku- 
ćeg u kruto stanje dok je električno polje 
još prisutno. Ovakvi materijali se nazivaju 
elektreti. Tipičan primjer je vosak, kad ga 
pustimo da se skrutne u električnom polju. 

Električni analogon permanentnog mag- 
neta nazivamo elektret.?* Površinski naboj 
elektreta se u praksi brzo izgubi neutraliza- 
cijom s nabojima iz okoline pa elektreti po- 
put voska nisu materijali od velikog interesa. 
Ima, međutim, kristala čije su jedinične će- 
lije električni dipoli koji se dadu polarizirati. 
Ako se u jednom času orijetacija polarizacije 
u takvom kristalu naglo promijeni, doći će 
do pojave površinskog naboja, jer neće biti 
vremena da se ovaj neutralizira lutajućim 
nabojima iz okoline. Ako je ovakav materijal 
sastavni dio kapacitora, tako da je u direkt- 
noj vezi s pločama, onda će se nastali naboj 


28 Zapravo, analogija je samo površna. Feromag- 
netizam je sasvim druge prirode, što ćemo i vidjeti. 
Specijalni elektreti, poput feroelektrika, utoliko su 
bliži (kao analog) feromagnetu da su od njega i po- 
kupili dio imena. Ipak, i ovdje je analogija samo 
simbolična. 
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pojaviti na pločama. Orijentacija i iznos 
dipolnih momenata u unutrašnjosti kristala 
mogu se mijenjati bilo grijanjem materijala 
(piroelektricitet), bilo mehaničkom defor- 
macijom kristala (piezoelektricitet). 

U čvrstim materijalima postoji, dakako, 
elektronska polarizacija koju možemo opisati 
na isti način kao kod tekućina. No postoji i 
ionska polarizacija, koja nema analoga u 
tekućinama. Uz to postoji i u čvrstim mate- 
rijalima analog dipolne orijentacije koju smo 
opisali u tekućinama i plinovima. Principi 
svih ovih pojava su nam sada poznati. U čvr- 
stim materijalima razni procesi polarizacije 
mogu ipak poprimiti zanimljive oblike. 


5.11.7 Feroelektricitet 


Postoje određene kategorije materijala, 
inače međusobno po strukturi vrlo različite, 
koje imaju jednu zajedničku osobinu, a to je 
da posjeduju gotovo permanentni električni 
moment. Čitava struktura je na granici sta- 
bilnosti, tako da mala promjena temperature 
ili tlaka može izazvati velike promjene ili čak 
potpuni gubitak ovog električnog momenta. 
Ako se radi o nekim specifičnim strukturama 
u kojima se momenti mogu okretati u razne 
orijetacije, moguće je ostvariti velike pro- 
mjene cjelokupnog elektricnog momenta pri- 
mjenom vanjskog polja, promjenom tempe- 
rature ili deformacijom materijala. Drugim 
riječima, pojave feroelektriciteta, piroelektri- 
citeta i piezoelektriciteta mogu biti prisutni 
u istom materijalu. (Naziv ,feroelektrik? 
je nastao posudbom iz područja feromagne- 
tizma i s njime nema nikakve veze). 
Napomenimo da feroelektricitet spada u 
kategoriju osobina materijala u kojima do- 
lazi do procesa koje općenito nazivamo ko- 
lektivnim pojavama. Ukratko, ali nepre- 
cizno, rečeno, čitav kolektiv atoma, molekula 
i elektrona mogu sudjelovati u procesima 
koji su kumulativni u smislu da se doprinos 
svakog individualnog mikroskopskog procesa 
na neki način sumira i dovodi do izrazite 
manifestacije makroskopskih osobina. Tako, 
osim feroelektriciteta, feromagnetizma i sl., 
u kolektivne pojave spadaju supervodljivost, 
laseri, superfluidnost i sl. Sama fizika raznih 
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kolektivnih pojava je, općenito, vrlo različita, 
ali zajedničko je svim tim pojavama postoja- 
nje faznog prijelaza iz stanja većeg u stanje 
manjeg reda, kako temperatura raste. Feno- 
meni koji nastaju u blizini faznih prijelaza 
nazivaju se često i kritičnim fenomenima. 
Naziv ,,kolektivna" za ovu općenitu katego- 
riju pojava služi nam jedino kao pojmovno 
sredstvo kod promatranja nekih određenih 
sistema. 

Detalji mehanizma feroelektriciteta razli- 
čiti su i ovise o prirodi feroelektričnog ma- 
terijala. Stoga ćemo ovdje dati opis jed- 
nog tipičnog feroelektrika, imajući na umu 
njegovu specifičnost, s jedne strane i naše 
aproksimacije, inače komplicirane realnosti, 
s druge. Materijal koji ćemo promatrati je 
barijev titanat, BaTiO3. 

Kristalna rešetka ВаТіОз tipična je za 
familiju materijala koje nazivamo perovski- 
tima (Slika 5.98). Iznad 118 0С ВаТ1Оз je 
dielektrik s vrlo velikom dielektričnom kons- 
tantom. Ispod ove temperature materijal 
dobiva permanentni moment. 


Slika 5.98: Jedinična ćelija BaTiO3. Atomi 
zaista ispunjavaju većinu prostora; Radi jas- 
noće, prikazani su samo položaji njihovih 
središta. 3D model kristalne rešetke BaTiO3 


Da bismo izračunali dielektričnu kons- 
tantu, koristeći čak i jednostavni model, 
moramo naći polje koje djeluje na pojedini 
atom, onako kako smo to radili kod tekućina. 
Općenito, aproksimacija sa sfernom šuplji- 
nom koju smo koristili za tekućine, bila bi su- 
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više gruba za kristale, pogotovo neizotropne. 
U slučaju BaTiO3 ovakva aproksimacija će 
ipak biti dobra, jer ova kristalna ćelija ima 
iznimno simetričan kubični oblik. U tom slu- 
čaju ne griješimo mnogo ako pretpostavimo 
da je 


Ako pogledamo jednadžbu 


Na 


Na 
3 


к—1= 


pitamo se što se dogodi ako Na poprimi 
vrijednosti veće od 3. U tom slučaju relacija 
predviđa negativni к što ne odgovara fizi- 
kalnoj stvarnosti, ali kakvoj fizikalnoj stvar- 
nosti odgovara slučaj da je Na gotovo jed- 
naka З ? Očito polarizacija postaje vrlo ve- 
lika i stvara golema lokalna polja koja je još 
više povećavaju. Ako se atomi i dalje elektro- 
deformiraju, vidimo da ćemo imati kumu- 
lativni efekt „pozitivne povratne sprege" tj. 
nešto poput ,lavine" gdje proces sam sebe 
pojačava. Za vrijednosti Na = З dielektrična 
konstanta doduše ne postaje beskonačna, jer 
se kod velikih polja proporcionalnost između 
induciranog momenta i polja gubi, ali se pri 
tome kristalna rešetka deformira i u tom 
položaju ,blokira", a к poprimi vrlo velike 
vrijednosti. 

U slučaju ВаТіОз pojavljuje se, uz elek- 
tronsku polarizaciju, i ionska. Ova ionska 
polarizacija, izgleda, nastaje zbog pomaka 
iona titanija iz centra ćelije (uz pomak i 
nekih drugih atoma), ali detalji su komplici- 
rani i ovdje nebitni. Rešetka ne dozvoljava, 
velike pomake, ali utjecaj i malih pomaka na 
makroskopskoj skali je vrlo značajan, ako se 
sjetimo koliko atoma imamo u makroskop- 
skom uzorku. 

Ima materijala u kojima se ovi efekti de- 
formacije dešavaju na svim temperaturama; 
ono što je kod ВаТіОз specifično jest upravo 
delikatna ravnoteža sistema. Ako se Na 
malo smanji, permanentni moment nestaje. 
Očito je da smanjenje Na s temperaturom 
nastaje zbog termalne dilatacije kristalne 
rešetke, jer se time smanjuje broj N. Iznad 
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kritične temperature sistem je jedva bloki- 
ran u jednom položaju, pa se lako pomoću 
vanjskog polja prebaci u neki drugi položaj, 
gdje ga polarizacija opet lagano blokira. Na 
ovom pricipu materijal i funkcionira kao pi- 
ezoelektrik, jer mehaničkom deformacijom 
može taj materijal dati jake električne sig- 
nale, odnosno primjenom električnog polja 
materijal se mehanički deformira. (Zapravo 
izazivanje deformacije materijala primjenom 
električnog polja naziva se točnije elektros- 
trikcija, ali imenica „elektrostriktor” nije 
uobičajena). Tako funkcioniraju razni piezo- 
električni aktivatori, motori і „transduceri”. 
Slično, samo pod utjecajem lokalnog zagri- 
javanja funkcioniraju i piroelektrici.2? 

Nazovemo li s Т. kritičnu temperaturu 
kod koje je Na = 3 (točno) možemo izraziti 
ponašanje Va u blizini kritične temperature 
kao 

Na=3—8(T—T) 


gdje je В neki mali konstantni broj reda veli- 
čine koeficijenta termalne dilatacije kristala 
tj. reda 10-95 – 10—86 /0С. Tako imamo izraz 
za к: 
i= 3 — B(T m Te) 

38(T = Те) 


No, (T — Te) je vrlo mali broj u odnosu na 
3, pa možemo gornji izraz približno pisati 
kao 


9 
B(T = Te) 
Ova relacija vrijedi, dakako, za područje 
gdje je T > Te. 

Upravo iznad Те, vrijednosti к lako dosežu 
50 000 i 100 000. Sjetimo se da je kod dielek- 
tričnog plina vrijednost x— 1 obrnuto pro- 
porcionalna temperaturi. Kod feroelektrika 
imamo kvalitativno drugu situaciju, tj. da 


k—i= 


29Primjena piezo- i piroelektričnih naprava da- 
nas je toliko rasprostranjena, da je ovdje nemoguće 
ulaziti u detalje. Ipak, valja napomenuti da pri- 
mjena piezoelektrika seže od upaljača za plin, pa 
sve do sofisticirane ultrazvučne holografije. Isto 
tako piroelektrici tvore okosnicu detektora dalekog 
infracrvenog zračenja. tzv. ,pasivnih" detektora 
koji koriste „ргігоапо” osvjetljenje objekata koji se 
promatraju tj. njihovo vlastito zračenje. Same teh- 
nološke primjene pokrivaju ogromno područje, od 
medicine i ispitivanja materijala, pa sve do sofistici- 
ranog oružja. 
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je vrijednost к — 1 obrnuto proporcionalna 
razlici apsolutne i kritične temperature. Ova 
ovisnost se naziva Curie- Weissov zakon i 
tipična je za većinu kritičnih fenomena. 

Ako se temperatura spusti do kritične, 
dolazi do spontane formacije permanentnog 
momenta, koji predstavlja uređeno stanje.“ 

Ako promatramo kristalnu rešetku, raza- 
biremo lance iona u ravnim redovima koji su 
na određenim odstojanjima. Tako se primje- 
rice jedan lanac sastoji od niza izmjenično 
kisikovih i titanijevih iona. Drugi lanci sas- 
toje se od barijevih ili kisikovih iona, ali je 
udaljenost između tih iona veća, (Slika 5.99). 
Nazovimo glavnim lancima one kod kojih 
je udaljenost između iona a. Udaljenost iz- 
među glavnih lanaca je onda 2a. 


Slika 5.99: Složena kristalna rešetka može 
imati trajnu intrinzičnu polarizaciju P 


Postoje i drugi rjeđi lanci koje ćemo, zbog 
jednostavnosti, ignorirati, što ne mijenja 
bitno naš model. Da bismo i dalje pojednos- 
tavnili model, pretpostavimo da su ioni u 
glavnim lancima identični. 

Pretpostavimo da je moment individual- 
nog iona p. Polje koje djeluje na individualni 
ion je suma svih polja kod tog iona. Izraču- 
najmo najprije polje svih dipola u jednom 
lancu. Vidjeli smo već da je polje na udalje- 


30Da slučajno netko s površnim znanjem termodi- 
namike ne bi pomislio da se ovdje radi o spontanom 
smanjenju entropije, naglasimo da ovo nije slučaj. 
O entropiji ćemo vrlo potanko govoriti drugom pri- 
likom i posvetiti pažnju upravo ovakvim pojavama 
lokalnog uređenja koje ide ipak na račun sveukupnog 
povećanja entropije. 
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nosti r u smjeru osi dipola 
_ 1 2p 
= 4тєр r3 


Dipoli iznad i ispod određenog dipola daju 
polje u istom smjeru pa, za jedan lanac, 
imamo 


Kad bi ova struktura bila sasvim kubična, tj. 
kad bi susjedni lanci bili na udaljenosti od a, 
faktor od 0.383 bio bi točno 5 Drugim rije- 
čima, susjedni glavni lanci na udaljenosti od 
a bi doprinijeli samo —0.050 od ovog polja. 
Međutim susjedni glavni lanci su na odalje- 
nosti 2a. Može se pokazati da elektrostatsko 
polje lanca dipola opada eksponencijalno s 
udaljenošću u smjeru okomitom na lanac. 
Ovi susjedni glavni lanci, dakle, vrlo malo 
doprinose polju određenog glavnog lanca. 

Kolika je polarizabilnost a potrebna da bi 
se postigao proces ,lavine" ? Pretpostavimo 
da je p proporcionalan polju (unatoč jakim 
poljima koja se javljaju). Tada 


р = 0٨7 


No, Elan znamo. Iz toga je 


Valja, dakle, imati ovu vrijednost a da bi, 
kod kritične temperature, nastala perma- 
nentna polarizacija. U slučaju BaTiO3, a = 
2x10-1%m., tako daje a = 21.8 x 10-24 mè. 
Polarizabilnost kisika je a = 30.2 x 10-24 m? 
iz čega vidimo da su redovi veličina dobri. 
Nažalost za titanij је а = 2.4 х 10-24 m? 
što je mala vrijednost. Prosječna vrijednost 
polarizabilnosti je, dakle, asp = 16.3 x 10-2* 
m? (mogli smo izračunati i polje alternira- 
jućih lanaca, ali to ne bi bilo od velike po- 
moći). Ovo nije dovoljno da bismo dobili 
permanentnu polarizaciju, ali se prisjetimo 
da se sve ovo odnosi samo na elektronsku 
polarizaciju i nismo još uzeli u obzir ionsku 
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polarizaciju, koja je rezultat pokretanja iona 
u rešetci kristala. Ako bi ovaj proces mo- 
gao generirati dodatni a od 9.2 x10—24 m? 
(zapravo točniji račun iziskuje 11.9 х 10—24 
п), naš bi model bio ,,spašen". Nažalost, 
titanij vrlo čvrsto leži u ćeliji i moramo pret- 
postaviti da drugi ioni pomakom doprinose 
polarizaciji (npr. barij je lakše pomaknuti 
od titanija). Pretpostavke koje impliciraju 
pomak drugih iona ne daju zadovoljavajuće 
objašnjenje ponašanja kristala ВаТіОз, kao 
što, uostalom, nije lako objasniti zbog čega 
se ovaj titanat jednako dobro polarizira u 
smjeru dijagonalnom na ćeliju. Slučaj bari- 
jevog titanata dobro ilustrira teškoće u koje 
upadamo kad želimo primijeniti odviše na- 
ivne modele na relativno složene sisteme. Na 
kraju važno je napomenuti da naš jednos- 
tavni model zapravo uopće ne objašnjava me- 
hanizam samog feroelektriciteta. Susjedni 
lanci, naime, imaju tendenciju da jedan dru- 
goga polariziraju u suprotnim smjerovima, 
jer nije teško uočiti da je ovo energijski po- 
voljnija konfiguracija! To znači da bi lanci 
bili doduše ,,blokirani" u permanentnoj po- 
larizaciji, ali ukupni vanjski moment bi bio 
nula. (Postoje doduše drugi termodinamički 
pokazatelji na osnovu kojih je moguće usta- 
noviti da je sistem uistinu u ovom stanju). 
Ovakvi sistemi uistinu postoje; to su antife- 
roelektrici. Naš model se, dakle, odnosi na 
antiferoelektrike. Barijev titanat, međutim 
ima i međulance koje smo do sada ignorirali 
(Slika 5.100). Ovi lanci imaju doduše slab 
doprinos ukupnoj polarizaciji, ali njihova je 
u suprotnom smjeru od glavnih lanaca iz 
razloga koji smo upravo maloprije naveli! 


Ako se sjetimo ovisnosti polja lanca dipola 
o udaljenosti u smjeru normale na lanac, vi- 
dimo da je uloga međulanaca ovdje ključna i 
ona dovodi do toga da su glavni lanci polari- 
zirani svi u istom smjeru (udaljenost među- 
lanca od pojedinog glavnog lanca je a, dok 
je udaljenost između glavnih lanaca 2a). 
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<0- 


к Sa عا‎ a 
ron Saz 


وس 


(b) 


Slika 5.100: Modeli feroelektrika: (a) od- 
govara antiferoelektriku i (b) normalnom 
feroelektriku. 


5.12 Elektrostatski analogoni 
5.12.1 


Kad bi se svi fizikalni problemi morali pro- 
učavati posebno svaki za sebe, bilo bi ne- 
moguće jednom čovjeku sakupiti čak i mali 
dio znanja fizike. Na sreću postoje tri važne 
okolnosti zbog kojih je problem proučava- 
nja prirode ipak nešto lakši: Prvo, u fizici 
postoje neki principi koji su univerzalni, kao 
zakon očuvanja energije itd.. Drugo, ako 
naučimo neke općenite zakone, kao što su 
zakoni elektrodinamike, kvantne mehanike i 
ostale, onda se i komplicirani fenomeni dadu, 
bar u principu, razumjeti i objasniti. Treće, 
postoji zanimljiva činjenica da se različiti fi- 
zikalni fenomeni mogu opisati jednadžbama 
koje imaju iste matematičke oblike. Matema- 
tičko rješenje je onda isto. (Ovo ni u kojem 
slučaju ne implicira da svako takvo matema- 
tičko rješenje nužno ima fizikalni smisao!). 


Iste jednadžbe imaju ista rješenja 


Proučavanjem problema elektrostatike 
našli smo niz rješenja, ali jednadžbe koje 
smo pri tome izveli pojavljuju se i u drugim 
fizikalnim problemima koji su u osnovi vrlo 
različite prirode. Iz ovoga slijedi da su rješe- 
nja različitih fizikalnih problema, kod kojih 
se koristi isti matematički formalizam, na 
neki način ekvivalentna u smislu da veličine 
u jednom problemu ,odgovaraju" veličinama 
u nekom drugom, inače različitom, problemu. 
Tako se rješenja specifična za jedan sistem 
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mogu ,preslikati" u rješenja koja se odnose 
na neki drugi, bez ulaženja u tehničke de- 
talje računa, koji bi mogli inače biti teški. 
Ovu ,ekvivalentnost" rješenja ćemo prika- 
zati pomoću nekoliko primjera. 


5.12.2 Tok topline; točkasti izvor u bli- 
zini ravne granične plohe; difuzija 
neutrona 

Zamislimo medij, koji ne mora biti ni homo- 
gen ni od istog materijala, u kojemu tempe- 
ratura može biti različita na raznim mjes- 
tima. U tijelu će postojati tok topline, a 
vektor toka h će biti različit po iznosu i 
smjeru kako idemo od jedne točke medija 
do druge. Kako smo već vidjeli, divergen- 
cija toka topline predstavlja količinu topline 
koja u jedinici vremena ponire u, ili izvire 
iz jediničnog volumena. 


У.А = (strujanje iz jed. vol.) 


Ovaj zakon bi se, dakako, mogao napisati 
i u integralnom obliku slično Gaussovom 
zakonu. 

Općenito ovakvi problemi sadrže izvore 
topline u kojima se, u jedinici vremena koli- 
čina toplinske energije s oslobađa, ili арѕог- 
bira u jediničnom volumenu. Ovi izvori i 
ponori toplinske energije mogu implicirati 
razne fizikalne situacije u kojima se neka 
unutarnja, primjerice kemijska, energija pre- 
tvara u toplinsku ili obrnuto itd. Nazovimo s 
u tu unutarnju energiju u jedinici volumena. 
Tada je ач količina topline Која se pretvara 
unutarnju energiju u. Imamo tada relaciju 
koja izražava očuvanje ukupne energije 


Ako ponora toplinske energije nema, drugi 
član na desnoj strani išćezava pa je postojano 
stanje ekvilibrija izraženo kao 


V-h=s 
Da bismo problem do kraja definirali, va- 
lja još i postaviti jednadžbu koja izražava 


kako toplina struji kroz tijelo. Općenito, u 
jednostavnim materijalima, tok topline je 
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proporcionalan gradijentu temperature, što 
smo već ranije vidjeli 


h= —kVT 


gdje je « termalna vodljivost materijala. 
Kod nehomogenih materijala к je funkcija 
prostornih koordinata x(x,y.2) što obično 
jako komplicira problem. Kombinirajući 
dvije jednadžbe dobijemo 


v. (кӯт) == 


Ako usporedimo ovu jednadžbu s dobro poz- 
natom u elektrostatici 


koju smo dobili kombinacijom 
Ў. (sE) بپ‎ i B= 
€0 
vidimo potpunu analogiju između dvaju raz- 
ličitih problema: ravnotežnog strujanja to- 
pline i elektrostatike. 

Vidimo da iz ovoga slijede i ostale analo- 
gije: temperatura opada kao 1, ako se uda- 
ljavamo od izvora topline koja struji ravno- 
težno u Mg GO BEAM mediju. Isto tako opada 
h kao $ 5. (Vidimo da temperatura predstav- 


lja pa potencijala 0, a tok topline h 
»analogiju" električnog polja Е). Implikacije 
za rješavanje praktičnih problema su očite. 

Uzmimo jednostavni primjer metalne ci- 
jevi radijusa a koja provodi tekućinu na tem- 
peraturi Ту. Cijev je, okružena jednolikim 
slojem izolacijskog materijala termalne vod- 
ljivosti к koji је, na vanjskoj strani, u dobroj 
termalnoj vezi s cilindričnom metalnom ci- 
jevi, unutrašnjeg radijusa b, dobre termalne 
vodljivosti, na temperaturi Т> (Slika 5.101). 
Ovo je tipičan problem transporta npr. tople 
vode na neku udaljenost. 

Pitamo se koliko će topline strujati, u uvje- 
tima termalne ravnoteže, iz unutrašnje na 
vanjsku cijev, a odatle u okoliš. Ovi gubitci 
proizlaze iz činjenice da i najbolji termalni 
izolatori ipak imaju к osjetno veću od nule. 
Označimo s G količinu topline koja se na 
ovaj način ,, gubi" po jedinici dužine cijevi. 


—Vo 
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Slika 5.101: a) Tok topline u cilindričnoj 
geometriji. (b) Odgovarajući električni pro- 
blem. 


Problem je lako rješiv, jer je diferenci- 
jalna jednadžba koju trebamo analogna onoj 
u elektrostatici. Sjetimo se valjkastog vo- 
diča radijusa a koji je odijeljen od drugog 
koaksijalnog vodiča radijusa b dielektrikom. 
Budući da je E ekvivalentan h, onda G odgo- 
vara toku električnog polja po jedinici dužine. 
To smo rješavali primjenom Gaussovog za- 
kona; iznos toka h ovisi o udaljenosti od osi 
sistema. Stvorimo, dakle, Gaussovu plohu 
u obliku koncentričnog cilindra radijusa r 
. Tok topline h, pomnožen s površinom ci- 
lindra dužine l, što iznosi 2ттЇ, mora biti 
jednak količini topline koja struji iz unutraš- 
nje cijevi, a to je G: 


2nrih=G ili h = б 
27۳1 
No, һ= —к\/Т, pa možemo pisati 
dT 
h ې‎ 
dr 


i kombinirajući dobijemo diferencijalni jed- 
nadžbu 


ат G 
Чг 2mkrl 
Integriranjem od r = а do т = b dobijemo 
a b 
Т =Т= 1 
: : 2тк1 


Rješenje za G je 
2тк1 (Tı = Tə) 
b 
In (2) 
Ovo je analogno izrazu za naboj na cilindrič- 
nom kapacitoru: 


G = 


2meol(bi = фә) 
In (2) 
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Daljnji primjer odnosi se na točkasti izvor 
topline u polubeskonačnom mediju u blizini 
njegove površine (Slika 5.102). (U praksi bi 
se ovaj primjer mogao odnositi na lokalni 
požar u rudniku koji se nalazi ispod ravnog 
terena, ili nešto slično). 


T = konstanta T 


površinska 
temperatura 


Slika 5.102: Toplinski tok i izoterme u blizini 
točkastog izvora topline na udaljenosti a 
ispod površine dobrog toplinskog vodiča. 


Pretpostavimo da je materijal homogen 
i da mu je termalna vodljivost x. U unu- 
trašnjosti, na udaljenosti a ispod površine, 
nalazi se točkasti izvor topline snage G. Za- 
nemarimo vođenje topline u zraku iznad me- 
dija. Zanima nas distribucija temperature 
na površini medija u okolini izvora. —— 

Odmah je jasno da komponenta h u 
smjeru okomitom na površinu medija mora 
biti nula, jer nema vođenja topline zrakom. 
Moramo, dakle, tražiti one elektrostatske 
analogone kod koji je komponenta električ- 
nog polja ortogonalna na granicu između me- 
dija također nula. Nažalost u elektrostatici 
nemamo medij za koji je к = 0, dok postoji 
medij za koji je ona 1, a to je vakuum. To 
ipak ne znači da ne možemo upotrijebiti me- 
tode iz elektrostatike. Ništa nas ne sprječava 
da zamislimo kako bi se ponašao materijal 
s dielektričnom konstantom jednakoj nuli. 


Tako možemo zamisliti granicu između ma- 
terijala vrlo velike dielektrične konstante i 
vakuuma (tada je к = 1 zanemarivo mala 
prema npr. к = 100 000). 

Vidimo da je problem suprotan od pro- 
blema točkastog naboja u blizini beskonačne 
ploče od vodiča. Tamo smo morali imati Æ 
koji je bio ortogonalan na ploču, a ovdje 
tražimo polje koje je tangencijalno na gra- 
ničnu plohu. Što ako se poslužimo trikom i 
zamislimo da je zrcalni naboj iza granične 
plohe istog predznaka (Slika 5.102). Ovo će 
nam dati tangencijalno usmjereno polje na 
pravom mjestu. Ova konfiguracija simulira 
situaciju s к = 0 pa je time problem riješen. 
Temperatura će ovisiti analogno potencijalu 
dvaju istih naboja. Za izvor u beskonačnom 
mediju, dakle, imamo, 


_ G 
= 4ткт 


dok za dva identična izvora imamo 


ЕКС 0 


4۳۱ 


49 

Na površini koja predstavlja granicu medija, 

na udaljenoj za p od osi koja spaja dva na- 

boja rı = r2 = y p? + ٢, pa možemo pisati 
1 2G 

ATK A / р? + a2 

Ovo je tipičan problem među mnogima koji 

se javljaju u geofizici. 


Tpovr. = 


5.12.3 Napeta membrana 

Prethodni primjeri svodili su se na korište- 
nje elektrostatskih modela za rješavanje pro- 
blema izvan elektrostatike. Imamo i obrnut 
slučaj, gdje je, inače teže rješiv elektrostat- 
ski problem, lakše riješiti korištenjem mo- 
dela koji ne spadaju u elektrostatiku. Ti- 
pičan takav primjer je napeta membrana. 
Ovdje se model sastoji od tanke gumene 
membrane koja je napeta na okrugli okvir 
poput membrane bubnja. Membranu defor- 
mirajmo tako što na nju primijenimo sile 
deformacije, koje je na nekim mjestima uz- 
dignu, a na drugim mjestima spuste u od- 
nosu na prvobitni horizontalni položaj (Slika 
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5.103). Kako opisati nastalu plohu? Rješe- 
nje je lako dostupno ukoliko deformacija nije 
prevelika. 


Slika 5.103: Tanka gumena ploča nategnuta 
preko cilindričnog okvira (poput glave bub- 
nja). Ako se površina gurne gore u A i dolje 
u B, kakav je oblik površine? 


U napetoj membrani postoje sile napre- 
zanja koje su paralelne s površinom. Kad 
bismo membranu negdje zasjekli, ova bi se 
zasjekotina otvorila jer bi sile naprezanja ras- 
tvorile procjep (Slika 5.104). Ovo je pojava 
slična površinskoj napetosti kod tekućina, a 
to je dvodimenzionalni analog napetog elas- 
tičnog konca. 


Slika 5.104: Površinska napetost т istegnute 
gumene površine je sila po jedinici duljine. 


Površinsku napetost definiramo kao silu 
T po jedinici dužine koja je potrebna da bi 
se procjep upravo držao zatvorenim. 
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Promatrajmo sada deformiranu mem- 
branu u presjeku (Slika 5.105). Presjek iz- 
gleda kao krivulja na kojoj će u svakoj točki 
sila т biti u smjeru tangente na krivulju. 


membrana 


Slika 5.105: Poprečni presjek deflektirane 
površina 


Pretpostavimo da je neka točka x,y na 
membrani pomaknuta u smjeru vertikale za 
iznos u u odnosu na prvobitni horizontalni 
položaj membrane. (Neka presjek, zbog jed- 
nostavnosti, bude paralelan s osi х). Zamis- 
limo pravokutni element membrane dužine 
Az i širine Ay. Na svaku stranicu djeluje po- 
vršinska napetost u tangencijalnom smjeru 
i to ті Лу Коа točke 1 і т Лу kod točke 2. 
Ukupna sila Која djeluje prema gore је 


AF = т ЛАуѕіп b2 — nAysin 01 
Uz to postoje sile na stranice Ат okomite na 
presjek, ali za sada to samo držimo na umu. 


Već smo pretpostavili da je deformacija mala 
pa sinus možemo zamijeniti tangensom: 


01 ди 
aa E BR (5), ч 


Ako je Az mali možemo pisati 


ди gu ۷ 0 0 A 
E дх ږ‎ 2 дт у ~ дт Ет u 


što daje 


Sjetimo li se da postoji doprinos sili od dru- 
gog para stranica elementa površine ukupna 
vertikalna sila na element je onda 


д ди д ди 
АЕ = E (2) + By (Z) AxAy 
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Ova deformacija nastala je primjenom 
vanjske sile. Nazovimo s f silu, u smjeru 
vertikale (tj. silu deformacije), po jedinici 
površine membrane. (Ovo bismo mogli na- 
zvati „tlakom”, ali pazimo na to da je on 
u smjeru vertikale, a ne normalan na mem- 
branu!). Kad je membrana u statičkoj rav- 
noteži, sile deformacije i restitucije su po 
iznosu jednake pa je 


AR 


f= ArAy 


Supstitucijom za AF; dobivamo za općeniti 
slučaj 


f=-v. (ru) 
gdje V ima značenje dvodimenzionalnog ope- 
ratora: a, 2 ; 


Dobili smo diferencijalnu jednadžbu koja 
povezuje u(x, y) i silu f(x,y) s površinskom 
napetošću T(x.y) koja može i varirati od 
mjesta do mjesta na membrani. Ako pojed- 
nostavnimo problem tako da pretpostavimo 
konstantan 7 preko cijele membrane, onda 
imamo jednostavniji izraz 


Vu = + 

= 

Ovo je dvodimenzionalni oblik Poissonove 
jednadžbe koju smo imali u elektrostatici 


time da ovdje u odgovara o, а £ odgovara 
р 


Е Pretpostavimo da membranu podignemo 
na jednom mjestu tako da pod nju gurnemo 
stup nekog presjeka, npr. okruglog. Time 
smo odredili vrijednost u na određenim mjes- 
tima (Slika 5.106). Ovo u elektrostatici od- 
govara određenim potencijalima koje mo- 
žemo definirati kao pozitivne, ako je defor- 
macija u smjeru prema gore. 

Visina u ovdje odgovara potencijalu okru- 
glog jednoliko nabijenog cilindra od vodiča. 
Taj potencijal opada kao In (4). Pri tome 


strmina membrane odgovara polju Ei pro- 
porcionalna je 4- 

Ovakvi su se modeli zaista koristili za rje- 
šavanje elektrostatskih problema u vrijeme 
prije elektroničkih računala. Po membrani 


se moglo puštati kuglice, namazane tintom, 
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Slika 5.106: Poprečni presjek rastegnute gu- 
mene ploče gurnute prema gore okruglom 
šipkom. Funkcija u(x,y) je ista kao elek- 
trični potencijal (x,y) u blizini vrlo dugog 
nabijenog štapa. 


da se kotrljaju i ostave trag svojih putanja. 
Ovi tragovi bi odgovarali putanjama elek- 
trona u odgovarajućem električnom polju. 
Danas se ovakvi problemi rješavaju numerič- 
kim modeliranjem. 


5.12.4 Difuzija neutrona 
Iako je difuzija dinamički proces, on se, u 
postojanom stanju, dade prikazati statič- 
kim modelom. Konkretan primjer ovdje ima 
svoju historijsku pozadinu i odnosi se na di- 
fuziju neutrona kroz neki moderator poput 
grafita. U svom čistom obliku grafit ne ap- 
sorbira termalne neutrone, već ih raspršuje 
pa neutroni difundiraju kroz grafit bez zna- 
čajnih gubitaka. To znači da dani neutron 
putuje po pravcu par centimetara dok se ne 
rasprši na nekoj jezgri ugljika i tada nas- 
tavi put u novom smjeru. Nas zanima tok i 
raspodjela neutrona u bloku od grafita koji 
je velik u usporedbi sa srednjim slobodnim 
putom raspršenja. 

Pretpostavimo da u nekoj točki (x,y,z), 
u volumenu AV, imamo N(x,y,2) AV ne- 
utrona. Tijekom njihovog gibanja neki će 
izlaziti, a neki ulaziti u taj element volu- 
mena. Ako je gustoća neutrona u jednom 
dijelu bloka veća od one u drugom, neutroni 
će difundirati prema mjestu gdje im je gus- 
toća manja. Kao i kod toka topline, možemo 
tok neutrona definirati vektorom J. Kompo- 
nenta ږل‎ predstavlja „пеіо” tok u smjeru z, 
tj. broj neutrona koji prođu kroz jedničnu 
površinu, ortogonalnu na os =, u jedinici vre- 
mena u smjeru +x, minus broj onih koji u 
istoj jedinici vremena prođu u suprotnom 
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smjeru. Lako se vidi da je 


ON 
„а з 


gdje je konstanta difuzije 
1 
D= 73% 


(о je srednja brzina neutrona, a l je sred- 
nji slobodni put između dvaju raspršenja). 
Vektorska jednadžba glasi: 


j=—-DVN 


Broj neutrona koji preođe kroz element po- 
vršine da je J. Ada, gdje je n jedinični vektor 
ortogonalan na plohu kod da. Netto tok ne- 
utrona iz elementa AV је V. JAV (prema 
Gaussovom teoremu). Ovi neutroni odlaze 
iz volumena i u reaktoru se nadoknađuju 
procesom nuklearne fisije. Ako takav iz- 
vor (uronjen u grafit), u jedinici volumena , 
stvara s neutrona u jedinici vremena, onda 
vidimo, u analogiji s primjerom toka topline, 
da je 


> > ON 
Уу x J = 8 — DE 
iz čega slijedi jednadžba difuzije neutrona: 
= э ON 
V.(-DVN)=s-%; 


Ovu jednadžbu možemo primijeniti na neki 
konkretni problem. 

Pretpostavimo da imamo blok materijala 
(grafita, ili drugog moderatora) u kojemu se 
nalazi izvor neutrona. Pretpostavimo, na- 
dalje, da je izvor neutrona (npr. reaktorska 
jezgra i sl.) kugla radijusa a (Slika 5.107). 
Kako izgleda gustoća neutrona u sistemu? 

Odmah nam se nameće analogija s elek- 
trostatikom, gdje s odgovara gustoći naboja 
р. Nalaženje № je analogno nalaženju po- 
tencijala ф. Izvan kugle naboja potencijal je 

_ Q Sa — dara? р 
ф = аі gdje је Q = =. Dakle, 
pa? 

Зєот 


Dizv. = 


3 
Za točke unutar kugle, naboj je Q(r) = srr р 


ра je polje 


pr 
E(r) = eo 


kugla uniformno 
ИЛЫ Е (b) 


| 


X 
=> om 


ړت اه 


električno 
polje E 


S SLE 


(a) 


Slika 5.107: a) Neutroni se proizvode rav- 
nomjerno kroz sferu radijusa a u velikom 
grafitnom bloku i difuzno prema van. Gus- 
боса neutrona № nalazi se kao funkcija т, 
udaljenost od središta izvora. (b) Analogna 
elektrostatska situacija: uniformna kugla na- 
boja, gdje је N odgovara o, a J odgovara € 


Ako ovo integriramo od 0 do r dobijemo 


2 
= a + konst. 
Geo 


Dun. = 


No, zar = а, фігу. = Bun. pa je konstanta 


2 
5, Iz toga 


integracije Zez 


Za neutrone ovo je lako prevesti u oblik re- 
levantnih parametara: 


sa? 
М IZVANA = 3Dr 


S Vu T 
NUNUTRA = 3D (E == 5) 


Ova distribucija ima oblik blage zvonaste 
krivulje (Slika 5.107b). 

Omjer gustoće neutrona u središtu (r = 0) 
ina površini (r = a) kuglastog izvora je З, jer 
je u središtu ova gustoća proporcionalna ša", 
dok је na površini kugle proporcionalna a. 
Dakle, homogeni izvor neutrona ne proizvodi 
homogenu gustoću čak ni unutar izvora. U 
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praksi problem valja modelirati još bolje, jer 
količina neutrona proizvedena fisijom ovisi 
o lokalnoj gustoći termalnih neutrona pa 
se izvor mora prikazati kao nehomogen s 
obzirom na radijus. U taj složeniji problem 
ne možemo sada ulaziti. 


5.12.5 Nerotacijski tok fluida oko sfere 


Idealizirani nerotacijski tok fluida oko cilin- 
dra ili kugle već smo promatrali u elemen- 
tarnoj dinamici fluida. Usporedba s ana- 
lognim problemom iz elektrostatike je više 
od akademskog interesa, jer ovakvi idealizi- 
rani tok je vrlo teško ostvariti, izuzev kad 
fluid teče vrlo sporo. Uz to fluid je također 
idealiziran, tj. nema viskoznosti i nestlačiv 
je. Tok definiramo brzinskim poljem v(7). 
Elektrostatski analog može jedino odgova- 
rati problemu jednolikog toka, tj. gdje je u 
danoj točki u fluidu 7 konstantna veličina. 
U jedinici vremena, masa fluida koja prođe 
kroz jediničnu površinu u fluidu ortogonalnu 
na smjer toka je pv, gdje je p gustoća fluida. 
U odsutnosti izvora ili ponora fluida imamo 
V.pi=0 (ako imamo stlačiv fluid, onda na 
desnoj strani valja staviti član – 9р). Za 
konstantni p 


V.š=0 


što je analogno VE = 0 u elektrostatici. 
U elektrostatici smo imali dvije jednadžbe 
pa nam i ovdje treba još jedna. Druga jed- 
nadžba je očito 


Vxš=0 


jer ovo odgovara nerotacijskom toku. Ovi 
uvjeti nam daju 


i=—Vy 


Veličina ١ пе odgovara ni jednoj fizikalnoj 
veličini. Nazivamo je brzinskim potencijalom 
u nedostatku boljeg naziva, jer nema nikakve 
veze s potencijalnom energijom bilo čega. 
Konkretni problem bi mogao biti ,pada- 
nje" kugle kroz fluid konstantnom brzinom. 
U praksi ovo implicira da viskoznost fluida 
mora biti dovoljno mala da ne dođe do tur- 
bulencije fluida, ali ipak dovoljno velika da 
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se kugla ne akcelerira u fluidu do suviše veli- 
kih brzina i da stoga ravnotežna brzina bude 
dovoljno mala. U sustavu gdje kugla miruje 
tok izgleda vrlo simetričan (Slika 5.108). Na 
velikim udaljenostima od kugle tok je sasvim 
homogen. 


Slika 5.108: Polje brzine irotacijskog struja- 
nja fluida pokraj sfere 


Strujnice odgovaraju smjeru 7, a njihova 
gustoća iznosu €. Iznos i smjer brzine mo- 
žemo naći iz jednadžbe 


۷۰)۷٧( - ۷٢-0 


što vrijedi u cijelom fluidu, uz dodatne 
uvjete 

1. Nema strujanja u prostoru gdje se na- 
lazi kugla 

2. Strujanje je homogeno na velikim uda- 
ljenostima od kugle 

Prvi uvjet implicira da je kugla od nepro- 
pusnog, za fluid, materijala, tj. formalno da 
je komponenta 7 ortogonalna na površinu 


kugle nula. Dakle, 2 = 0 хат = а. 


Drugi uvjet implicira da је a = 00 za 


т а, gdje је z os ortogonalna na smjer 
cjelokupnog toka. 

U elektrostatici ne postoji problem koji 
bi uistinu odgovarao ovim uvjetima. On 
bi odgovarao hipotetičnom slučaju kugle 
materijala, čija je dielektrična konstanta 
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jednaka nuli, postavljene u homogeno elek- 
trično polje. Elektrostatski analogon zah- 
tijeva materijal kugle konačnog к. Dakle: 
uvjet V2o = 0 uz E= —Vo = konst. Za 
velike r. Radijalna komponenta E valja biti 
nula za r = а, tj. (9) = 0. Ovo zahti- 
јеуа posebne granične د‎ eta i to one gdje 
je дф, а ne ф konstantan. Prisjetimo se, me- 
đutim kugle dielektrika koji je jednoliko u 
unutrašnjosti polariziran. Vidjeli smo da je 
polje takve kugle u unutrašnjosti homogeno, 
a izvana poput polja dipola koji bi se nalazio 
u centru kugle. možemo intuitivno pogađati 
da će rješenje biti superpozicija homogenog 
polja i polja tog dipola. Potencijal dipola je 
Pdip. = di dok je potencijal homogenog 
polja — Ез. Dakle ukupni potencijal је 


pz 
4пє0т3 


Ptot = — وو‎ 


Polje dipola opada kao 4 i za velike r do- 
minira homogeno polje. Dakle, uvjet za 
velike udaljenosti je ispunjen. a drugi uvjet 
moramo naći derivaciju potencijala, no to 
moramo vršiti za konstantni kut 6. Budući 
da је 2 = r cos, imamo: 


0 
Фе = — Eor cos + = 


Teor? 
Radijalna komponenta E je 


_00_ 
ðr 


pcos6 


— Egcosh + 


3 ې4 
Za т = 0 to je nula za sve vrijednosti 0 pa je‏ 
p= —2тєра%Е)‏ 


Ovo, naravno, ne bi bilo moguće da ovisnost 
o 0 obiju članova jednadžbe za S$ nije bila 
ista, jer u takvo m slučaju uvjet da je še =0 
za sve 0 ne bi bio ispunjen. Iz toga se vidi 
da je naša pretpostavka o obliku potencijala 
o bila točna. Dakako, izabravši dipolno 
polje znali smo da ono zadovoljava: 1. uvjet 
\/2ф = 0 (ovaj uvjet zadovoljavaju sva realna 
polja) i 2. uvjet da ovisi o 0 i 3. uvjet da 
je nula za velike r. Jedino dipolno polje 
zadovoljava sva ova tri uvjeta pa je traženi 
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potencijal 


a3 
tot = — Fg cos 0 (r+ =) 


Ako se sada vratimo na izvorni problem toka 
fluida ovo rješenje se prevodi u 


a3 
Y = — 00 cos 0 (r+ =) 


Brzinsko polje je, naravno, gradijent ove 
veličine. 


5.12.6 Osvjetljenje ravne plohe 
Zanimljivo je da se problemu rasvjete pros- 
tora rijetko prilazi znanstvenom metodom. 
Nije rijetko da vidimo mnoštvo rasvjetnih 
tijela tamo gdje bi daleko manji broj bio sa- 
svim dovoljan. U ovakvoj skupini problema 
naići ćemo na istu vrstu integrala koje upo- 
trebljavamo u elektrostatici. Pretpostavimo 
da imamo izvor svjetlosti iznad ravne plohe u 
visini z iznad nje (Slika 5.109). Prvo pitanje 
je: kolika je obasjanost plohe kao funkcija 
udaljenosti od točke direktno ispod izvora, 
i drugo: koliko nam izvora treba da obasja- 
nost plohe bude za oko jednolična? 


Slika 5.109: Osvjetljenje površine je energija 
zračenja po jedinici vremena koja dolazi na 
jedinicu površine. 


Pretpostavimo da je izvor sferno sime- 
tričan i da baca svjetlost jednoliko na sve 
strane. Količina zračenja koje pada na je- 
diničnu plohu okomitu na smjer svjetlosti 
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5. Elektrostatika 


opada kvadratom udaljenosti pa je taj in- 
tenzitet dan analognom formulom, onoj za 
električno polje točkastog naboja. Ploha 
koju se obasjava je horizontalna pa je inten- 
zitet svjetlosti koja na nju pada umanjen za 
faktor 7, gdje je 6 kut upada svjetlosti. 
Svjetlosnu energiju koja pada na jediničnu 
površinu onda možemo izraziti kao 
bh = En т 

Gdje je S snaga izvora svjetlosti, а ё„ je 
jedinični vektor koji ima smjer iz izvora, 
dok je ri jedinični vektor u smjeru normale 
na površinu osvijetljene plohe. Osvjetljenje 
In odgovara, dakle, normalnoj komponenti 
električnog polja iz točkastog izvora snage 
4тє05. Vidimo da za bilo koju distribu- 
ciju izvora svjetlosti možemo problem rije- 
šiti pomoći odgovarajućeg elektrostatskog 
problema. Dakle, izračunajmo vertikalnu 
komponentu električnog polja. 

Uzmimo ovaj problem: želimo plohu oba- 
sjati tako da ljudskom oku intenzitet rasvjete 
izgleda jednolik. Imamo na raspolaganju 
npr. fluorescentne cijevi koja zrače jednoliko 
po svojoj dužini. Cijevi postavimo na tava- 
nicu prostorije na visinu z iznad plohe od 
interesa. Kolika je maksimalna dozvoljena 
udaljenost b između izvora od fluorescentnih 
cijevi da bismo još uvijek imali rasvjetu koja 
ne varira od mjesta do mjesta za više od, 
recimo 1: 1000? 

Prvo, nađimo električno polje rešetke 
žica, razmaka b, koja je jednoliko nabijena. 
Drugo, izračunajmo vertikalnu komponentu 
polja. Treće, nađimo koliki je b potreban 
da varijacija polja ne bude veća od 1: 1000. 
Električno polje nabijene rešetke može se 
prikazati kao suma članova od kojih svaki 
daje sinusoidalnu varijaciju polja s periodom 
od b/n, gdje je n cijeli broj. Amplituda ovih 
članova je 

2nnz 

Е„= Ае ۶9 
Ako je z dosta velik, možemo uzeti u obzir 
samo n = 1. Koeficijent Aj će imati veličinu 
reda srednjeg polja pa će nam eksponenci- 
jalni faktor dati relativnu amplitudu varija- 
cija. Ovaj faktor, rekli smo, valja biti 10—% 
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pa onda b izlazi 0.912. (Točan odgovor treba, 
biti b = 0822). Zanimljivo je da, za tako jed- 
noliko osvjetljenje, udaljenost između izvora 
je reda visine tavanice! 


5.12.7 


Iz svih opisanih primjera vidimo da vrlo 
različiti procesi u prirodi slijede slične zako- 
nitosti, barem na makroskopskoj skali, i da 
stoga mogu biti opisani istim jednadžbama. 
Postavlja nam se pitanje: zašto su tako raz- 
ličiti fenomeni opisani istim jednadžbama? 
Odgovor na ovo pitanje se često izriče kao 
osnovno jedinstvo prirode (eng. underlaying 
unity); naziv koji baš i nije jako informati- 
van. O čemu se tu radi? 


»Osnovno jedinstvo prirode" 


Što elektrostatski problemi imaju zajed- 
ničkoga s difuzijom neutrona, s tokom to- 
pline, ili defleksijom membrane? Na funda- 
mentalnoj razini prirodnih zakona, sasvim 
sigurno ništa! Ali ni ova sasvim istinita 
konstatacija nije od velike pomoći. Odakle 
ipak ono , jedinstvo" koje nam nudi iste jed- 
nadžbe? 

Ako malo pobliže gledamo probleme, vi- 
dimo da jednadžbe zapravo i nisu identične. 
Unatoč njezinom identičnom matematičkom 
obliku, jednadžba difuzije neutrona je aprok- 
simacija, na makroskopskoj skali, procesa 
koji bi na mikroskopskoj skali zahtijevao 
opis sasvim različit od onoga koji smo u 
primjeru koristili. Ako bismo slijedili indivi- 
dualni neutron od sudara do sudara, imali 
bismo posla s vrlo različitim zakonitostima 
od onih koje smo koristili. Diferencijalne 
jednadžbe koje smo izveli u vezi s difuzijom 
neutrona napisane su na osnovi nekih in- 
tuitivnih pretpostavki, npr. da su neutroni 
jednoliko rasprostranjeni u prostoru. Vidimo 
da je raspodjela u prostoru pojam koji se 
ponavlja u svim problemima analoga. Dakle, 
prostor, ili općenitije, vremensko prostorni 
kontinuum, je arena u kojoj se opisani pro- 
cesi odvijaju. Bitno u našim problemima 
je, dakle, traženje odgovora kako se stvari 
odvijaju u prostoru. Budući da su zakoni 
fizike neovisni o smjeru i položaju danog sis- 
tema u prostoru, to je očito da će derivacije 
morati imati oblik gradijenta ili divergencije, 
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jer je to način izražavanja veličina u vek- 
torskom obliku, Jednadžbe elektrostatike su 
najjednostavnije vektorske jednadžbe koje 
možemo imati, a koje sadrže samo prostorne 
derivacije veličina. Svaki drugi jednostavni 
problem, ili problem kojega smo reducirali 
na jednostavni oblik, mora, dakle, izgledati 
kao problem iz elektrostatike. 

Ako smo, dakle, pojave na mikroskopskoj 
skali aproksimirali tako da veliki broj indi- 
vidualnih procesa u danom uzorku aproksi- 
miramo nekom srednjom ,,ispeglanom" dis- 
tribucijom u prostoru, pitamo se ovo: Je 
li možda i elektrostatsko polje na dovoljno 
malim dimenzijama ,,zrnato", slično kao što 
je i difuzija neutrona na mikroskopskoj skali 
„zrnata”? 

Činjenica jest da elektrodinamika dolazi 
u teškoće kad se radi o točkastom naboju. 
Znamo samo ono što nam pokus daje, a to 
je da su jednadžbe elektrodinamike točne do 
skale reda 10716m., da na manjim dimenzi- 
jama prestaju sasvim zadovoljavati. Ispod 
tih dimenzija počinjemo vidjeti „nešto”. 

Činjenica je, međutim, da (iz razloga do 
sada nedovoljno jasnih) kombinacija teorije 
relativnosti i kvantne teorije (onako kako 
ih sada znamo) zabranjuje postojanje neke 
jednadžbe koja bi bila u suprotnosti s 


v. (#96) maj 

€0 
a ne bi dovela do ozbiljnih proturječja unu- 
tar teorije. Radi se o proturječjima kao što 
su princip unitarnosti ili pojave energije kao 
kompleksnog broja i sl. No pojava ovih od- 
stupanja od samousuglašenosti teorija ne 
implicira nužno potpunu istinitost gornje 
jednadžbe, jer, kako znamo, i ova dovodi do 
apsurda, do beskonačne energije točkastog 
naboja. Očito je, dakle, da granicu našeg 
znanja još valja znatno pomaknuti da bi se 

ovi problemi do kraja riješili. 
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6.1 Magnetizam 


6.1.1 Magnetsko polje 


Sila koja djeluje na neki električni naboj 
općenito ne mora ovisiti samo o elektrostat- 
skom polju kod tog naboja. Ako postoje 
u prostoru i drugi naboji i ako se oni gib- 
lju relativno prema tom naboju, pojavit će 
se dodatna sila koja će ovisiti o relativnoj 
brzini između naboja. U takvo m slučaju, 
svaka točka u prostoru okarakterizirana je 
s dvije vektorske veličine koje određuju silu 
na naboj. Prvo, imamo električnu silu, koja 
je neovisna o kretanju naboja i koju opisu- 
jemo električnim poljem E i iznosom naboja 
q. Drugo, imamo silu koju nazivamo mag- 
netskom silom, koja ovisi o brzini U i iznosu 
naboja q. Ova magnetska sila uvijek dje- 
luje ortogonalno na smjer vektora brzine i 
ujedno ortogonalno na smjer magnetskog po- 
lja (Slika 6.1). Iz toga je očito da će iznos 
sile ovisiti o iznosu komponente brzine koja 
je ortogonalna na magnetsko polje. 

Smjer magnetskog polja definiramo vek- 
torskom veličinom B. Tako, ukupnu elektro- 
magnetsku silu na naboj u gibanju možemo 
pisati kao 


F=q (8+ 0х B) 
Ovo je Lorentzova sila. 


Jedinica magnetskog polja u SI sustavu 
mjernih jedinica je tesla (LT = 1Wb/m?).! 


1Odnos između starije jedinice, gauss (G), i tesle 


11 
u 
o 
mi, 
+ 
=} 
x 
w} 


У 


Slika 6.1: Sile па pokretni naboj ovisna је о 
brzini € i magnetskom polju В te kutu koji 
ta dva vektora zatvaraju. 


6.1.2 Električna struja; očuvanje naboja 


Obratimo pažnju najprije na to kako mag- 
netska, sila djeluje na žicu kroz koju teče 
električna struja. Definirajmo prvo gustoću 
električne struje koju tvori tok elektrona ili 
drugih naboja. Ovaj tok definirajmo vekto- 
rom 7 koji je ortogonalan na jediničnu plohu, 
jedinici vremena prođu kroz tu jediničnu 
plohu. Kako se iznos i smjer J općenito mi- 
jenja od točke do točke u prostoru, njega defi- 
niramo za svaki infinitezimalni element neke 
dane plohe kroz koju naboji struje. Tako ko- 
ličina naboja koji prođu kroz element plohe 


(Т) je IT = 104G. 
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AS u jedinici vremena iznosi 
J- NAS 
gdje je n jedinični vektor normalan na plohu 


AS (normala). U vremenu At količina na- 
boja koja prođe kroz AS iznosi 


Ag = рб: ПАЛІ 
gdje je p gustoća naboja u struji koji teku 
brzinom v. Iz toga 
ј = рё = №9 


gdje је N broj naboja u jedinici volumena, а 
g je iznos jednog naboja. Ukupni naboj koji 
prođe kroz neku plohu 5 u jedinici vremena 
je električna struja Г , dana izrazom 


r= | 7:45 
5 


Slika 6.2: Ako se distribucija naboja gustoće 
p kreće brzinom v, naboj po jedinici vremena 
kroz površinu AS je ppnA S 


Struja Г kroz neku zatvorenu plohu 5 pred- 
stavlja, dakle, količinu naboja koji napušta 
ili ulazi u volumen V koji ploha S obuhvaća. 
Princip očuvanja naboja implicira da se ovaj 
kreće od mjesta do mjesta, ali ne može biti 
stvoren ili uništen. Dakle, 


1 j ۰1/08 = 
S(zatv.) 


što je isto kao 


j.ndS=—— 
٢ dt 


Ako se sjetimo Gaussovog teorema, možemo 
ovo pisati u diferencijalnom obliku kao 


d 
“4 (Q)v(s) 


pdV 
V(S) 


6.1.3 Magnetska sila na struju u žici 
Magnetski dio Lorentzove sile je 


F= qu х B 
Ovo vrijedi za jedan naboj. Za struju od 


N naboja u jedinici volumena, u volumenu 
AV , sila je 


AF = (NAV) (ax B) 


Iznos prve zagrade na desnoj strani je j pa 
imamo 


AF= (7 х B) AV 
gdje vidimo da je Jx B sila na jedinični vo- 
lumen vodiča. Ako je presjek žice A, onda je 
sila na element žice dužine AL dana izrazom 
AF=3x BAAL 


No, jA je iznos struje kroz žicu (Slika 6.2). 


Slika 6.3: Magnetska sila na žicu kojom teče 
struja je zbroj sila na pojedinačne gibajuće 
naboje. 


Njezin smjer je isti kao i smjer Jj pa mo- 
žemo pisati А 
jA=I 
Dakle, 
AF=Ix BAL 
Vidimo da je sila na jedinicu dužine žice kroz 
koju teče struja Г dana produktom I x В. 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA — POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 
OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.(Q 02:25 


6.1 Magnetizam 


249 


Sila, dakle, ovisi o jakosti magnetskog polja 
i o ukupnoj struji kroz žicu. Ona ne ovisi ni 
o veličini pojedinih naboja, ni o njihovom 
predznaku. 

Kako sila na naboje u žici biva prenesena 
na kristalnu rešetku metala žice? Kvalita- 
tivno rečeno, impuls elektrona jednostavno 
se prenosi na ione rešetke. Pri tome valja na- 
pomenuti da se elektroni raspršuju na ovim 
ionima i onda kad struje nema. Srednji slo- 
bodni put raspršenja elektrona u metalu je 
reda par međuatomskih udaljenosti (kod iz- 
nimno čistih monokristala metala ovaj put 
može biti i dulji). Kad se u žici uspostavi 
električno polje cijeli kolektiv elektrona po- 
lagano teče u smjeru u kojemu djeluje po- 
lje. Ovaj, kvazidifuzni, tok općenito je spor 
(reda desetinki milimetara u sekundi), dok 
je stvarna brzina elektrona u metalu (Fer- 
mijeva brzina) općenito reda par procenata 
brzine svjetlosti. U prisutnosti magnetskog 
polja, elektroni, na svom putu kroz žicu, bi- 
vaju ,zanošeni" ortogonalno na smjer polja 
i veći impuls biva prenešen na kristalnu re- 
šetku u jednom smjeru nego u drugom pa 
žica osjeti silu ,,u stranu". Intuitivno oče- 
kujemo da će gustoća elektrona na strani 
vodiča gdje ih magnetska sila ,,zanosi" biti 
veća od gustoće na suprotnoj strani. Ovo 
je doista tako i to dovodi to pojave tran- 
sverzalnog napona na vodiču (Hallov efekt). 
Ovo je vrlo kvalitativan i grub model, u ko- 
jemu ne koristimo kvantnomehanički opis. U 
realnim vodičima stvari izgledaju složenije, 
s dodatnim pojavama o čemu na drugom 
mjestu). 


60.1.4 Magnetsko polje stalne struje. Am- 
pćreovo pravilo 


Promatrajmo žicu, kroz koju teče električna 
struja, a koja se nalazi u magnetskom polju 
permanentnog magneta. Kako što smo već 
na početku vidjeli, princip akcije i reakcije 
implicira silu na magnet. (Općenito, nije to 
uvijek slučaj za elektromagnetske sile.) Ovo 
lako provjerimo ako stavimo iglu kompasa 
u blizinu žice kojom teče istosmjerna struja. 
Magneti isto djeluju silom jedni na druge pa 
zaključujemo da žica stvara magnetsko polje. 
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Naboj u gibanju, dakle, stvara magnetsko 
polje. Zakon po kojenu se ovaj fenomen 
odvija dan je Maxwellovim jednadžbama 
za magnetostatiku (tj. jednadžbama bez 
vremenskih derivacija): 


V.B=0 
وو‎ a 
€0 


Ideja statičkog polja nam ovdje izgleda malo 
opasna, jer ipak imamo posla s nabojima 
u gibanju. Bez gibanja naboja ne bismo 
imali magnetskog polja. Magnetostatika je 
uistinu aproksimacija. Radi se o posebnoj 
dinamičkoj ravnoteži u kojoj imamo veliki 
broj naboja u gibanju koje možemo aprok- 
simirati stalnim jednolikim tokom. Vidimo, 
naime, da je divergencija svake rotacije vek- 
tora uvijek nula, pa je i ۷ -j= 0, što je 
točno ukoliko je др = 0. № ovo i jest uvjet 
za statičku situaciju, tako da je naš model 
usuglašen. 

Uvjet Ў -J= 0 implicira da se strujanje 
naboja odvija u zatvorenoj petlji, tj. da 
imamo posla sa zatvorenim krugom struje. 
Krug, dakako, može sadržavati i generator 
koji podržava strujanje naboja, ali ne npr. i 
kapacitor (jer tada ne bismo imali statičko 
polje). 

Pogledajmo što jednadžbe magnetostatike 
znače: Ў. В = 0 znači da ne postoje mag- 
netski naboji (monopoli), poput električnih 
naboja u elektrostatici. Ovo je istina i za 
dinamička polja; magnetske silnice nikada 
ne divergiraju iz točaka! Magnetske silnice 
se, dakle, zatvaraju u petlje (iako katkada 
u beskonačnosti). Za razliku od elektros- 
tatskog polja, za koje je uvijek rotacija bila 
jednaka nuli, rotacija magnetskog polja je 
proporcionalna gustoći struje. Integral mag- 
netskog polja po zatvorenoj petlji možemo 
pomoću Stokesovog teorema izraziti plošnim 
integralom 


_ = ۰ 1 Е 
۸ | (9 х) .паѕ ول‎ 
I S Eoc" JS 


No, f PEE па je ukupna struja kroz plohu 
S koju definira petlja I'. Budući da ploha 
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S može biti bilo kakvog oblika, sve dotle 
dok je omeđena s Г, govorimo o „struji kroz 
petlju Г”. Dakle, 


٢ د‎ 
1 


Ovo je Ampćreov zakon koji u magnetos- 
tatici igra ulogu analognu ulozi Gaussovog 
zakona u elektrostatici. Općenito, uz Am- 
pćreov zakon, moramo upotrijebiti i uvjet 
У.В =0 da bismo našli В, no on je dovoljan 
u slučajevima gdje imamo naročito povoljnu 
situaciju. 


Ikrozr 
ege? 


6.1.5 Magnetsko polje ravne žice i sole- 
noida. Atomske struje 
Promatrajmo sada dugu ravnu žicu kojom 
teče struja. Koliko je magnetsko polje u 
blizini žice? Koristimo Ampćreov zakon, uz 
intuitivnu pretpostavku da su magnetske 
silnice oko cilindrične žice koncentrične (s 
obzirom na os žice) kružnice čije ravnine su 
ortogonalne na žicu. Iz simetrije situacije, 
naime, očito je B konstantan za sve točke 
koje su jednako udaljene od žice (Slika 6.4). 
Za koncentrične kružnice linijski integral je 


f Baš= B-2m 
I 


Struja kroz petlju je, dakako, struja kroz 
žicu pa je 


Ikrozi B= I 


В.2тт = ILI = — 
coc? 2птєос2 


Ovo se češće piše ovako 


1 2I 


В === 
4тєос? т 


Faktor پل‎ se javlja često i sjetimo se 
da u SI mjernom sustavu on iznosi 1077. 
Jednadžba za magnetsko polje žice može se 


izraziti i vektorski kao 


Arege? т 


Jedinica struje је amper (A). Jedan am- 
per proizvodi na udaljenosti od 1 metra od 
LEONTIĆ: 
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Slika 6.4: Magnetsko polje izvan dugačke 
žice kojom teče struja I 


beskonačno duge ravne žice magnetsko polje 
od 2x10-" webera/m?. Vodiči kroz koje 
teče struja djeluju, dakle, međusobno mag- 
netskim silama, kako je to već na početku 
opisano. 

Daljnji primjer upotrebe Ampćreovog za- 
kona je problem solenoida. Solenoid je duga, 
spiralno motana zavojnica od žice (Slika 6.6). 
Tok struje kroz žicu proizvodi magnetsko po- 
lje unutar zavojnice. Kad je solenoid dug 
u usporedbi sa svojim dijametrom, onda je 
polje izvan solenoida maleno u usporedbi s 
poljem unutar solenoida pa je primjena Am- 
pćreovog zakona jednostavna. Kako polje 
ostaje u solenoidu, to iz simetrije vidimo da 
su silnice polja paralelne s osi solenoida. Za- 
mislimo pravokutnu petlju Г koja obuhvaća 
nekoliko zavoja po dužini L (Slika 6.5). 


silnice Во 


Slika 6.5: Magnetsko polje solenoida 
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Linijski integral po ovoj petlji je očito 
BoL. Ako je broj zavoja obuhvaćen petljom 
N, imamo 

NI 
Вог == 9 
E0C 
Ako je n broj zavoja po jedinici dužine so- 
lenoida, a / struja kroz žicu, polje možemo 
onda izraziti kao 


nl 
By = av 
EC 


Izvan solenoida silnice se razilaze po pros- 
toru i ponovno ulaze u njega (Slika 6.6). 
Tako dugo dok kroz njega teče struja, so- 
lenoid se, dakle, ponaša kao permanentni 
magnet u obliku štapa.? 


Slika 6.6: Magnetsko polje izvan solenoida. 


S obzirom na sličnost između solenoida 
i permanentnog magneta pitamo se: što je 
permanentni magnet? Jednadžbe magne- 
tostatike ne predviđaju nikakav drugi izvor 
magnetizma izuzev naboja u gibanju. tj. 
struje (član s j). U slučaju permanentnog 
magneta moramo tražiti u feromagnetskom 


2Ovaj analitički račun magnetskog polja soleno- 
ida predstavlja zapravo dosta grubu aproksimaciju. 
Realni solenoidi nisu jako dugi u usporedbi s di- 
jametrom zavojnice, a osim toga imaju općenito i 
više slojeva žice. Ako zavojnica ima željeznu jezgru 
koja zatvara magnetski krug, račun može biti dosta 
realističan uz pretpostavku da većina energije mag- 
netskog polja ostaje u željezu. Kod zavojnica bez 
željezne jezgre računanje magnetskog polja valja biti 
daleko temeljitije i najčešće se izvodi numeričkim 
metodama uz pomoć računala. 
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materijalu neke struje koje proizvode magne- 
tizam. Te struje i postoje; one nastaju zbog 
spina elektrona. Spin zamišljamo kao intrin- 
sični zakretni impuls elektrona oko svoje osi 
što je ekvivalentno kružnoj struji.? 

Elektron može imati i orbitalni zakretni 
impuls, što je također ekvivalentno kružnoj 
struji. Normalno u materijalima, osi rotacije 
elektrona, bilo da se radi o spinu ili orbi- 
talnoj vrtnji, nasumično su orijentirane pa 
ne opažamo nikakav magnetizam na makro- 
skopskoj skali. U feromagnetskim materija- 
lima može doći do ,,kolektivnih efekata" pri 
čemu se osi vrtnje elektrona orijentiraju u 
jednom smjeru i nastaje makroskopski mag- 
netizam. 


6.1.6 Relativnost magnetskog і električ- 
nog polja 

Kad smo rekli da je magnetska sila koja 
djeluje na česticu u gibanju proporcionalna 
brzini čestice, pitanje koje nam je sigurno 
pri tome palo na um je: ,brzina, s obzirom 
na što?". U stvari, možemo vidjeti da je vek- 
torska veličina B, po svojoj definiciji, ovisna 
o sustavu kojega smo izabrali. Koji je to 
sustav? 

Principi fizike nam kažu da bilo koji sus- 
tav može poslužiti! Elektricitet i magnetizam 
nisu neovisne pojave, te ih moramo proma- 
trati zajedno kao nedjeljive aspekte elektro- 
magnetizma. Princip relativnosti sjedinjuje 
ove pojave u jednu cjelinu, iako Marzwel- 
love jednadžbe, za statičke pojave, izgledaju 
odvojene i neovisne. Pozabavimo se, dakle, 
s principom relativnosti i vidimo što nam 
on može reći o magnetskoj sili. 

Promatrajmo mirujući cilindrični vodič 
kroz koji struje negativni naboji paralelno s 
njegovom osi (Slika 6.7a). Izvan vodiča, na 
nekoj udaljenosti od osi i paralelno s njom, 
kreće se negativno nabijena čestica brzinom 
vo. Usporedimo ovu situaciju s onom koja 
bi odgovarala istoj konfiguraciji, ali proma- 


Ovdje imamo ponovno problem s konceptom 
točkastog naboja. Ako je elektron točkast, ne mo- 
žemo imati ni zakretni impuls, a da ne govorimo o 
struji! Postoje brojne indikacije da elektron i nje- 
gov naboj imaju strukturu, ali ovdje nećemo u taj 
problem ulaziti. 
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trana iz sustava u kojemu nabijena čestica 
izvan vodiča miruje (Slika 6.7b). Imamo, 
dakle dva sustava, S i S', u kojima proma- 
tramo istu fizikalnu pojavu. 

U sustavu 5 očito je da na česticu izvan 
žice djeluje magnetska sila. Sila je usmje- 
rena prema osi žice pa će putanja čestice biti 
savinuta prema žici. U sustavu S” čestica 
miruje pa na nju ne može djelovati magnet- 
ska sila. Princip relativnosti diktira da se i 
u ovom sustavu odvija isti fizikalni fenomen, 
tj. da čestica biva privučena k žici istom 
silom. Odakle ova sila? 

U mirujućem vodiču giblju se elektroni 
kroz materijal, dok ioni miruju u kristalnoj 
rešetci. Pretpostavimo da je p_ gustoća 
ovih elektrona mjerena u sustavu S, a iznos 
njihove brzine v. Neka gustoća pozitivnih 
iona bude p+, što je, zbog neutralnosti vo- 
diča, jednako p_. Izvan žice, dakle, nemamo 
električnog polja pa je sila na česticu koja 
se giblje izvan vodiča dana izrazom 


Е = 400 х В 


Iznos sile već znamo izračunati: 


1 تت‎ Aq 
7 4пєос2 r 


No, I = p_VA (A je presjek žice) pa možemo 
pisati 


1 2qp— Avvo 


= 4тєрс?. r 


Iako to ne moramo, pretpostavimo, zbog 
jednostavnosti, da je v = vo pa je 


1 2gp_A u? 
. = 


= 4тєо r с 


Promatrajmo sada istu stvar u sustavu 
S' gdje se žica sada kreće brzinom v, dok 
čestica izvan žice miruje. Pozitivni naboji, 
koji sada putuju zajedno sa žicom, stvaraju 
magnetsko polje B', no ono ne djeluje na mi- 
rujuću česticu. Ali očekujemo da na česticu 
djeluje sila jednaka onoj koja je djelovala u 
sustavu 5, a ta onda mora biti električna. То 
može biti samo onda ako je žica električno 
nabijena. Odakle naboj na žici? 
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Na prvi pogled izgleda nam da bi gustoće 
naboja u Si S“ morale biti iste, ali to nije 
slučaj. Zbog relativističke kontrakcije dimen- 
zija u smjeru gibanja, kristalna rešetka žice 
sada je skraćena, a time je porasla gustoća 
pozitivnih naboja. (Sam iznos naboja ostaje 
isti bez obzira na sustav, jer, u suprotnom 
slučaju, ne bismo imali očuvanje naboja u 
prirodi! Kad bi se temperatura u nekom 
materijalu promijenila, elektroni bi se gibali 
brže pa bi materijal poprimio ogroman elek- 
trični naboj. Isto tako, kemijske reakcije 
bi dovele do golemih električnih pražnjenja 
itd.) Pretpostavimo da imamo dužinu Lg 
žice u kojoj se nalaze nepomični naboji čija 
je gustoća ро. Ukupni naboj је tada Q = Го 
poo. Ako se sada žica pokrene u smjeru 
njene osi, dužina se smanji na iznos 


2 
= 104/1- 55 
С. 


ali presjek До ostaje isti. Ako je novonastala 
gustoća naboja sada p, onda je ukupni naboj 
O = рГ.Ао. Ovaj naboj je očuvan pa je ostao 
isti po iznosu; dakle, 


PO 
PET پا‎ = Үро 
ү1-@ 


Vidimo da se gustoća naboja u gibanju mije- 
nja na isti način kao relativistička masa, iako 
naboj kao takav ostaje očuvan. U sustavu 
S pozitivni naboji su mirovali. U sustavu 
S" oni se kreću i gustoća im je tada 


P+ 
ү 2 


Negativni naboji u sustavu 5” miruju pa je 
njihova gustoća ро. Dakle, možemo pisati 
م‎ = ро. U sustavu S ovi naboji se kreću 
pa im je gustoća 


P = 


لم 
Za 2‏ 
کي 1 
ili‏ 
2 
l =p їй‏ 
pP- =p 2‏ 
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Sad vidimo da će žica u gibanju dobiti višak 
(ili ,netto") naboja u iznosu 


pP =p +o 
ili 
/ P+ i 1 


P = 7 rp- 2 
= 


Sjetimo se da je žica u mirovanju bila ne- 


utralna, tj. م‎ = —p+ pa je 
r 1 v? 
P = р+ = 2с? 

с? 


Zica u gibanju će proizvesti električno polje 
Е! izvan žice u iznosu 
/ 
E'= pA 


__ PA v 
= 2۳٠ = 


2 
27є074/1— 27 


Električna sila, u smjeru žice, па česticu će 
biti 


Е! = q А р+А i 
2TE€9 r 


Usporedimo li ovu silu s onom u sustavu S 
vidimo da je 


Budući da su brzine male, ove sile su prak- 
tički iste. Za nerelativističke brzine, vidimo 
da su elektricitet i magnetizam različiti as- 
pekti iste sile. No, ako želimo ipak biti strogi, 
moramo voditi računa o činjenici da je sila 
također podložna relativističkoj transforma- 
ciji, jer ne zaboravimo da fizikalni fenomen 
mora biti isti gledan iz bilo kojeg sustava! 
U ovom slučaju, transverzalni impuls koji 
čestica dobije, nakon što je na nju sila neko 
vrijeme djelovala, mora biti isti. Ako pret- 
postavimo da taj impuls djeluje u smjeru osi 
у i označimo ga s ру za sustav S onda 


Ару = FAt 
dok za sustav S“ imamo, analogno 


Ар, = F'At 
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(с) а= | 


Q u površina Ag 


5' 


= 


Q površina Ag 


Slika 6.7: Interakcija žice kojom teče struja 
i čestice s nabojem. U sustavu S žica miruje 
(a) u sustavu S' naboj miruje (a). Ako ras- 
podjela nabijenih čestica u mirovanju ima 
gustoću naboja po (c), isti će naboji imati 
gustoću р = у: ро kada se gleda iz sustava s 
relativnom brzinom v 


Za male At možemo reći (jer ispočetka čes- 
tica u sustavu S' miruje) 


АР 
Ағ = کم يي‎ 
= 
iz čega slijedi da je 
Ap, РАР 
Ар; FAt 


iz čega slijedi da je fenomen gledan iz bilo 
kojeg sustava isti, jer proizvodi identičan 
rezultat. U prvom slučaju silu promatramo 
kao čisto magnetsku, a u drugom kao čisto 
električnu. U S' sustavu imamo i magnetsko 
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polje, ali ono je irelevantno za naš problem, 
jer čestica u sustavu miruje. Dakako, u ne- 
kom sustavu u kojemu ni čestica ni žica ne 
miruju imat ćemo kombinaciju magnetske i 
električne sile. Ono što je bitno jest da je 
potpuni opis elektromagnetskih fenomena 
invarijantan na Einsteinovu teoriju relativ- 
nosti. 


sustav S 


OKO 
Slika 6.8: u S gustoća naboja je nula, a gus- 
toća struje j. Postoji samo magnetsko polje. 
U S', postoji gustoća naboja p' i različite 


gustoće struje j'. Magnetsko polje B' je raz- 
ličito i postoji električno polje Е’. 


ČR 


sustav S' 


Ovo je još jedna dobra prilika da nagla- 
simo ograničenost deskriptivnih metoda po- 
put prikazivanja polja putem silnica i sl., 
naročito u slučaju pokretnih izvora. Kad 
budemo govorili o elektromagnetskim valo- 
vima, vidjet ćemo da se polje u danoj točki 
prostora stalno mijenja. Fizikalno govoreći, 
val ne putuje; samo promjena polja putuje 
prostorom. 


0.1.7 Transformacija struja i naboja 


Kad smo vršili transformaciju struje i na- 
boja iz jednog sustava u drugi, u slučaju žice, 
pretpostavili smo jednake brzine elektrona u 
žici i nabijene čestice izvan žice. Općenitija 
analiza, u kojoj bi ove brzine bile različite, 
dovela bi do istih zaključaka. Postoji, među- 
tim, lakši i jednostavniji način analize istog 
problema. Opažamo, naime, da su gustoće 
naboja i struje komponente četverovektora. 
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Vidjeli smo da je 


gdje je po gustoća naboja u mirujućem sus- 
tavu, a p u sustavu koji se kreće brzinom v. 
Gustoća struje naboja u gibanju je 


Podsjetimo se da smo za energiju i impuls 
imali analogne izraze: 


тос2 U 


yli- 1-% 


gdje su U i p tvorili relativistički četvero- 
vektor. No, vidimo odmah da pi J ovise о 
brzini isto kao U і р iz čega zaključujemo 
da su to isto komponente relativističkog če- 
tverovektora. 

Ako, dakle, želimo transformirati p i j iz 
jednog u drugi koordinatni sustav, znamo 
da će se oni transformirati kao temporalna 
odnosno specijalna komponenta četverovek- 
tora. Konkretno, za kretanje u x-smjeru, 
usporedimo analogne transformacije: 


2—06 : = 0 

ma - = Je А 

m Б: 
WE йу = Йи 
= „= 

ME = па ise 

= 1 v2 = 1 v2 

2 2 


Primjenom ovih transformacija možemo ri- 
ješiti Maxwellove jednadžbe u različitim sus- 
tavima. Sva rješenja dan će iste rezultate. 


0.1.8 Superpozicija; pravilo desne ruke 


Jednadžbe magnetostatike su linearne u Bi 
j. To znači da i ovdje vrijedi princip super- 
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pozicije polja. 


Vesti) 
cuc Bn 
€0 


Magnetsko polje je aksijalni ili pseudo- 
vektor i njegov smjer, s obzirom na struju 
naboja i silu na naboj, dan je pravilom desne 
ruke. (Električno polje E je polarni vektor.) 

Fizikalne pojave u elektromagnetizmu ne 
podliježu nikakvim pravilima desne ili lijeve 
ruke; one su simetrične na zrcalnu transfor- 
maciju prostornih koordinata. Tako, kad 
računamo magnetsku silu između struja do- 
bijemo uvijek iste rezultate, bez obzira koju 
konvenciju koristili. To je zato jer u raču- 
nanju sile (koja je polarni vektor) koristimo 
pravilo desne (ili lijeve) ruke dvaput. 

To, dakako, ne znači da su svi zakoni 
fizike invarijantni na zrcalnu transformaciju 
prostornih koordinata, ali elektromagnetski 
jesu. 


6.2 Magnetsko polje u raznim 
okolnostima 


6.2.1 Vektorski potencijal 

Veza između magnetostatskog polja i elek- 
tričnih struja izraženo je reduciranim 
Maxwellovim jednadžbama 


V-B=0 
AEB 
€0 


koje, za općenito formulirane probleme, zah- 
tijevaju općenita rješenja. Ova općenita rje- 
šenja vrijede za sve fizikalne situacije pa i 
one u kojima smo do sada rješavali probleme 
koristeći posebne simetrije i intuitivna naga- 
danja. U elektrostatici opće rješenje je bilo 
jednostavno; izračunali smo skalarni poten- 
cijal, time što smo integrirali po prostoru 
gdje su se naboji nalazili. Polje smo našli 
jednostavno tako što smo izračunali gradi- 
jent potencijala. Za magnetostatsko polje 
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postoji također odgovarajuća procedura u 
kojoj moramo imati podatke o gustoći svih 
struja j, tj. svih naboja u gibanju. 

U elektrostatici mogli smo uvijek prikazati 
E kao gradijent ф zbog toga što je rotacija 
E bila uvijek jednaka nuli. U magnetostatici 
Vx8B + 0 ра ne možemo magnetsko polje 
prikazati gradijentom. Međutim, divergen- 
cija B je uvijek jednaka nuli pa B možemo 
uvijek prikazati kao rotaciju nečega. Tako 
možemo pisati 


> 


B=VXA 


Ovo ispunjava uvjet prve jednadžbe magne- 
tostatike, jer je У. (9 х A) = 0. Polje A 
nazivamo vektorskim potencijalom. 

Prisjetimo se da, u slučaju skalarnog po- 
tencijala ф , nismo imali potpunu definiciju 
ove veličine, jer smo svakoj vrijednosti tog 
potencijala mogli pridodati neki konstantni 
skalarni potencijal С tako da je novo dobi- 
veni potencijal, 'ډ‎ = ф+ С, i dalje opisivao 
iste fenomene, jer je VC = 0. Ukratko, 6 i 
ф' predstavljali su istu fiziku. 

Na analogan način možemo pristupiti i 
kod magnetostatike i uvjeriti se da razni 
vektorski potencijali A daju ista magnetska 
polja. Matematički gledano, to je plauzi- 
bilno, jer se B dobiva iz A derivacijom, pa 
dodavanje konstante vektoru A ne mijenja 
rezultat. Možemo, međutim, ići i dalje i 
dodati vektoru A bilo koje polje koje je gra- 
dijent nekog skalarnog polja, a da pri tome 
ne mijenjamo fizikalnu situaciju. Pitamo se: 
za dano polje B , koji drugi vektorski poten- 
cijal, osim A, daje to isto polje? Dakle, 


ili 


Ako je rotacija nekog vektora jednaka nuli, 
onda se taj vektor može prikazati kao gra- 
dijent nekog skalarnog polja. Možemo to 
pisati kao 


= 


A-A=V4 ili Z=A+Vy 
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4t: ve 


koji će opisivati isto magnetsko polje. 

Općenito, u fizici, ovu slobodu izbora ogra- 
ničavamo nekim dodatnim uvjetima. (Tako 
smo u elektrostatici rekli da će potencijal 
$ u beskonačnosti biti jednak nuli.) Ovdje 
možemo ograničiti vrijednost A tako da odre- 
dimo kolika će mu biti divergencija, a da se 
pri tome ne promijeni vrijednost B. To je 
zbog toga što, iako Ai А! imaju iste rotacije 
i daju isto polje B, oni ne moraju imati istu 
divergenciju. Tako V - A' = У: A+V?y nam 
daje mogućnost da damo Ў · A" proizvoljnu 
vrijednost, ovisno o tome koji Y odaberemo. 

Što, dakle, odabrati za У.А? Matema- 
tički nam je najzgodnije da, u slučaju mag- 
netostatike, uzmemo М. А = 0. (U elektro- 
dinamici će stvari izgledati nešto drukčije.) 
Za sada, dakle, definirajmo A kao 


VxA=B 
V.A=0 
Ovo još uvijek sasvim ne definira A, jer još 
moramo odabrati rubne uvjete. Katkada, 
već prema potrebi, ovi rubni uvjeti su da 
A > 0 za velike udaljenosti. u 

Za homogeno magnetsko polje Во u 
smjeru, recimo, osi z, imamo: 


BA, дА 

pm am 
дт 9 ° 

B,=B,=0 


Rješenja ovih jednadžbi mogu biti razna. 
Jedno moguće rješenje je 


Ау=2Ву A=0 ده‎ - 0 


ili 


Az =-yB) Ау=0 А, =0 


Као і linearna kombinacija ovih rješenja: 


1 1 
A, ار‎ Ay = 0 A; =0 
2 2 
Jedno je jasno: za neko određeno polje B 
imamo više mogućnosti odabiranja vrijed- 
nosti vektorskog potencijala. 
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Treće od gornja tri rješenja je intere- 
santno zbog svojih osobina. Budući da je 
z-komponenta A, proporcionalna —y, а y- 
komponenta proporcionalna т, to je očito da 
je A ortogonalan na 2-08. No, općenito, A 
ne mora prolaziti kroz ishodište pa je onda 
on ortogonalan na neki vektor koji ima is- 
hodište na z-osi (Slika 6.9). Nazovimo ovaj 
vektor s 7" („prim” nas upozorava da to nije 
vektor pomaka iz ishodišta!) 


Slika 6.9: Jednoliko magnetsko polje B u 
z-smjeru odgovara vektorskom potencijalu 
A koji rotira oko z-os, s veličinom A=Br'/2 
(r' je odmak od z-os). 


Vidimo da je A proporcionalan iznosu 


V22+y2 pa stoga i r'-u. Dakle, za homo- 
geno polje možemo reći 


A= 


у 
r 


NI = 


Iznos vektorskog potencijala A je Br, а vek- 
tor se rotira oko osi 2. 

Ako imamo polje, npr. solenoida, (aksi- 
jalno polje), onda A cirkulira u istom smjeru 
kao i struje u solenoidu. 

Za homogeno magnetsko polje, A možemo 
naći primjenom Stokesovog teorema na cir- 
kulaciju A po zatvorenoj petlji: 


f A.dš= la, (9л) ida 
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Integral na desnoj strani je tok В kroz Г: matematički identična jednadžbi V?¢ģ = =. 


фла | 01106 
1 (S)r 


Cirkulacija A oko bilo koje petlje Г je, dakle, 
jednaka toku B kroz tu petlju. Za kružnu 
petlju radijusa т” koja je u ravnini ortogo- 
nalnoj na homogeno polje B, tok je jednak 
mr'?B. Ako ishodište postavimo na os sime- 
trije, onda je 


ў А.а8 = пт A = пт? В 
O 


ili = 
Р 

کس هر 

2 


Ovo je put koji ćemo općenito slijediti u 
suprotnom smjeru. Ono što se normalno 
radi je izračunavanje vektorskog potencijala, 
da bi se iz njega dobilo polje B. 


6.2.2 Vektorski 
struja 


potencijal poznatih 
Magnetsko polje ovisi o strujama pa prema 
tome i A. Stoga želimo najprije naći A. 
Počinjemo s 


To je isto što i 
29 (хд) 
€0 
Ovo je analogno jednadžbi elektrostatike: 


V=- (ili V. Vo=-5) 

€0 €0 
No, Ў x (9х2) =9(9.4) —V2A. Bu- 
dući da smo odabrali da je ў · A = 0 (sada 
vidimo zbog čega!), to je 


٢ ې‎ 1 : 

EC 
Ova vektorska jednadžba ima, naravno, tri 
komponente x,y i 2, a svaka od tih kompo- 
nentnih jednadžbi (npr. VŽA, = — 2) je 


єє 
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U elektrostatici smo vidjeli da je opće rješe- 
nje ove jednadžbe 


да) = 1 pom 


4766 T12 


Matematički, za -komponentu, imamo ana- 
logno 


Ах (1) 


1 Ja (2) dV; 
A 


4 T12 


kao i slične jednadžbe za y- i z- komponente. 
Ovaj rezultat možemo izraziti u vektorskom 
obliku: 


Za) 1 / J(2)dV2 


4, T12 


(Može se pokazati, direktnim deriviranjem, 
da ovaj integral zadovoljava uvjet da je \. 
А = 0, ako je Ӯ. = 0, što mora biti za 
slučaj konstantne struje) Integracija se vrši 
po volumenu koji sadrži sve struje (Slika 
6.10). 


Slika 6.10: Vektorski potencijal A u točki 1 
dan je integralom po strujnim elementima 
jdV u svim točkama 2 


Sada, dakle, imamo pravilo kako izraču- 
nati A iz j. Valja držati na umu jedino to 
da moramo raditi u Kartezijevom koordinat- 
nom sustavu, tj. tamo gdje su smjerovi osi 
fiksni (polarne koordinate nisu prikladne!). 
Tako izračunamo tri komponente A i za- 
tim tri komponente B derivacijom. Neke 
jednostavne probleme možemo navesti kao 
primjere. 
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6.2.3 Duga ravna žica 


Pretpostavimo da je dijametar žice 2a i 
struja u njoj Г. Pretpostavimo da je ova 
struja jednoliko raspodijeljena u žici (Slika 
6.11). Koordinate izaberimo tako da je Г u 
smjeru osi z. Dakle, 


Budući da su jx i jy obje jednake nuli, to je 
і 4. = 01 Ау = 0. Ako se sjetimo analognog 
rješenja u elektrostatici: 


пт 


ф= 


276۴6 


gdje je A = та?р, vidimo da ovdje imamo 
analogno 


و 
Ta Jz /‏ 


A, = 


م27 
Budući da je I = ma? j,, imamo‏ 


I 
lnr’ 


а= 
4 2пєос2 


Slika 6.11: Vektorski potencijal ravne žice 


Kako su Ах i A, obje jednake nuli, to 
za B dolaze u obzir samo one komponente 
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(Ў x A) koje su različite od nule, a to su В, 
i By: 


в. Io Ola) ٢ 7 
8 2716۵ ду شک م2‎ т? 
В. — I olar) П: 
لل‎ mee ðr — Mae т? 
B- -= 0 


Vidimo da je rezultat kao onaj dobiven ra- 
nije: 
I 2I 


B= ٢ 
Arege? r? 


6.2.4 Dugi solenoid 


Obratimo opet pažnju „beskonačno” dugom 
solenoidu kojim teče struja nI po jedinici 
dužine. Ova struja se može definirati i kao 
„površinska” gustoća struje Л analogno po- 
vršinskoj gustoći naboja u dielektriku (Slika 
6.12). Ovdje je definiramo kao struju na je- 
dinicu dužine po površini solenoida. (Ona je 
jednaka produktu ji srednje debljine vodiča 
solenoida.) Iznos J je nI. 


Slika 6.12: Vektorski potencijal dugog sole- 
noida 


Ova površinska gustoća struje J ima kom- 
ponente: 


Je =—Jsino Jy = Јсоѕф ږل‎ = 0 
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Najprije nađimo A, za točke izvan solenoida. 
Opet, rezultat je analogan onome u elek- 
trostatici za valjak čiji je površinski naboj 
o = ogsin ф, gdje je со = 2. Ovakvu distri- 
buciju naboja nismo imali u elektrostatici, 
ali ona je ekvivalentna distribuciji naboja 
dvaju valjaka , od kojih je jedan ispunjen 
pozitivnim, a drugi negativnim homogenim 
nabojem u istom iznosu. Osi valjaka su pa- 
ralelne i pomaknute u odnosu jedne prema 
drugoj za mali iznos u smjeru y-osi. (Sličnim 
smo se primjerom već poslužili kod elektros- 
tatskih analoga.) 

Potencijal ovakvog para valjaka je propor- 
cionalan derivaciji po y potencijala jednog 
homogeno nabijenog valjka naboja. Budući 
da je potencijal jednog valjka homogenog 
naboja proporcionalan lnr’, to је onda po- 
tencijal para međusobno pomaknutih valjaka 
dan izrazom 


Dakle, 


gdje је к neka konstanta proporcionalnosti. 
Analogno za A, imamo 


Vidimo da, iako izvan beskonačno dugog 
solenoida nema magnetskog polja, vektorski 
potencijal je konačan. Provjerimo da je nje- 
gova rotacija ipak nula. Očito je da su В, i 
В, jednaki nuli, ali 


=0 


Magnetsko polje je ipak jednako nuli, iako je 
A konačan! Možemo se u to uvjeriti ina ovaj 
način: znamo da je cirkulacija vektorskog 
potencijala oko solenoida jednaka toku Bu 
solenoidu, tj. 


фла | 0106 
I (S)r 
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No, cirkulacija А je 2xr' А. Budući da је 
А = 5, cirkulacija je 2тк što je neovisno o 
т". To je u redu, jer је В jednako nuli za 
sve r' > a, dok je tok magnetskog polja u 
solenoidu jednak ла? Во. Ovaj tok ostaje 


isti za sve т” > а, no polje Во је ma tj. 

2 
ш. 

iz čega vidimo da је iznos vektorskog poten- 


cijala izvan solenoida: 


па? 


= дєрс?т/ 


Po smjeru A je uvijek ortogonalan па F. 

Solenoid, s gusto motanom tankom zavoj- 
nicom je ekvivalentan šupljim valjku (cilin- 
dru), na čijoj vanjskoj plohi imamo površin- 
ski elektrostatski naboj, koji rotira oko svoje 
osi kutnom brzinom w (Slika 6.13). U tom 
modelu J = ov, gdje je v = aw. Magnetsko 
polje je tada dano kao B = Ga Ovo polje 
će se nalaziti unutar cilindra. 


Slika 6.13: Кобгајисі nabijeni cilindar 
stvara unutar sebe magnetsko polje. Kratka 
radijalna žica koja rotira s cilindrom ima na 
svojim krajevima inducirane naboje 


Pretpostavimo da unutar cilindra, između 
plašta i osi postavimo vodič u obliku štapa 
(vidi Sliku 6.13). Štap će se rotirati u mag- 
netskom polju i na naboje u njemu će dje- 
lovati sila бх В. Na krajevima štapa će 
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se pojaviti potencijalna razlika, koja će biti 
u ravnoteži sa silom na naboje. Ova po- 
tencijalna razlika se dade, bar u principu, 
mjeriti i na taj način ustanoviti brzina ro- 
tacije. Postavlja se, međutim, pitanje: što 
se događa ako mi, zajedno s cilindrom, roti- 
ramo? Jednadžbe elektrostatike nam kažu 
da u unutrašnjosti cilindra nema polja pa 
prema tome ni sile koja tjera naboje u štapu. 
Ali sjetimo se da rotirajući sustav nije iner- 
cijalni sustav. Relativnost rotacije ne os- 
tavlja zakone fizike invarijantnima! Ovakav 
eksperiment s rotirajućim cilindrom bi bio 
interesantan, ali za sada ovako mali efekti 
nisu dostupni mjerenjima. 


6.2.5 Polje male petlje; magnetski dipol 
Vektorski potencijal možemo sada izračunati 
za malu petlju. Pod ,malom" podrazumije- 
vamo petlju čije polje ćemo promatrati na 
udaljenostima koje su velike u usporedbi s 
dimenzijama petlje (Slika 6.14). Pod ovim 
okolnostima polje će izgledati kao polje di- 
pola. Pretpostavimo da je središte koordi- 
natnog sustava u središtu petlje. 


Slika 6.14: Polje male petlje: magnetski 
dipol 


U smjeru z-osi nema struje i A, je nula. 
Ako uzmemo npr. «-komponentu, vidimo 
da imamo dva kraka struje pa je rješenje 
analogno kao u slučaju elektrostatike gdje 
imamo dvije suprotno nabijene žice (Slika 
6.15). U velikim udaljenostima od žica polje 
će se ponašati kao polje dipola. 

U točki P potencijal će biti 


> > 


_ 1 рев 
Are R2 


Pp 
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/ а 7 
CECECCECEEEEEEEEEEECECEECO' 
++t+t++++++ 


U X ساسا‎ 


Slika 6.15: Raspodjela 7 u strujnoj petlji 
na slici 6.14 


(smjer р је od + > —) gdje je р dipolni 
moment eve distribucije naboja. U ovom 
slučaju iznos dipolnog momenta je produkt 
iznosa i međusobne udaljenosti naboja: 


р = ab 


gdje je А linijska gustoća naboja. Smjer 
dipolnog momenta je suprotan smjeru y-osi, 
tako da je kosinus kuta između R i р jednak 
—# (у je koordinata P). Dakle 


_ 1 Aaby 
4тєо А? В 
Ал dobijemo jednostavno supstitucijom А > 
Iab y 
Ar = — 5 a 
ч 4тєрс^ R3 
i analogno 
Iab = 


4reoc? R3‏ ل 


Vidimo, dakle, da је A; x —y, a Ay X 1. 
Vektorski potencijal na velikim udaljenos- 
tima cirkulira po kružnicama oko z-osi u 
istom smjeru kao i J u petlji (Slika 6.16). 
Jakost A je proporcionalna Гар. То je pro- 
dukt struje i površine petlje. Ovaj produkt 
se naziva (magnetskim) dipolnim mo- 
mentom petlje: 


u = Tab 
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Slika 6.16: Vektorski potencijal magnetskog 
dipola 


Ovo vrijedi za petlje bilo kojeg oblika, 
time što umjesto ab uzmemo površinu petlje. 
Općenito, dakle 


u=I.S 


gdje je S površina petlje. Magnetskom mo- 
mentu dajemo i vektorsko značenje time što 
mu smjer definiramo pravilom desne ruke 
(desni vijak; borealna konvencija). Možemo, 
dakle, pisati: 


1 ix R _ 1 Ёх ёв 


A= = . 
R3 4reoc? R2 


Arege? 


Iz ovoga nađemo B iz komponenata rotacije: 


B — д m ai 55-۵00۴ ق‎ б 
# م024۴‎ R2) Aregc2 R5 

B.=2 ٣۸ y\__u Зу 
У 92 \4regc2 R2 Arege? R5 


u 0 a д y 
KATE Е R3 اف‎ Za). 


duli 1 _ 32? 
© 4zega2\R2 RŠ 


Vidimo da se komponente B ponašaju točno 
kao komponente Ё dipola koji je orijenti- 
ran u smjeru z-osi. Zbog toga i nazivamo 
petlju magnetskim dipolom. Riječ ,,dipol" 
nije sasvim točna, jer ne postoje magnetski 
»polovi" (monopoli). 


Zanimljivo je da, počevši od sasvim razli- 
čitih jednadžbi (М.Ё = dG iVxB= 225 ) 
dolazimo do istog oblika роја. Zašto? То 
je zbog toga što se dipolna polja pojavljuju 
onda kada smo daleko od naboja ili struja. 
Naime, u najvećem dijelu prostora i diver- 
gencija i rotacija Æ i В su nula pa daju ista 
rješenja. Međutim izvori polja su sasvim 
različiti. 

6.2.6 Vektorski potencijal strujnog kruga 
Vidjeli smo da je opće rješenje za vektorski 


potencijal dano izrazom: 


= 4тєос? Jy 


712 


Cesto imamo posla s vodičima koji su ге- 
lativno tanki. Za tanku žicu (Slika 6.17) 
presjeka S možemo pisati 


dV = Sds 
Vidimo da je smjer struje isti kao i smjer 


žice: _ 
jdV = jSdš 


Slika 6.17: Za tanku žicu 74У je isto što i 
Ids 


No, js je upravo ukupna struja Г. Tako 
da je 
> 1 Ids5 
АП) = چب‎ 
(0 4, / T12 


6.2.7 Biot-Savartov zakon 


Magnetsko polje možemo naći i tako da dje- 
lujemo operatorom rotacije direktno na in- 
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tegral za A: 


1 nE 
4760 ې‎ Jy د‎ 


Operator rotacije, dakako, djeluje u podru- 
čju (1) prostora. On, dakle, djeluje na ko- 
ordinate 21,11,21. Operator možemo, onda, 
uvesti u integral, vodeći računa da on djeluje 
na varijable s indeksom 1, koji se pojavljuje 
samo u r12 (Slika 6.18): 


1 
газ = (zi х2)? + (у —у2)° + (21 22)? | 
2 i 
/ 


Slika 6.18: Magnetsko polje žice može se 
dobiti iz integrala oko strujne petlje. 


Dakle 


_ ðA; 04, 
د‎ 01 021 


_ _1 / „ofl 
— 4тєрс? Iz Bi T12 


BELA 
"na (=) 


B 


Veličina u zagradama je r-komponenta, s 
negativnim predznakom, od: 


хт = j X &2 
3 = 2 
"12 


"12 
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Slično je s drugim komponentama, tako 
da je 


> 1 јх €12 
B(1) = dV: 
(0 == | Pio : 


Dakle, integral nam daje B direktno kao 


funkciju poznatih struja. Ako imamo posla 
sa žicom onda 


В(1) = 


1 J= х d52 


2 2 
۴د‎ rio 


Negativni predznak dolazi otuda što smo iz- 
mijenili red vektorskog produkta. Ova zad- 
nja jednadžba ima svoj naziv; to je Biot- 
Savartov zakon. 

Na kraju možemo se pitati: čemu jed- 
nadžbe za A, kad imamo Biot-Savartovu 
jednadžbu? Valja, naime, i integral za Atri 
puta izračunavati (za tri koordinate). No, 
vidimo da, zbog vektorskog produkta, Biot- 
Savartov integral je teže izračunati (izuzev u 
vrlo jednostavnim slučajevima). Osim toga, 
budući da su integrali za A obično analogni 
onima u elektrostatici, možemo ih izračunati 
slijedeći poznata rješenja problema u elek- 
trostatici. Na kraju, naglasimo da vektorski 
potencijal igra vrlo važnu teorijsku ulogu u 
što ćemo se uskoro uvjeriti. 


6.3 Vektorski potencijal 


6.3.1 Sile na petlju struje; energija mag- 
netskog dipola 


Dipolni moment petlje možemo pisati i kao 
б = І5п 


gdje je S površina petlje, a п је normala па 
plohu petlje. Petlja kojom cirkulira struja, 
ne samo da stvara magnetsko polje, već 
osjeća silu kad se nađe u magnetskom po- 
lju drugih struja. Pretpostavimo da petlju 
stavimo u homogeno magnetsko polje čiji se 
smjer poklapa sa 2-оѕі. Postavimo petlju 
tako da Д tvori kut 0 sa z-osi (Slika 6.19). 
Vidimo da su sile na vodiče petlje po iz- 
nosu jednake i da se petlja, kao cjelina, neće 
translatirati u polju. 
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Slika 6.19: Pravokutna petlja kroz koju teče 
struja I u magnetskom polju B (u z-smjeru). 
Zakretni moment na petlji je T= il x B, gdje 
je magnetski moment u = Гар. 


Međutim, par sila ٨ 1 F će proizvoditi 
zakretnu silu na petlju. Ove sile su po iznosu 


Fı = Fə = I Bb 


Krak na kojemu sila djeluje je asin 0, tako 
da je iznos zakretnog momenta na petlju 


т = ІаьВѕіпө = uBsin6 


Ovaj zakretni moment možemo izraziti vek- 
torski kao 
r=ixB 

Rezultat je valjan za malu petlju bilo ko- 
jeg oblika. Ovo je analogno zakretnom mo- 
mentu koje homogeno električno polje pro- 
izvodi na električni dipol (7 = рх Ё). 

Pogledajmo kolika je mehanička energija 
petlje. Princip virtualnog rada daje 


dU, = =таб 


Budući da је т = uBsin6, to integrirajući 
dobijemo 


Um = —uBcos0 + const. 
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(Predznak je negativan, jer je energija mini- 
malna kad je / u smjeru Ë). Ovo, dakako, 
nije cjelokupna energija petlje sa strujom, 
jer npr. nismo uzeli u obzir energiju po- 
trebnu da se podržava struja u petlji, stoga 
ovo nazivamo mehaničkom energijom. Kako 
se ne radi o cjelokupnoj energiji možemo za 
sada gornju konstantu integracije izjednačiti 
s nulom. Tako ćemo napisati 


Um = 8: В 


Ovo је opet analogno elektrostatskom slu- 
čaju: 

Um = р: Ё 
time što је u elektrostatskom slučaju ovo 
ukupna energija dipola. 

Može se pokazati, međutim, za našu pra- 
vokutnu petlju, da је Um jednaka radu koji 
se utroši unošenjem petlje u magnetsko po- 
lje. U homogenom polju, vidjeli smo, nema 
sile translacije na petlju, ali u nehomogenom 
polju postoji ,,netto" sila translacije. Ako, 
dakle, unosimo petlju u homogeno magnet- 
sko polje, moramo pri tome proći kroz ne- 
homogeno polje, pri čemu se očito vrši rad. 
Radi jednostavnosti, pretpostavimo da se 
petlja unosi u polje tako da je U paralelan s 
B (kasnije petlju možemo zakrenuti u željeni 
položaj). 

Pretpostavimo da petlju guramo u smjeru 
osi x, dok je 7 u smjeru В (Slika 6.20). Sila 
na stranice З i 4 je okomita na os x pa ni- 
kakav rad nije potrošen na translaciji ovog 
dijela petlje. 


Slika 6.20: Translacija strujne petlja u mag- 
netskom polju 


Naprotiv, sila na stranicu 2 је В (х). 
Ovaj rad valja integrirati od x = oo do 
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mjesta u homogenom polju: 
22 
W;=-1o | В(т)ах 
—oo 
Slično vrijedi i za vodič 1: 
21 
w =-r | B (x) da 
—oo 


Vodič 1 je prevalio većinu puta koliko i vodič 
2, tako da je suma ovih integrala: 


22 
w=-r | В(х)ах 
zı 


Ako smo u području gdje je B gotovo isti za 
oba vodiča (a to moramo biti), onda je 


T2 
/ В (х) 08 = (x2 — 21) В = aB 
21 

ра možemo гаа izraziti Као 


W = –ГарВ = -uB = Um 


Nije nam teško uvjeriti se da bismo isti re- 
zultat dobili da smo počeli sa silom pa inte- 
grirali: 

Е, = (Вә – Bi) 


Ako је petlja mala, onda 


0B ðB 
Во = Bı + Ат = Bı + —a 
07 дт 
pa valja integrirati izraz 
OB 
M=I ab, 


što će dati ukupni rad: 


4 Hi 
| Е.а: = —lab | poste 
250 م-‎ Oz 
što je opet —uB. Sad vidimo zašto je sila na 
malu petlju struje proporcionalna derivaciji 
magnetskog polja, što bismo i očekivali iz 
izraza 


—AUm = -A (i. B)‏ = 02 ي7 


Dakle, U,, je samo dio energije strujne pet- 
lje, ali je ova veličina korisna za izračunava- 
nje sila na petlje konstantne struje pomoću 
principa virtualnog rada. 
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6.3.2 Mehanička i električna energija 
Kako Um ne predstavlja ukupnu energiju 
magnetskog dipola, tako njome nije ni odre- 
епа ukupna energija cijelog sistema strujne 
petlje u magnetskom polju. Da je ova veli- 
čina korisna, to smo upravo vidjeli, no pri 
tome valja držati struju u petlji konstant- 
nom. Što je s ostalom energijom? 

Pretpostavimo da se petlja giblje u smjeru 
osi х, dok je vanjsko magnetsko polje u 
smjeru osi 2, kako što je već prikazano na 
slici 6.20. Vodljivi elektroni u stranici 2 pet- 
lje osjetit će silu u smjeru osi y. No, kako ovi 
elektroni teku u metalu, postoji komponenta 
njihovog gibanja u smjeru sile. Na svakom 
elektronu se, dakle, vrši rad i to Fyvy u jedi- 
nici vremena, gdje je vy komponenta brzine 
elektrona u smjeru y (u smjeru žice). Nazo- 
vimo ovo električnim radom. Ako je vanjsko 
magnetsko polje homogeno, lako vidimo da 
je ukupni električni rad u petlji jednak nuli. 
Ako se petlja kreće u nehomogenom mag- 
netskom polju, ovaj ukupni električni rad 
je općenito različit od nule i mogao bi iz- 
mijeniti tok struje. Ako struju podržavamo 
konstantnom, onda rad mora biti apsorbiran 
(ili predat) od strane uređaja kojime podr- 
žavamo konstantnu struju. (Napomenimo 
da ovaj električni rad ne ovisi o brzini ko- 
jom unosimo petlju u polje). Ovaj električni 
rad nismo uzeli u obzir prilikom računanja 
mehaničke energije petlje. 

Zamislimo segment žice jedinične dužine, 
kojim teče struja Г, koji se kreće u smjeru 
ortogonalnom na žicu, kao i na polje B br- 
zinom vz. Struja u žici implicira brzinu 
toka elektrona vr. Komponenta magnetske 
sile na svaki elektron u žici je qevzB i ima 
smjer toka struje. Rad na elektronu je onda 
(gevzB)v;. Ukupan rad na segmentu žice u 
jedinici vremena (snaga) je 

dUe; 
dt 
gdje je № broj elektrona u jedinici dužine 
žice. No, Nqevr = Г pa je 
dUe 
dt 


Budući da struju držimo konstantnom, to 


= Nqevz Bvr 


=1Bv; 
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rad na elektronima ne dovodi do njihove 
akceleracije, već električna energija biva ap- 
sorbirana os strane izvora struje. Sila na 
žicu je ГВ, tako da je 1Bvz također meha- 
nička snaga, tj. dim, koja se troši na tran- 
slaciju žice. Zaključujemo, na osnovu toga, 
da se mehanički rad utrošen na translaciju 
žice pretvara u energiju koja odlazi u izvor 
struje. Dakle, energija petlje je konstantna! 

Ovo nije slučajno; to je posljedica zakona 
koji već znamo. Naime, sila na naboj u žici 
je 

Ё= 0 (E +@х В) 
Snaga je 
#.F= la- E +8. (sx 8)| 


Ukoliko nemamo električnog polja, onda 
nam ostaje samo drugi član na desnoj strani 
koji je uvijek jednak nuli. Ovo se, dakako, 
odnosi samo na vodič koji se kreće u kons- 
tantnom magnetskom polju, jer promjenljivo 
magnetsko polje dovodi do pojave električ- 
nog polja. 

Kako to da princip virtualnog rada daje 
ipak točan rezultat? Razlog je u tome što 
još uvijek nismo uzeli u obzir čitavu energiju 
sistema. Nismo, naime, uzeli u obzir ener- 
giju struja koje proizvode vanjsko magnetsko 
polje. 

Pretpostavimo da smo sastavili potpuni 
sistem koji se sastoji od naše male petlje i 
zavojnice koja proizvodi vanjsko magnetsko 
polje (Slika 6.21). U petlji teče struja Д, а 
u zavojnici struja 12. 

Vidimo da, ako petlju uvučemo u magnet- 
sko polje, njezina energija će preći u zavoj- 
nicu koja generira to polje i obrnuto. Ovu 
energiju možemo naći iz principa relativ- 
nosti. Ako se petlja kreće prema zavojnici 
koja miruje, onda će iznos električne ener- 
gije biti jednak mehaničkom radu i obrnutog 
predznaka. Dakle, 


Um + Uel(pet) =0 


Ako petlja miruje, a zavojnica se kreće 
prema petlji, onda je 


Um + Uel(zav) =0 
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В, 


Va 


Slika 6.21: Energija strujne petlje u magnet- 
skom polju 


Mehanička energija je ista u oba slučaja, jer 
dolazi od sile između petlje i zavojnice pa 
suma daje 


2Um + U el(pet) Lj U el(zav) =0 
Ukupna energije cijelog sistema je onda 
Utot = Um + U (pet) + Uel(zav) = —Um 


Dakle, ukupna energija sistema je —Um! 
Ukupna energija magnetskog dipola je onda 


Utot = +8: В 


Iz ovoga vidimo da samo pod uvjetom 
konstantnih struja smijemo upotrebljavati 
samo dio energije Um da nađemo mehaničke 
sile. Općenito, moramo voditi računa o cje- 
lokupnoj energijskoj bilanci. 

U elektrostatici je situacija nešto jednos- 
tavnija. Pretpostavimo da želimo izračunati 
rad potreban da se dva vodiča pomaknu 
tako što napon između njih ostaje kons- 
tantan. Princip virtualnog rada možemo 
koristiti pod uvjetom da načinimo nešto 
»umjetno". Budući da je O = CV , prava 
energija je 7CV?. Definirajmo onda neku 
»umjetnu* energiju koja iznosi يې‎ Ko- 
risteći princip virtualnog rada izračunajmo 
promjenu ove ,umjetne" energije zbog me- 
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haničkog rada kad držimo V konstantnim: 


2 2 
АО = A -F ) = PLAČ 


2 


Kad smo koristili ovaj princip kod iznalaže- 
nja sile između ploča kapacitora, promjena 


2 
energije je bila 9 pomnožena s promjenom 
u 2, tj. 
Q? 1 Q AC 
AU = —A = 
2 C 2 С? 


Rezultat koji ovdje dobivamo je identičan, 
jer g = V. Dobili smo, dakle, točan rezul- 
tat iako smo ignorirali rad koji je električni 
sistem trošio da podržava konstantan napon. 
Ova električna energija je, naravno, dvaput 
veća od mehaničke energije i obrnutog pred- 
znaka. Tako, računajući ,umjetnom" veliči- 
nom ignorirali smo rad električnog sistema 
i dobili točan odgovor. Ovo je analogno 
slučaju iz magnetostatike. 


6.3.3 Energija stalnih struja 
Ono što smo do sada naučili o energiji speci- 
fičnog sistema možemo poopćiti na bilo koji 
sistem istosmjernih struja. Za mali petlju 
bilo kojeg oblika vidjeli smo da je ukupna 
energija _ 

Utot = В: В 


Energiju nekog općenitog električnog kruga 
možemo naći tako da ga zamislimo sastav- 
ljenoga od proizvoljnog broja malih petlji 
(Slika 6.22). Očito je da će suma djelova- 
nja svih malih petlji biti jednaka djelovanju 
velike petlje koja je od njih sačinjena, jer 
se struje između malih petlji poništavaju 
posvuda izuzev na obodu koji tvori veliku 
petlju Г. 

Fizikalno gledano, velika je petlja ekviva- 
lentna svim malim petljama. Ukupna ener- 
gija velike petlje Г je onda jednaka sumi 
energija svih malih petlji, 1B, Aa, od kojih 
je sastavljena. (Ovdje je B, komponenta 
magnetskog polja normalna na površinu in- 
dividualne male petlje). Dakle, 


Ur= 8 ٢ 
1 
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Slika 6.22: Energija strujne petlje u mag- 
netskom polju može se smatrati zbrojem 
energija manjih petlji. 


ili 
Ор = І Brda =1 | В.паа 
(5)г (5)г 


gdje је 7 normala па element аа. Uvrstimo 
і za В rotaciju А і primijenimo Stokesov 
teorem imamo 


JR (9 л) ida=1 f Аа, 


gdje je ds element petlje I'. Energija kruga 
je onda 


ое} аз 
$ 


(Dakako, A se odnosi na vektorski potencijal 
struja koje proizvode B kod petlje, a ne na 
struju Г u petlji.) 

Svaku raspodjelu stalne struje možemo za- 
misliti da se sastoji od ,filamenata" koji su 
paralelni toku struje poput strujnica fluida. 
Za svaki par takvih filamentarnih krugova 
energija je dana prethodnom jednadžbom, 
time što integral ide po jednom krugu, dok 
je vektorski potencijal onaj drugog kruga. 
Ukupna energija je suma svih energija svih 
parova. Ono što radimo je sumacija po svim 
filamentima i uzmemo polovinu tako dobi- 
vene sume (jer bismo inače dobili dvostruki 
iznos energije). Ukupna energija kruga je, 


dakle 
І 
نانوي د‎ 
۷ 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


6.3 Vektorski potencijal 


267 


Ovo je analogno izrazu u elektrostatici: 


1 
0=5 | ۷م‎ 
2 Ју 


za energiju raspodjele naboja. 

U magnetostatici možemo, dakle, gledati 
na A kao na potencijalnu energiju struja. 
Naglasimo još jednom da je ovo istina samo 
za statička polja. Obje jednadžbe prestaju 
vrijediti čim se polja počnu mijenjati s vre- 
menom. 


6.34 Від 

Pažljivi čitatelj se do sada vjerojatno pitao: 
je li A zaista stvarno polje, ili predstavlja 
fiktivnu sliku čija svrha je upotpunjavanje 
neke simetrije samog formalizma matematič- 
kih metoda fizike? Ovakvo pitanje se može 
postaviti i malo šire: što je uopće stvarno 
polje, poput magnetskog polja? Magnetsko 
polje uistinu ne možemo ,opipati" poput 
nekog vjetra. Osim toga, ako se stavimo 
u neki drugi sustav, magnetsko polje može, 
kao takvo , nestati (ali ne i fizikalna po- 
java s time u vezi, u što smo se već uvjerili). 
Dakle, je li polje nešto „realno”? Očito je da, 
bar u klasičnom smislu, moramo definirati 
»stvarno" polje kao matematičku funkciju što 
je invociramo da bismo izbjegli „djelovanje 
na daljinu". U tom smislu neka točka P u 
prostoru ima osobinu da bi naboj u toj točki 
osjetio djelovanje polja, bilo drugih naboja 
u prostoru ili npr. elektromagnetskog polja. 
Ovu pojavu međudjelovanja onda opisujemo 
nekim , stanjem" prostora oko točke Р. Ovo 
,Stanje" pripisujemo prisutnosti polja. Polje, 
dakle, definiramo skupom veličina koje se 
odnose na danu točku u prostoru i određuju 
ponašanje neke čestice u toj točki. Pri tome 
ne moramo znati (relativistički gledano i ne 
znamo!) što se dešava u drugim točkama 
prostora. U ovom smislu valja odlučiti je 
li vektorski potencijal A realno polje ili je 
samo zgodna matematička naprava. 

Ono što nas pri tome, osim svega rečenoga, 
smeta je i činjenica da vektorski potencijal 
(kao, uostalom i skalarni) nismo do kraja de- 
finirali na jedinsven način u smislu da smo 
mu mogli dodati još i gradijent nekog ska- 
lara, a da pri tome nismo promijenili opis 
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fizikalne situacije. Ova neodređenost iznosa 
potencijala ipak nema direkne veze s pita- 
njem njegove ,,realnosti", jer uvijek možemo 
reći da se radi o matematičkom opisu lokal- 
nih fizikalnih pojava, bez definicije nekih, 
za sad nepoznatih, rubnih uvjeta. Vidjet 
ćemo da je to uistinu tako. Prije toga opisat 
ćemo eksperimentalni dokaz da je vektorski 
potencijal „realno” polje. 


6.3.5 Vektorski potencijal u kvantnoj me- 
hanici 


Do sada nije nađen ,,klasični" pokus u ko- 
jemu bismo mogli izmjeriti vektorski poten- 
cijal (zapravo ni skalarni, izuzev njegovu 
razliku!). Vidjeli smo da je magnetsko polje 
izvan beskonačno dugog solenoida odsutno 
iako je vektorski potencijal prisutan. Ovo 
je i potaklo neke fizičare u prošlosti da sma- 
traju potencijal A nećim što nema realno 
djelovanje pa je stoga nemjerljivo i ne pred- 
stavlja fizikalnu veličinu. Kad prijeđemo iz 
klasične u kvantnu fiziku, stvari se radikalno 
mijenjaju, ne samo u konceptu veći u smislu 
eksperimentalnih rezultata. 

U kvantnoj mehanici ideja o sili postaje 
sporedna, dok se koncept energije i impulsa 
nameće kao okosnica proučavanja dinamike 
elementarnih čestica. U proučavanju te di- 
namike, kretanje čestica opisujemo ampli- 
tudom vjerojatnosti da se čestica nađe na 
nekom mjestu, koja ovisi o vremenu i pros- 
toru. Umjesto sila, govorimo o promjeni 
valne dužine i/ili faze čestice-vala. Ako npr. 
govorimo o nuklearnim silama, redovno mis- 
limo na energiju međudjelovanja nukleona 
umjesto sile između njih. Upravo zbog toga 
što impuls i energija igraju centralnu ulogu u 
kvantnoj mehanici, očekujemo da će utjecaj 
vektorskog i skalarnog potencijala pružati 
mogućnost direktnog mjerenja eksperimen- 
talnih parametara poput valne dužine, faze 
i efekata interferencije parcijalnih valova. 
Ovo je upravo ono što se uistinu dešava. 

Promatrajmo pokus s interferencijom elek- 
trona. [Proces interferencije (klasični i 
kvantnomehanički) valova razradit ćemo de- 
taljnije drugom prilikom, ali za sada opišimo 
samo shematski ovaj pokus, jer je ovdje re- 
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levantan kao dokaz da je A realno polje. | 
Elektroni iz izvora padaju na zastor koji 
ima dvije male rupice. Oni elektroni koji 
prolaze kroz te dvije rupice stižu na drugi 
zastor gdje proizvode signal kad upadnu u 
detektor (Slika 6.23). U kvantnoj meha- 
nici opisujemo elektron kao val amplitude 
Ce'%?, Elektrone koji prolaze kroz dvije ru- 
pice promatramo kao parcijalne valove koji 
interferiraju. Oblik interferencije tih parci- 
jalnih valova С e'P1 i Сое??? može se mjeriti 
usporedbom intenziteta (tj. broja u jedinici 
vremena) elektrona u detektoru. Oblik kri- 
vulje interferencije ovisit će o faznoj razlici, 
ô = фу — фә, između parcijalnih valova. 


ZASTOR 


Slika 6.23: Interferencija elektrona 
Ova fazna razlika je 
a 
O = 27— 
"А 


gdje je A valna dužina prostorne varijacije 
amplitude vjerojatnosti. Ako se ograničimo 
na vrijednosti x X L možemo pisati 


a= “а PA JE TADA 
L 
Kad je s = 0 onda je $ = 0 pa su valovi u 
fazi i amplituda vjerojatnosti da se elektron 
nađe u detektoru je maksimalna. Za д = л 
imamo minimum. Zakon koji u klasičnoj 
elektrodinamici pišemo kao F = q0 کل‎ u 
kvantnoj mehanici reformuliran je u smislu 
da ne invocira silu pa time ni akceleraciju. 
Ovdje nas zanima kako magnetsko polje dje- 
luje na amplitudu vjerojatnosti. U ovom 
LEONTIĆ 
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smislu reformuliran zakon je vrlo jednosta- 
van; on kaže da faza amplitude za bilo koju 
putanju mijenja se u prisutnosti magnet- 
skog polja za iznos koji je jednak produktu 
kvocijenta naboja i Planckove konstante i 
integrala vektorskog potencijala po cijeloj 
putanji, što pišemo kao 


Za usporedbu možemo navesti da za elek- 
trostatsko polje imamo analogan izraz: 


(АФ). = 


(Gdje smo elektrostatski potencijal označili 
s P da simbol ne brkamo s onim za fazu). 
Ova dva izraza su točna i za dinamička po- 
lja i potpuno zamijenjuju klasični izraz za 
Lotentzovu silu. 

Nas momentalno ovdje zanima statičko 
magnetsko polje. Označimo s фі fazu elek- 
tronskog parcijalnog vala koji slijedi putanju 
kroz rupicu 1. Ako je ф (В = 0) faza bez 
prisutnosti magnetskog polja, onda, ako us- 
postavimo magnetsko polje, dobijemo 


2 | .ав 


а za putanju koja ide kroz rupicu 2 


JA a 


Interferencija ovisi o razlici faza 6. U odsut- 
nosti magnetskog polja razlku u fazi ozna- 
čimo kao 0) = 0). U prisutnosti polja onda 
imamo 


фі = ф1(В=0) + 


фә = ġ2 (B = 0) + 


ô =01(B=0)—92(B=0) 


+2 | л.а– 2 | А-а 


što možemo pisati kao 


6=0(8=0)+1ф dë 


# Ја,2) 


gdje se sada suma integrala svodi na kružni 
integral koji ide po smjeru putanje 1 i vraća 
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se u smjeru suprotnom od smjera putanje 
2. Iz ove jednadžbe možemo izračunati dje- 
lovanje magnetskog polja na interferenciju. 
Prije toga valja se osvrnuti na jedno važno 
pitanje. 

Vidjeli smo da vektorski potencijal kao 
funkcija sadrži izvjesnu mjeru proizvoljnosti. 
Tako su A i A predstavljali isto polje B 
, iako su se razlikovali za gradijent neke 
skalarne funkcije Vv, jer je rotacija gradi- 
jenta uvijek jednaka nuli. U kvantnoj me- 
hanici, međutim, efekti ovise o samom vek- 
torskom potencijalu pa se postavlja pitanje: 
kojem vektorskom potencijalu? Odgovor je 
na sreću umirujući, jer 


Va. ds 
(1,2) 


А.аѕ+ 
(1,2) 


4.48 = 

(1,2) 
Integral gradijenta je oko zatvorene puta- 
nje. Prema Stokesovom teoremu, integral 
tangencijalne komponente gradijenta po za- 
tvorenoj putanji je uvijek jednak nuli pa A 
i A' zaista daju istu faznu razliku, a time i 
jednake kvantne efekte. Dakle, i u kvantnoj 
mehanici, kao i u klasičnoj, samo rotacija A 
je važna! 

Isti zaključak bi uslijedio ako bismo uzeli u 
obzir da je linijski integral A oko zatvorene 
petlje jednak toku В kroz petlju. U tom 
slučaju radi se o toku B između putanja 1 i 
2. Možemo to sažeti ovako: 


0 =0(B=0)+ 5 1 (rox В IZMEĐU PUTANJE 11 2) 
gdje je tok B površinski integral normalne 
komponente B-a. Rezultat ovisi, kako vi- 
dimo, samo o Bi prema tome o rotaciji 
A. 

Budući da rezultat možemo napisati koris- 
teći samo B kao i A, mogli bismo vjerovati 
i dalje da je B , Stvarno" polje, a da vektor- 
ski potencijal A ostaje umjetna konstrukcija. 
No, po definiciji, „stvarno” polje ne može 
djelovati ,,na daljinu", tj. tamo gdje ga u 
određenoj točki prostora nema. Na sreću, 
možemo naći primjer gdje magnetsko polje 
nije u određenom prostoru prisutno (ili je 
po volji malo) i ne može , direktno" djelo- 
vati na česticu, a ipak djeluje kroz vektorski 
potencijal A. 

LEONTIĆ: 
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Vidjeli smo da beskonačno dugi solenoid, 
kroz koji teče struja, proizvodi magnetsko 
polje samo u svojoj unutrašnjosti, dok izvan 
solenoida nema polja. Možemo naš pokus s 
interferencijom elektrona zamisliti tako da 
elektroni prolaze kroz područje gdje je A 
konačan dok je B jednak nuli, ili zanema- 
rivo mali. Dovoljno je vrlo mali solenoid 
umetnuti u prostor između rupica tako da 
ga elektroni zaobilaze s vanjske strane (Slika 
6.24). Prema jednadžbi 

(АФ) nag = 1 145 
ñ Ја,2) 


doći će do promjene u fazi. Klasično gledano, 
to bi bilo nemoguće, jer sila na elektron ovisi 
samo o B , a taj je odsutan u prostoru izvan 
solenoida; ovaj pokus ne bi mogao pokazati 
teče li struja kroz solenoid ili ne. 


Slika 6.24: Magnetsko polje i vektorski po- 
tencijal dugog solenoida 


Ako je, dakle, solenoid dovoljno malen u 
usporedbi s udaljenošću d između rupica, 
pokus bi dao negativan rezultat. Pokus 
ipak daje pozitivan rezultat; kad u solenoidu 
teče struja, krivulja interferencije se mijenja 
onako kako predviđa kvantna mehanika.“ 


4Zamišljeni pokus koji ovdje opisujemo, nije mo- 
guće izvesti barem iz dva razloga. U prvom redu, 
solenoid bi trebao biti uži od udaljenosti d između 
rupica kroz koje prolaze elektroni, a ta udaljenost 
mora biti reda valne dužine elektrona. Drugi razlog 
je u tome što praktični solenoidi ne mogu sasvim 
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Budući da je tok magnetskog polja u sole- 
noidu isti za bilo koji par putanja, to znači 
da je i cirkulacija A ista za sve putanje iz- 
van solenoida. Pomak faze za dani položaj 
detektora je isti za bilo koji par putanja 
pa je čitava slika interferencije pomaknuta 
jednako za iznos koji možemo označiti s £o. 
Ovaj pomak lako izračunamo. Budući da je 


LA g > 
ze о A 
ИА u 


Ovaj zamišljeni pokus vrlo dobro opisuje 
slične, ali ipak daleko složenije, realne po- 
kuse i iz njegovih rezultata zaključujemo 
da, ukoliko prihvatimo ideju djelovanja po- 
lja samo u točkama prostora gdje je ono 
prisutno, umjesto da djeluje ,,na daljinu", 
onda je vektorski potencijal realno fizikalno 
polje.(Zanimljivo je da ova ideja nije prihva- 
ćena sve do 1956., iako je to trebalo svima 
biti jasno već 1926., kad su otkriveni zakoni 
kvantne mehanike.) 

Sad možemo načiniti još jedan korak i po- 
kazati da se kvantnomehanička formula za 
djelovanje magnetskog polja na skali velikih 
dimenzija reducira na Lorentzovu silu (što i 
treba biti, s obzirom na princip koresponden- 
cije). Kad želimo preći iz kvantne u klasičnu 
sliku valja jednostavno pretpostaviti da su 
valne dužine čestica male u usporedbi s di- 
menzijama na kojima djeluju vanjski uvjeti; 
u ovom slučaju magnetsko polje. Uzmimo 
isti pokus kao što je upravo opisani, ali pret- 
postavimo da magnetsko polje ispunja sada 
dio prostora iza rupica na prvom zastoru, 
tako da elektroni moraju proći kroz područje 


isključiti ,propuštanje" magnetskog polja kroz za- 
vojnicu. 

U realnom pokusu, koji nosi ime svojih intelektu- 
alnih začetnika (Bohm-Aharonov pokus), elektroni 
obilaze s obje strane jedan (ili više) magnetskih fluk- 
soida (vorteksa) u supervodiču. Izvan ovih vorteksa 
magnetsko polje je sasvim sigurno točno jednako 
nuli, a ipak interferencija elektrona pokazuje ne- 
sumnjivo djelovanje vektorskog potencijala izvan 
vorteksa. 
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polja širine w (Slika 6.25). Pretpostavimo, 
nadalje, da је w X Г. Izračunavanje faznog 
pomaka implicira izračunavanje cirkulacije 
A oko putanja, no to znamo da je jednako 
toku magnetskog polja između putanja. 


IZVOR 


SOLENOID 


SILNICE 
B POLJA 


L 


Slika 6.25: Magnetsko polje može utjecati 
na gibanje elektrona iako postoji samo u 
područjima gdje postoji proizvoljno mala 
vjerojatnost pronalaska elektrona. 


U prvoj aproksimaciji iznos ovog toka je 
Bwd. Tada 


A 
Ол - Bua ш Ағ = -L— Bu 
Ovo je u skladu s našom aproksimacijom 
т < L pa je pomak neovisan o položaju de- 
tektora. Pomak Az je tada ekvivalentan 
zakretanju za mali kut a svih putanja elek- 


trona: A , 
7 ۹ 

saa ш 

Klasično gledano, međutim, područje mag- 
netskog polja B bi djelovalo na elektrone 
tako da bi ih otklonilo za kut a“. Elektron, 
na prolasku kroz magnetsko polje, osjeća 
silu gv x B koja traje za vrijeme = prolaska 
elektrona kroz magnetsko polje. Promjena 
transverzalnog impulsa je 


a 


Aps = —qwB 
Iz toga 
, Apy qwB 
a = = ——— 
р р 


Ako uzmemo da je kvantni impuls р = £ 


onda je 
de AgwB 
ЕЖ 
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što je isto kao i rezultat dobiven iz kvant- 
nomehaničke formule. Vidimo, dakle, da 
prilikom prelaza iz klasičnog u kvantni pris- 
tup napuštamo veličine kao što su EiBu 
Maxwellovim jednadžbama i zamjenjujemo 


ih s ġ i А. 
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Prelaskom па opis dinamičkih pojava, jed- 
nadžbe koje smo koristili u elektrostatici i 
magnetostatici moraju se upotpuniti tako 
da sadrže vremenski ovisne članove. Elek- 
trodinamičke jednadžbe su potpune i uvijek 
točne. Kao preliminarni korak možemo na- 
praviti kratak pregled statičkih i dinamičkih 
jednadžbi kao u tabele 7.1. 

Iz tabele vidimo da jednadžbe za statiku 
sada bivaju drastično modificirane. Tako, 
primjerice, Lorentzova sila vrijedi uvijek, 
dok Coulombov zakon vrijedi samo za sta- 
tiku. Gaussov zakon vrijedi, ali rotacija E 
nije općenito jednaka nuli. Vidimo, također, 
da E nije samo gradijent skalarnog potenci- 
jala, već mu se dodaje i vremenska derivacija 
vektorskog potencijala. Električno polje u 
dinamici postaje u vodiču različito od nule; 
ono stvara struje. Divergencija B je uvi- 
jek jednaka nuli, jer ne postoje magnetski 
monopoli, ali rotacija B ne dolazi samo od 
struje, veći od vremenske promjene električ- 
nog polja. Iz toga vidimo da postoji novi 
odnos između A i struja kao što postoji i 
novi odnos između A i ф. Mogućnost oda- 
bira vrijednosti Ў. Д koristi se tako da bude 
V.A= =. pa dobivamo vrlo simetrične 
jednadžbe za ۷4 i у?20. 

Potencijali ф i Ai dalje se nađu integrira- 
njem po nabojima i strujama, no ne istim 
integralima kao u statičkoj aproksimaciji, 
već onima koji sadrže vrijednosti j ipu 
točki 2 kako su one bile u ranijem vremenu 
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И =t — "2, jer se utjecaji šire brzinom svje- 
tlosti od točke 1 do točke 2. Gustoća energije 

2 
električnog polja je još uvijek so , ali izraz 
za elektrostatsku energiju, f podV ne vrijedi 


u elektrodinamici. 


7.1 


7.1.1 Električni motori i generatori 


Izmjenične struje 


Elektricitet i magnetizam smatrani su pot- 
puno zasebnim fenomenima dok nije Hans 
Christian Orsted 1820. poakazao da struja 
u vodiču proizvodi magntesko polje. Iste go- 
dine otkriveno je i djelovanje magneta silom 
na vodič kojime teče struja. Ovi rezultati 
brzo su doveli do konstrukcije električnih 
mašina, prvensveno motora. 

Elektromotor je u principu pokretna za- 
vojnica u magnetskom polju (Slika 7.1). Za- 
vojnica (rotor) se nalazi na osovini koja se 
može vrtjeti oko ležajeva i proizvoditi meha- 
nički rad. 

Čim je otkriven efekt struje u magnet- 
skom polju, pokušalo se postići obrnuto, tj. 
stvoriti struju u vodiču pomoću magnetskog 
polja. Unatoč vrlo jakim magnetskim po- 
ljima koja su korištena, rezultati su bili ne- 
gativni. ! 


lIdeja da se električna struja u vodiču proizvede 
konstantnim magnetskim poljem zasnivala se na miš- 
ljenju da „slično vuče slično" u smislu da, analogno 
stvaranju magnetskog polja tokom stalne struje, sta- 
lan tok električne struje trebao bi se stvarati u pri- 
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STATIČKE JEDNADŽBE 
TOČNE SAMO ZA STATIČKE POJAVE 


DINAMIČKE JEDNADŽBE 
UVIJEK TOČNE 


COULOMBOV 
ZAKON 


LORENTZOVA 
SILA 


FARADAYEV 
ZAKON 


STVARA STRUJE. 


w 


U VoDIču: Ё 20; 


AMPEREOV 
ZAKON 


NEMA MAG. 
MONOPOLA 


Tablica 7.1: Usporedba jednadžbi za statičke i dinamičke elektromagnetske pojave 
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STATIČKE JEDNADŽBE 
TOČNE SAMO ZA STATIČKE POJAVE 


DINAMIČKE JEDNADŽBE 
UVIJEK TOČNE 


UZ UVIJET DA VRIJEDI: 


m 


Tablica 7.2: Električni potencijali Ді ф kod statičkih і dinamičkih elektromagnetskih 


pojava 
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7. Elektrodinamika 


Krajevi zavojnice spojeni su na komutator 
koji mijenja smjer struje u zavojnici kad ova 
stigne u ,mrtvu točku", tj. kad su Zi B 
u istom smjeru. Isti princip, dakako, bez 
komutatora upotrebljava se kod konstrukcije 
galvanometara; instrumenata koji se koriste 
za mjerenje struje. Voltmetar i ampermetar 
su vrste galvanometra. 


Slika 7.1: Shematski prikaz jednostavnog 
elektromagnetskog motora 


Tek je 1840. Michael Faraday otkrio da 
se električna struja (primjerice u zavojnici) 
može izazvati samo vremenski promjenljivim 
magnetskim poljem. Ova promjena može se 
izazvati bilo mijenjanjem struje u nekom 
elektromagnetu, bilo pomicanjem perma- 
nentnog magnteta u odnosu na vodič. Fara- 
day je konstruirao prvu napravu koja je pret- 
hodnik transformatora, a koja se sastojala 
od dviju zavojnica sa zajedničkom željeznom 
jezgrom. Mijenjanjem struje u jednoj izaziva 
se nastanak, isto tako promjenljive, struje u 
drugoj indukcijom. 

Faraday je, otkrićem zakona indukcije, za- 
pravo prvi otkrio elektrodinamiku u pravom 
smislu te riječi. Suština principa elektromag- 
netske indukcije, izražena je Lorentzovom 
silom F = qu x B, kao i drugom Maxwello- 
vom jednadžbom. Pretpostavimo da imamo 


sutnosti stalnog magnetskog polja. 
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strujni krug s magnetom, poput onoga ko- 
jega smo već vidjeli na slici 5.8, ali kojega 
ćemo nadopuniti galvanometrom (Slika 7.2). 
Ako mičemo žicu u smjeru ortogonalnom 
na os magneta galvanometar će pokazivati 
promjenljivu struju u krugu. 


GALVANOMETAR 


Slika 7.2: Kretanje žice kroz magnetsko po- 
lje proizvodi struju, kao što pokazuje galva- 
nometar. 


Pri tome znamo da naboji u žici osjećaju 
silu kada žicu mičemo transverzalno. Sila 
koja pri tome nastaje je longitudinalna, tj. 
u smjeru žice i ,,gura" elektrone kroz žicu. 
Elektroni koji su , gurnuti" djeluju električ- 
nom silom na ostale elektrone u vodiču pa 
se cijeli kolektiv elektrona u voduču pokreće. 
Ovo ,,guranje" između elektrona može se 
protezati preko ogromnih udaljenosti; na 
tome se zasnivaju mnoge primjene zakona 
elektrodinamike. 

Pretpostavimo sada da žica miruje, a mag- 
net pomičemo transverzalno na smjer žice. 
Struja opet biva inducirana, što iz principa 
relativnosti i očekujemo. Lorentzova sila je, 
međutim, sada jednaka nuli jer naboji u žici 
u ovom sustavu miruju. Dakako, magnet 
smo mogli zamijeniti i solenoidom i rezultati 
bi bili isti. 

Struju u krugu možemo pobuditi i tako 
što mijenjamo struju u solenoidu. Princip 
ovako inducirane struje u jednom krugu pro- 
mjenom struje u drugom možemo ilustrirati 
jednostavnom shemom (Slika 7.3). Naprava 
je mehanički nepokretna; jedino se naboji u 
vodičima kreću. 

Ako zatvorimo prekidač i time pustimo 
struju kroz prvi krug, nastaje inducirana 
struja u drugom krugu i traje tako dugo dok 


FIZIKA — POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.(Q 02:25 


7.1 Izmjenične struje 


277 


BATERIJA 


GALVANOMETAR 


Slika 7.3: Zavojnica s strujom proizvodi 
struju u drugoj zavojnici ako se prva za- 
vojnica pomakne ili ako se njezina struja 
promijeni. 


se magnetsko polje u prvom krugu mijenja 
s vremenom. Struja će ponovno biti induci- 
rana, ali u suprotnom smjeru, kad prekidač 
otvorimo i magnetsko polje u prvom krugu 
počne padati. Ovu silu koja u vodiču ,, gura" 
elektrone nazivamo elektromotorna sila 
(EMS). (U vodiču mogu postojati razne sile 
koje , guraju" elektrone u raznim smjero- 
vima, a da ipak ne proizvode struju u krugu. 
Kad govorimo o elektromotornoj sili, mis- 
limo pri tome na ,,netto" silu koja u krugu 
proizvodi tok struje.) Preciznije, elektromo- 
tornu silu definiramo kao integral, jednom 
po krugu, tangencijalne komponente sile na 
jedinični naboj. Faraday je otkrio da iznos 
elektromotorne sile, inducirane promjenom 
magnetskog toka kroz krug, ovisi i proporci- 
onalan je promjeni u jedinici vremena mag- 
netskog toka. ? 


*Elektromotorna sila označava se s £ i mjeri se 
u voltima, dakle energijom po jedinici naboja. Na- 
ziv je to kojim se prvotno označavao proizvedeni 
električni napon u unutrašnjosti izvora električne 
energije. Budući da je električni napon dimenzij- 
ski drukčija veličina nego što je u fizici definirana 
sila, mnogi autori izbjegavaju taj naziv pa elektro- 
motornu silu radije nazivaju proizvedeni napon ili 
unutrašnji napon. Iako je, dakle, pojam elektro- 
motorna sila kontradiktoran suvremenim konvenci- 
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Ako pogledamo shemu električnog motora, 
vidimo da, primijenimo li mehanički rad 
okretanjem zavojnice, motor postaje gene- 
rator elektromotorne sile. Komutator pri 
tome periodično mijenja smjer kojim bi is- 
tosmjerna struja tekla kroz zavojnicu, ali u 
sinkronizaciji s time i magnetski tok mijenja 
svoj smjer pa je rezultat toga istosmjerna 
struja koja u sinusoidalnim pulsovima pro- 
lazi krugom (Slika 7.4b.). 

Ukoliko na generatoru, umjesto komuta- 
tora, koristimo klizne kontakte s dva prstena, 
koaksijalna s osovinom, na koja su krajevi 
zavojnice spojeni, dobit ćemo izmjeničnu 
struju, jer tok magnetskog polja, za vrijeme 
vrtnje rotora, periodično mijenja smjer u 
odnosu na zavojnicu (Slika 7.4b.). 

Na osnovi činjenice da su motor i gene- 
rator fizički zapravo iste mašine, zaključu- 
jemo da bismo mogli dvije takve mašine 
kombinirati tako da njihove zavojnice spo- 
jimo zajedno; dovedemo li mehanički rad 
prvoj mašini vrtnjom njezina rotora, rotor 
druge mašine će se okretati sinkrono.” 

U principu i ne mora se raditi o rotira- 
jućim mašinama. Bellov originalni telefon 
zapravo je kombinacija dvaju identičnih ,,mo- 
бота” i ,generatora" u kojima se elektro- 
motorna sila generira promjenom toka kroz 
magnetski krug čiji dio tvori pokretna dija- 
fragma od feromagnetskog materijala (Slika 
7.5). Dijafragmu , generatora" (mikrofona) 
pokreću zvučni valovi koji udaraju na nju. 

Prijemnik (slušalica) je ,motor" u kojemu 
promjenljiva struja iz mikrofona proizvodi 
promjenu jakosti magnetskog polja, a time 
i titranje dijafragme. (Ova prva varijanta 
Bellovog telefona nije imala velik domet. Na- 


jama u fizici zbog svoje izuzetne povijesno-tehničke 
važnosti zadržao se sve do danas, te ćemo ga і mi 
u daljnjem tekstu koristiti u njegovom povijesnom 
značenju i pozivati kroz njegovu skraćenicu: EMS 
(eng. electromotive force (emf)). 

ЗОуо u praksi i nije tako lako postići korištenjem 
jednostavnih motora. Sprave kojima se zakretanje 
može sinkrono i točno prenositi na daljinu zovu se 
»selsini" (eng. Selsyn) i rezultat su novije tehnolo- 
gije. No, bez obzira na tehničke finese, dva identična 
električna motora s električno spojenim rotorima uis- 
tinu će se ponašati, bar kvalitativno, kako je ovdje 
opisano. 
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četkica 
komutator 


komutator 


0° 50° 


180° 
kut između vodiča i silnica magnetskog polja 


270° 360° 


Slika 7.4: Generator istosmjerne struje 


tlak zvučnih ——=> 


feromagnetska 
valova 


dijafragma 


bakrene 
jezgra od zavojnice 
mekog željeza i 1 permanentni 
1 1 magnet 


دوه لا د 


redna generacija telefona bila je zasnovana 
na ugljenom mikrofonu koji je modulirao 
struju kroz slušalicu. Struja je dolazila od 
posebne baterije.) 


7.1.2 Transformatori i induktancije 


Vidjeli smo da fenomen indukcije elektro- 
motorne sile tumačimo, kako Lorentzovom 
silom, tako i Maxwellovom jednadžbom 
VxE= -2B veću ovisnosti o sustavu u 
kojemu promatramo elektrone u metalu. Mi- 


jenjanjem struje u jednoj od dviju zavojnica 


koje su u „magntetskoj vezi” proizvodimo 
elektromotornu silu (EMS) u drugoj zavoj- 
nici (Slika 7.6). Ovako nastala EMS može 
se prikazati „pravilom magnetskog toka”. 


AC generator © 


Slika 7.6: Dvije zavojnice, omotane oko sno- 
pova željeznih ploča, omogućuju generatoru 
da zapali žarulju bez izravne veze. 


Na slici 7.6 shematski su prikazane dvije 
zavojnice sa željeznim jezgrama (koje su ne- 
bitne, ali u praksi pogodne, jer željezo poja- 
čava magnetski tok). Prvu zavojnicu napa- 
jamo izmjeničnom strujom. Zbog promjene 
toka magnetskog polja, kojega proizvodi ova 
prva zavojnica, u drugoj će se sinkrono indu- 
cirati izmjenična struja. Struja inducirana 
u drugoj zavojnici može biti veća ili manja 
što ovisi o iznosu inducirane EMS i o otporu 
kruga. EMS će ovisiti o promjeni toka B, o 
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jakosti magnetske veze među zavojnicama i 
o broju zavoja u drugoj zavojnici. U praksi 
postoje naprave koje služe za prijenos ener- 
gije indukcijom između zavojnica. Redovno 
u tim napravama, koje se nazivaju transfor- 
matorima, zavojnice dijele isti magnetski 
krug (Slika 7.7). Postoje i transformatori 
visoke frekvencije koji imaju otvorene jezgre, 
najčešće od ferita ili bez jezgara, a nalaze se 
redovito u radio i T'V prijemnicima. 


magnetski 
ТТ? kB ki 


sformat г 
Шш а... 


Slika 7.7: Idealni transformator sa zatvore- 
nom jezgrom 


Niskofrekventni transformatori, koji se ko- 
riste u električnoj distributivnoj mreži kao 
i u raznoj tvorničkoj i kućanskoj opremi, 
imaju jezgre načinjene od tankih limenih 
profila u obliku slova „С” ili „Е” čvrsto pa- 
kovanih u jedinstven jezgrovni blok. Limovi 
su međusobno izolirani tako da se u jezgri 
ne stvaraju inducirane struje (što bi inače 
bio slučaj; masivna jezgra bi se ponašala kao 
kratko spojena ,sekundarna zavojnica" vrlo 
niskog otpora). 

Efekti indukcije nastaju, dakako, i u sa- 
moj primarnoj zavojnici jer i nju prožimlje 
promjenljivo magnetsko polje. Ova pojava 
se naziva somoindukcija, a odgovarajući 
napon na krajevima zavojnice je posljedica 
samoinducirane EMS. 

Smjer inducirane struje, odnosno odgova- 
rajuće EMS, dan je Lentzovim pravilom 
koje je vrlo jednostavno: EMS se protivi pro- 
mjeni toka В! Interpretacija pravila је da 
inducirana EMS ima takav smjer da struja 
proizvedena samoindukcijom proizvodi mag- 
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netsko polje koje se protivi promjeni toka 
Bu zavojnici ili krugu. Drugim riječima, 
čitav strujni krug se ponaša kao da struja 
kroz njega ima neku „іпегсіји” Što je zavoj- 
nica (ili, općenito, krug struje) veća, to je 
i ,inercija" veća; struju je teže uspostaviti, 
ali i pokušaj prekidanja toka struje dovodi 
do ,unatražne? (samoinducirane) EMS koja 
proizvodi porast napona na mjestu prekida 
kruga uz pojave iskrenja i mogućeg stvara- 
nja električnog luka. Ovaj se fenomen može 
pokazati jednostavnim pokusom. Zavojnica 
velike samoindukcije se spoji u krug koji 
sadrži baterijski niskonaponski (oko 4 V.) 
izvor struje, prekidač i galvanometar (Slika 
7.8). Paralelno sa krajevima zavojnice spoji 
se bljeskalica (specijalna, plinom punjena, 
staklena cijev s elektrodama, kroz koju se 
može ostvariti električni izboj samo uz pri- 
mjenu vrlo visokog napona, primjerice 1000 


у). 


PREKIDAČ 


BLJESKALICA 


Q 


BATERIJA 


Slika 7.8: Strujni krug elektromagneta. Blje- 
skalica omogućava prolaz struje kada je 
sklopka otvorena, sprečavajući pojavu stva- 
ranja prekomjerne elektromotorne sile. 


Zatvorimo li prekidač, opažamo da će 
struja postepeno rasti dok ne dosegne odre- 
denu vrijednost koja ovisi o otporu kruga. 
Ako struju sada naglo prekinemo, time što 
otvorimo prekidač, nagli kolaps magnetskog 
polja u jezgri zavojnice proizvodi samoindu- 
ciranu elektromotornu silu dovoljno jaku da 
napon na krajevima zavojnice dosegne i pri- 
jeđe visoki napon (reda 1000 V.) potreban 
za aktiviranje bljeskalice. U praksi, ovakvi 
»naponi prekida" mogu oštetiti opremu, pa 
se paralelno s potrošačima istosmjerne struje 
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često spajaju naprave nazvane varistorima 
koji imaju nelinearnu ovisnost otpora o na- 
ponu.“. 


7.1.3 Sile na vodiče kojima teku induci- 
rane struje 


Djelovanje Lentzovog pravila možemo prika- 
zati jednostavnom napravom koja se sastoji 
od zavojnice sa željeznom jezgrom i prstena 
od dobro vodljivog materijala (Slika 7.9). 
Zavojnica ima nešto produženu jezgru na 
koju umetnemo aluminijski ili bakreni pr- 
sten. 


= 


= 
== 


F 


m vodljivi prsten 


zavojnica 


> 


ргета АС 
generatoru 


> 


željezna 
~ jezgra 


Slika 7.9: Vodljivi prsten snažno se odbija 
od elektromagneta s promjenjivom strujom. 


Ako momentalno pustimo kroz zavojnicu 
izmjeničnu struju (ili kratki puls istosmjerne) 


40 ranim danima električnih željeznica koje su 
funkcionirale na istosmjernu struju (ili struju vrlo 
niske frekvencije, poput 16 Hz.), strujni krug je 
često bio prekidan zbog skakutanja ,pantografa" ili 
»lire" kojom se struja iz žice iznad pruge napaja 
lokomotiva. Da tako nastali luk ne bi oštetio žicu i 
pantograf, na stupovima koji su nosili žicu nalazili 
su se , gasioci luka"; polumjesečaste elektrode, tako 
postavljene da nastali plamen luka biva, uzgonom 
vrućeg zraka, tjeran na gore prema sve većem rasto- 
janju između elektroda, dok se konačno ne ugasi. 

Varistori su proizvod moderne tehnologije, a sas- 
toje se od sinterata kristalita cinkovog oksida (ZnO, 
koji je inače poluvodič s dosta velikim energijskim 
procjepom) u staklastoj matrici od bizmutovog ok- 
sida. Strujna karakteristika varistora, I  V“, po- 
tječe od fenomena tuneliranja kroz sloj bizmutovog 
oksida u kristalite cinkovog oksida. 
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prsten će, zbog inducirane protustruje u 
njemu, biti odbačen s jezgre zavojnice. Ove 
protustruje imaju smjer koji proizvodi mag- 
netsko polje smjera suprotnog od magnet- 
skog polja zavojnice. (Ako, primjerice, za- 
vojnica proizvodi sjeverni pol na svom gor- 
njem kraju gdje se nalazi prsten, inducirane 
struje u njemu također proizvedu sjeverni 
pol na donjem dijelu prstena, tako da do- 
lazi do odbijanja dvaju istoimenih polova, 
jer tok magnetskog polja zavojnice ne može 
prodrijeti kroz prsten pa nastali ,magnetski 
tlak" odbacuje prsten znatnom silom.). Ako 
prsten prerežemo, tako da se u njemu ne 
mogu inducirati kružne struje, ne javljaju 
se nikakve sile na prsten. Umjesto prstena 
možemo koristiti i malu pločicu i sl. Sile 
koje nastaju od naglog porasta ili pada mag- 
netskog polja mogu biti vrlo velike, naročito 
kad se radi o supervodljivim magnetima; 
kriogeničko inženjerstvo vezano za golema 
magnetska polja nije stoga jednostavno.?. 

Vrlo jaki pulsovi magnetskog polja koriste 
se u tehnici za hladno kovanje ili deforma- 
ciju metala. Ovo se dešava i onda kada isti 
fenomen i nije poželjan, kao npr. u pulsnim 
magnetima s tzv. Bitterovim zavojnicama. 
Ovi magneti proizvode vrlo visoka magnet- 
ska polja (reda 100T) u pulsu. No zbog 
golemih sila na materijal zavojnice, magnet 
traje svega nekoliko pulsova prije nego što 
postane neuporabljiv. 

Fenomen struja induciranih u supervodiču 
predstavlja poseban slučaj utoliko što su in- 
ducirane struje ovdje nedisipativne, tj. os- 
taju bez promjene prisutne tako dugo dok 
je materijal supervodljiv. Lako vidimo da 
magnetsko polje neće prodirati u supervodič, 
jer će vrtložne struje na površini sprječavati 
njegov ulazak, izuzev za vrlo mali sloj uz 
površinu materijala (Slika 7.10). 

Ako umjesto zavojnice koristimo perma- 
nentni magnet i postavimo ga npr. п 


Ovdje valja spomenuti još jedan problem sila 
koje ne nastaju zbog promjene magnetskog polja već 
jednostavno zbog njegovog prisutnostnosti. Golema 
magnetska polja koja se generiraju u supravodlji- 
vim solenoidima (8-20T.) predstavljaju efektivno 
sile slične tlaku u posudi ispunjenoj plinom. Za spo- 
menuta polja, ti ,magnetski tlakovi" ekvivalentni 
su tlakovima od više desetaka M Pa! 
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Iza savršeno vodljiva ploča 


Slika 7.10: Magnetska levitacija. Elektro- 
magnet u blizini savršeno vodljive ploče. 


konkavno oblikovani supervodljivi „бапјиг”, 
magnet će lebdjeti iznad površine supervo- 
diča tako dugo dok podložni materijal os- 
taje supervodljiv (Slika 7.11). Na ovaj način 
mogu se načiniti mehanički ležajevi za rotore 
osjetljivih žiroskopa i sl. 


supravodljiva zdjela = 


Slika 7.11: Štapićasti magnet visi iznad 
supravodljive zdjele, odbijanjem vrtložnih 
struja. 


U tehnološkoj praksi, moguće je ostvariti 
magnetske ležajeve i bez upotrebe supervo- 
diča, jer je očito da se i disipativne vrtložne 
struje dadu podržavati korištenjem izmje- 
nične struje o čemu će biti još govora. Ovako 
dinamički podržavana levitacija koristi se u 
praksi za dobivanje vrlo čistih materijala 
u indukcijskim pećima (rastaljeni materijal 
lebdi u vakuumu i ne dodiruje bilo koji drugi 
materijal) kao i za lebdeće vlakove (Maglev 
i sl.) koji su još uvijek u eksperimentalnoj 
fazi. 

Kako što je već spomenuto kod opisa mag- 


netskih jezgara transformatora, inducirane 
struje mogu biti vrlo jake i često nepoželjne 
naročito ako je u pitanju dobar vodič. To se 
lako pokaže pokusom u kojemu se bakrena 
ploča, kao klatno, pusti da proleti kroz mag- 
netsko polje (Slika 7.12). Analogno već opi- 
sanim sličnim slučajevima inducirane struje 
u ploči proizvode magnetsko polje koje je su- 
protno polju između polova elektromagneta 
te se opire prodoru tog polja kroz ploču. 


bakrena 
pločica 


prekidač 


Slika 7.12: (a) Njihanje vodljivog klatna 
između polova magneta guši se zbog djelova- 
nja magnetskih polja induciranih vrtložnim 
strujama u pločici. (b) Prikaz metalne plo- 
čice koja prolazi između polova magneta. Pri 
ulasku i izlasku iz polja, promjena magnet- 
skog toka u pločici inducira vrtložne struje. 
(с) Vrtložne struje inducirane u ,narezanoj" 
metalnoj pločici ograničene su na male lo- 
kalne petlje čije rezultantno magnetsko polje 
imaju tendenciju poništavanja, pa je efekt 
„magnetskog gušenja" klatna znatno manje 
izražen. 


Ploča ipak polagano utone u prostor iz- 
među polova zbog disipacije u ploči. Ako 
pak u ploči načinimo ureze koji uvelike raz- 
biju tok induciranih struja, ploča mnogo 
lakše proleti kroz prostor ispunjen magnet- 
skim poljem. 

Uz već spomenute konstruktivne upotrebe 
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induciranih struja, možemo spomenuti jednu 
koja je vrlo česta, a ta se zasniva na prak- 
tički linearnoj ovisnosti sile protustruja o 
brzini kojom se magnetsko polje mijenja s 
vremenom. Tako se dobro poznati brzino- 
mjer na automobilu često temelji na rotira- 
jućem magnetu koji dobro pristaje u mali 
lonac od aluminija (Slika 7.13). Magnet i 
lonac neovisno se rotiraju na koaksijalnim 
osovinama. 


pokretna metalna А kazaljka 


nemagnetična kapa ploča 
stacionarnog 


fleksibilni kabel polja 


(veza na osovinu motora) osovina 


lisnata 
К opruga 


okretni magnet 
zaslon 


Slika 7.13: Brzinomjer 


Jedan od njih je spojen na gibljivi ka- 
bel spojen na pogonski sistem automobila 
i rotira se brzinom proporcionalnom brzini 
okretanja kotača. Drugi dio je spojen za 
kazaljku brzinomjera čijoj rotaciji se opire 
helikoidalna opruga. ,,Kompromis" između 
sile helikoidalne opruge i sile induciranih 
struja u lončiću određuje položaj kazaljke 
na brzinomjeru. 


7.1.4 


Ako izuzmemo transformatore i generatore, 
koji predstavljaju sasvim sigurno najvažniju 
primjenu elektromagnetske indukcije, pos- 
toji još jedna naprava bez koje nije moguće 
zamisliti ni modernu industriju ni moderno 
kućanstvo. To je indukcijski motor. 

Iako je već od vremena Faradaya bilo do- 
bro poznato da inducirane struje mogu pro- 
izvesti znatne sile na vodiče, problem iz- 
nalaženja načina da se elektromagnetskom 
indukcijom stvori zakretna sila ostao je neri- 
ješen sve do kraja 19. st. kad je Nikola Tesla 
izumio rotirajuće magnetsko polje. Prema 
standardnoj anegdoti, ta mu je ideja pala 


Indukcijski motori 
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na pamet dok je još studirao na Univerzi- 
tetu u Budimpešti. Motiviran željom da taj 
izum čim prije realizira, prekinuo je studij i 
emigrirao u S.A.D. Ostalo je historija... 
Naprava koja proizvodi rotirajuće magnet- 
sko polje zahtijeva višefaznu struju. U svom 
najjednostavnijem obliku, suvremeni indus- 
trijski indukcijski motor zahtijeva napajanje 
trofaznom strujom koja, s faznim pomakom 
od 1200ро fazi, napaja tri para zavojnica. 
Ove zavojnice se nalaze na ,jarmu" kruž- 
nog oblika, načinjenom od tankih željeznih 
limova, koji tvori stator motora. Unutar sta- 
tora možemo, zbog jednostavnosti, zamisliti 
magnet koji se može rotirati oko centralne 
osi pod pravim kutom na smjer polja.“. 
Kako pojedine zavojnice dobivaju energiju 
s pomakom od 120% u fazi, to je očito da će 
se smjer polja unutar statora pomicati sin- 
krono s promjenom faze. Frekvencija kojom 
se faza mijenja ovisi o brzini rotacije gene- 
ratora izmjenične struje čija je konstrukcija, 
bar u principu, analogna konstrukciji mo- 
tora. U svojoj najjednostavnijoj izvedbi ni 
generator, ni motor nemaju nikakvih komu- 
tatora. Vidimo da, ako ovakve dvije iden- 
tične naprave spojimo zajedno tako da su 
zavojnice К, S i Т na generatoru spojene za 
odgovarajuće zavojnice na motoru, rotacija 
generatora izazvat će točno sinkroniziranu 
rotaciju motora (Slika 7.14a). Magnet koji 
služi kao rotor mora slijediti rotirajuće polje 
ili ispasti iz sinkronizacije i zaustaviti se. 
Vidimo još nešto: ako zamijenimo redos- 
lijed kojime se zavojnice napajaju, tako da, 
krajeve zavojnica R, S i T spojimo na kra- 
jeve zavojnica R, T i S motora, onda će se 


SPraktični trofazni motori su znatno složeniji 
od ovdje opisane naprave i predstavljaju tehničko 
rješenje neobične elegancije. Stator se sastoji od 
mnoštva paralelnih kanala u kojima su zavojnice 
raspodijeljene tako da je magnetski tok što ravno- 
mjernije raspodijeljen. Rotor je također konstruiran 
s mnoštvom kanala u koje se, u modernim izved- 
bama, uštrca tekući aluminij tako da pri solidifikaciji 
stvori ,krletku" od dobrog vodiča. Cijela struktura 
zavoja i krletke ima i spiralni zakret da bi se još 
više smanjile vibracije koje nastaju zbog vremenskih 
varijacija i nehomogenosti magnetskog polja. 

Ovakvi motori mogu postići iskoristivost transfor- 
macije električne u mehaničku energiju od preko 


95%. 
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Slika 7.14: Rotacijsko magnetsko polje i prin- 
cip rada trofaznog motora 


motor rotirati u smjeru suprotnom od smjera 
rotacije generatora, ali istom brzinom. Ovo 
je još jedna vrlina Teslinog izuma, jer se 
cijela operacija reverzije rotacije odvija pu- 
tem komutacije samo dvaju kontakata. U 
praksi, rotori indukcionih motora rijetko sa- 
drže permanentni magnet, čija rotacija mora 
biti točno sinkrona s frekvencijom mreže 
pa ispad iz koraka dovodi do zaustavljanja 
motora. Umjesto toga rotor se sastoji od 
valjka sastavljenog od željeznih limova slo- 
ženih okomito na osovinu koji na plaštu ima 
utore paralelne s osovinom u koje je umet- 
nuta ,,krletka" od dobrog vodiča; bakra ili 
aluminija (Slika 7.15). Struje inducirane 
u krletci od strane rotirajućeg magnetskog 
polja stvaraju zakretni moment koji „vuče” 
rotor za poljem s malim zaostatkom u fazi. 

Ovaj mali zaostatak u fazi dovodi do toga 
da se motor okreće nešto sporije od teoret- 
ski sinkrone brzine. No, zakretni moment je 
daleko veći i stabilniji od onoga koji bi imao 
sasvim sinkroni motor. Zbog ove karakteris- 
tike ovakvi indukcioni motori nazivaju se ta- 
kođer asinkronim motorima. Električna 
mreža u Evropi ima frekvenciju od 50 Hz. pa 


T т trofazni naponski ulaz 
S (pomak među fazama 
R 120° - vidi Sliku 7.14) 


stator 


(b) 


nula 


Slika 7.15: Indukcijski motor: građa i shema 


se indukcijski asinkroni motori okreću brzi- 
nama od nešto ispod 3000 o/min.(oko 2800), 
ili pak bilo kojom koja je parni razlomak ove 
vrijednosti. 

Trofazna strujna mreža danas je u univer- 
zalnoj upotrebi. Distribucija se još uvijek 
vrši tako da se manjim potrošačima dos- 
tavlja samo po jedna faza. 'To često iziskuje 
korištenje indukcijskih motora koji funkcioni- 
raju na jednoj fazi. Jednofazni asinkroni 
motori imaju poseban sklop koji proizvodi 
aproksimaciju rotirajućeg magnetskog po- 
lja putem tzv. pomoćne faze. Pomak u 
fazi može se realizirati kapacitivnim ili in- 
duktivnim načinom, te u zasjenjenom modu. 
Najjednostavniji, iako najmanje učinkovit, 
je motor s tzv. zasjenjenim polovima. U 
svom najjednostavnijem obliku motor se sas- 
toji od jedne okrugle ploče od dobrog vodiča 
koja se rotira na osovini tako da obod ploče 
prožima magnetsko polje. Pol elektromag- 
neta je podijeljen na dva segmenta od ko- 
jih jedan, ,zasjenjeni", ima na sebi kratko 
spojeni prsten od bakra ili aluminija (Slika 
7.16). Za vrijeme svakog perioda izmjenične 
struje, polje najprije prodire kroz ,nezasje- 
njeni" segment, a zatim, u zaostatku u fazi 
za oko 90%, kroz ,,zasjenjeni". 

Inducirane vrtložne struje u ploči slijede 
ovaj pomak magnetskog polja i proizvode 
zakretni moment koji rotira ploču. Nešto 
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(a) električni kontakti kućište i stator 
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Slika 7.16: Jednofazni asinkroni motor u za- 
sjenjenom modu; građa i shema; ф označava 
tok magnetskog polja. 


jači motori iste kategorije koriste se u praksi 
za pogon ventilatora i vodenih pumpi u ku- 
ćanskim strojevima. Shema takvog motora, 
je vrlo jednostavna; između zasjenjenih po- 
lova nalazi se već opisani standardni rotor s 
krletkom (Slika 7.16). 

Još jači jednofazni asinkroni motori imaju 
pomoćne zavojnice koje se napajaju strujom 
s faznim pomakom što se postiže standard- 
nim načinom pomaka faze o čemu ćemo još 
govoriti. 


7.2 Zakoni elektromagnetske in- 
dukcije 
7.2.1 Fizika indukcije 


Proces elektromagnetske indukcije je vrlo 
interesantna pojava koja novom promatraču 
izgleda misteriozno. Već smo definirali elek- 
tromotornu silu (EMS) kao ukupnu akumu- 
liranu silu na sve naboje u krugu. Preciznije 
rečeno, ovo je integral, jednom po krugu, 
tangencijalne komponente sile na jedinični 
naboj. Vidimo da je ova veličina numerički 
jednaka ukupnom radu potrebnom da se je- 
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dinični naboj jednom „ргоёјега” oko kruga. 
Nije teško objasniti, putem jednostavnog 
primjera, ,pravilo toka", tj. da je elektro- 
motorna sila jednaka promjeni magnetskog 
toka kroz krug u jedinici vremena. Uzmimo 
najprije slučaj gdje se tok mijenja zbog po- 
maka vodiča u konstantnom magnetskom 
polju. Naprava koju promatramo je krug 
koji se sastoji od potkovasto savinute de- 
bele žice od dobrog vodiča po kojoj klizi 
poprečni ravni segment iste takve žice (Slika 
7.17). Magnetsko polje B prožimlje pros- 
tor u kojemu se naprava nalazi i okomito 
je na ravninu u kojoj se pokretni dio vo- 
diča kreće. Krug je, dakle, uvijek zatvoren, 
iako poprečni segment klizi po nepokretnom 
potkovastom dijelu brzinom V. 


. silnice В polja ,<> 


Slika 7.17: Elektromotorna sila inducira se 
u petlji ako se tok mijenja promjenom povr- 
šina strujnog kruga 


To znači da se tok magnetskog polja kroz 
ovaj zatvoreni krug stalno mijenja pa se u 
njemu stvara struja Г. Pretpostavimo da 
je struja u krugu mala (y ima mali iznos) 
tako da se magnetsko polje koje struja I 
generira može zanemariti. Tok kroz krug je 
tada wlB tako da je elektromotorna sila € 
dana izrazom: 


С = ٢ = шВо 
dt 
gdje su w i l širina i dužina kruga. Ovo 
je lako shvatiti iz izraza za Lorentzovu silu 
ox В; jedinični naboj koji se pomiče osjeća 
silu vB. Budući da je poprečna šipka je- 
dini pomični dio kruga, ona jedino doprinosi 
integralu sile po krugu i stvara svu elek- 
tromotornu silu. Slično se može dokazati 
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za bilo koju geometriju kruga pa analogan 
izraz vrijedi za sve krugove gdje se vodiči 
kreću u magnetskom polju. Ukratko: EMS 
je jednaka 4 (ток В kroz krug). 

Faraday je otkrio da je fenomen prisutan 
i onda kada vodič miruje, a magnetsko polje 
se mijenja u vremenu. Iako to intuitivno 
očekujemo na osnovu principa relativnosti, 
Lorentzova jednadžba nam ovdje nije od 
pomoći. Faradayeva opažanja nameću Za- 
ključak da su električno i magnetsko polje 
povezani međusobno nekim dodatnim zako- 
nom; u prostoru gdje se magnetsko polje 
mijenja s vremenom pojavljuje se električno 
polje. Ovo polje prouzrokuje pomak naboja 
u krugu, tj. stvaranje EMS. Vidimo da je 
ovaj zakon općenitiji i uključuje slučaj Lo- 
rentzove sile. To je Faradayev zakon i, u 
sadašnjem obliku, ujedno druga Maxwellova 
jednadžba: 


Iz ovog izraza lako slijedi „pravilo toka". Iz 
Stokesovog teorema, 


Sjetimo se da je I' matematička krivulja, a 
S je ploha omeđena s Г. IT i 5 su nepo- 
mični u prostoru. Tada možemo vremensku 
derivaciju izvući izvan integrala i pisati: 


E dï = Б nda 
r Ôt J (s) 
= -5 (TOK KROZ S) 


Ako povežemo I' s nepomičnim krugom 
vodiča imamo Faradayevo ,pravilo toka". 
Kako vidimo, ovo pravilo toka smo morali 
objasniti pomoću dvaju prividno različitih 
fenomena. U prvom slučaju vodič se kreće, 
aB je konstantan pa je fenomen lako objas- 
niti Lorentzovom silom. U drugom slučaju 
vodič miruje, a B se mijenja u vremenu pa je 
fenomen opisan Maxwellovom jednadžbom. 
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Ovo je jedan od rijetkih slučajeva u fizici da 
se koriste dvije analize za objašnjenje jednog 
principa! 

7.2.2 ,Iznimke" od Faradayevog „pravila 
toka" 


Iznimke u zakonima fizike ne postoje, pa se 
gornji naslov odnosi na slučajeve nepotpune 
ili netočne primjene Faradayevog zakona. 
Napomenimo odmah jednu važnu stvar. Za 
razliku od EMS koju proizvodi Lorentzova, 
sila, EMS koju predskazuje druga Maxwel- 
lova jednadžba i koja nastaje u prisutnosti 
polja E , ne ovisi o postojanju vodiča, bu- 
dući da E postoji sam u prostoru. Svaka 
linijska integracija oko neke zatvorene pet- 
lje će, u prisutnosti vremenski varijabilnog 
magnetskog polja, dati konačnu vrijednost. 
(Samo u elektrostatici je rotacija E posvuda 
jednaka nuli!) 

Jedna od situacija u kojoj nemamo pro- 
mjene toka kroz krug (formalno gledano), a 
ipak se generira elektromotornu silu je slučaj 
homopolarnog generatora. Ovaj se sastoji 
od rotirajućeg diska (ploče) kroz koju postoji 
tok magnetskog polja ortogonalan na rav- 
ninu ploče (Slika 7.18). Ako spojimo klizne 
kontakte na osovini i na obodu rotirajuće 
ploče s galvanometrom, opažamo prisutnost 
struje u krugu. 


bakreni 
disk 


galvanometar 


permanentni magnet 


Slika 7.18: Homopolarni generator. Kada 
se disk okreće postoji EMS iz 7х В, ali bez 
promjene toka. 


Vidimo da je ,krug" struje nepokretan, 
ako pod time smatramo da je dio kruga koji 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


286 


7. Elektrodinamika 


predstavlja radijalnu udaljenost između kliz- 
nih kontakata na rotirajućem disku, nepo- 
kretan. Kako je i magnetsko polje statičko, 
ova naprava (opet formalno gledano!) ne bi 
trebala generirati struju. Činjenica je, me- 
đutim, da se naboji u metalu ploče kreću 
u magnetskom polju i osjećaju Lorentzovu 
silu. Stoga, ne samo da homopolarni genera- 
tor sasvim dobro funkcionira, već isto tako i 
odgovarajući homopolarni motor." 

Postoje brojni primjeri situacija koje su 
obrnute od prethodne, tj. slučajevi gdje 
„krug struje" sječe magnetske silnice (for- 
malno gledano), ali ne pojavljuje se elektro- 
motorna sila. Jedan od ovakvih primjera je 
naprava kod koje se ,krug struje" mijenja 
tako što se mjesto kontakata između dvaju 
lagano zakrivljenih vodiča mijenja s vreme- 
nom (Slika 7.19). Dvije jednake ploče od 
vodiča imaju sasvim lagano zakrivljene ivice 
i ,ljuljanjem" ploča, dok su u dodiru na za- 
krivljenim ivicama, možemo ostvariti krug 
varijabilne geometrije. 

Opseg kruga se mijenja od puta RPQ do 
RP'O, što predstavlja promjenu ukupne po- 
vršine petlje. Magnetski tok polja B, or- 
togonalan na ploče, trebao bi se mijenjati 
za razliku površine koju predstavlja razlika 
putova RPQ i RP’Q. Ishod ovog pokusa je 
negativan, jer je brzina naboja u pločama 
uglavnom jednaka nuli, a magnetsko polje je 
statičko. Greška u logici primjene „pravila 
toka” je u tome što, u slučaju konstantnog 
B, valja pravilo primijeniti na naboje u ma- 
terijalu, a ne na zamišljene petlje „strujnog 
kruga”. U ovom slučaju obje jednadžbe, i Lo- 


TJedan od tehničkih problema vezan uz homo- 
polarni generator (i motor) je velika reluktancija 
magnetskog kruga (kvalitativno govoreći, veliki mag- 
netski „otpor” koji pruža relativno širok procjep 
između polova magneta gdje se nalazi disk). Ovo 
je u velikoj mjeri ograničavalo praktičnu primjenu 
homopolarnog principa. U novije doba, supravod- 
jivi magneti proizvode magnetska polja od reda 10 
T. bez posredstva željezne jezgre. Pod tim uvjetima 
homopolarni generatori i motori postaju „гаупо- 
pravni" s tradicionalnim mašinama. Nažalost, teh- 
nologija supravodljivih naprava još je uvijek skupa i 
primjenljiva je samo za vrlo velike sisteme. Ako vi- 
sokotemperaturni supravodiči dobiju širu praktičnu 
primjenu, mogli bismo vidjeti proliferaciju homopo- 
larnih motora i generatora. 
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= bakrene ploče U 


galvanometar 


Slika 7.19: Kada se ploče ljuljaju u jednoli- 
kom magnetskom polju, može doći do velike 
promjene toka bez generiranja elektromo- 
torne sile. 


rentzova i Maxwellova, predviđaju negativan 
rezultat! 


7.2.3 Ubrzanje nabijenih čestica pomoću 
cirkulirajućeg polja £. Betatron. 


Kako što smo već pokazali, vremenski pro- 
mjenljivo magnetsko polje proizvodi cirku- 
laciju električnog polja bez obzira postoji 
li u prostoru vodič ili ne. Možemo, dakle, 
zamisliti da je elektromotorna sila prisutna i 
u vakuumu bez obzira na petlju koju odabe- 
remo. Cirkulacija E bit će jednaka vremen- 
skoj derivaciji toka B kroz površinu defini- 
ranu petljom. Promatrajmo napravu koja 
se sastoji od elektromagneta naročito sime- 
tričnog oblika (Slika 7.20). Između polova 
magneta nalazi se vakuumska komora. 
Struja u zavojnicama elektromagneta 
može se podešavati tako da se magnetsko 
polje mijenja s vremenom. Zamislimo jedan 
elektron u prostoru između polova magneta 
koji se kreće po kružnoj putanji koja leži u 
središnjoj ravnini između polova. Pretposta- 
vimo da je centar kružne putanje na osi si- 
metrije cijele mašine. Promjena, u vremenu, 
iznosa polja B dovodi do pojave cirkulacije 
E tako da će to polje biti uvijek tangenci- 
jalno na stazu elektrona. Elektron će biti 
akceleriran po kružnoj putanji. Zbog sime- 
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(a) О . 


pogled odozgo . slinice B polja 


(b) 


bočni pogled 


Slika 7.20: Betatron 


trije cijele naprave, vidimo da će za putanju 
radijusa r biti ispunjena relacija 


д 
2ттЕ = ۶ (rr?Bsr) 
gdje je Bs, srednja vrijednost magnetskog 
polja u krugu radijusa r. Za r = const. 


1 тав, 
92 dt 


Sila ge će tjerati elektron po putanji і ubr- 
zavati ga. Budući da imamo posla s relati- 
vističkim brzinama, moramo koristiti relati- 
vističku jednadžbu: 
dp 
Е = — 
de dt 
a, budući da je sila u smjeru gibanja elek- 
trona, imamo: 


dp _ Ger dBer 
dt 2 dt 


Integrirajući po vremenu: 
der 
р=ро+ — АВ»- 


gdje je po početni impuls elektrona, а А Вь„ 
je ukupna promjena srednjeg magnetskog 
polja za vrijeme akceleracije. Ovo je princip 
djelovanja betatrona. 
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Magnetska sila koja drži elektron na pu- 
tanji je gevB, gdje je v u tangencijalnom 
smjeru. Ova sila je jednaka vremenskoj de- 
rivaciji impulsa u radijalnom smjeru: 


dpr 
B = 
deV dt 
Za kružno gibanje, 
dpr р 
ZET اوت‎ 
dt p r? 


(Sjetimo se iz mehanike da je Av; = ,اش‎ 
Av = = АӨ АӨ о = 

٢ Ак т Tv‏ وي و 
_ > 2 

—,F=ma Р, др» С 


mv 
Dakle, 


шр) 


0 
dt т PT 


СИЯ р 
qevBr =p- ili qeBr =- 
r r 


gdje je B, magnetsko polje kod radijusa 
r. Vrijednost B, mora, dakle, rasti pro- 
porcionalno s impulsom elektrona. Ako 
jednadžbu usporedimo s uvjetom р = ро + 
IT A Bsr, vidimo da je 


ABsr = 2АВ, 


Dakle, ако hoćemo osigurati dobro funkci- 
oniranje betatrona, srednje magnetsko polje 
mora rasti dvaput brže od polja kod određe- 
nog radijusa. Da bi se ovaj uvjet u praksi 
ispunio, polovi betetrona su konično ukošeni. 
Ovaj oblik polova ima još jednu prednost, a 
to je lagana bačvasta zakrivljenost magnet- 
skih silnica. Lako se vidi da ovo stabilizira 
snop elektrona u ekvatorijalnoj ravnini, jer 
svaki elektron koji napusti tu ravninu biva 
lagano privučen natrag u nju. 

Ograničenost energije betatrona je oko par 
stotina MeV. Razlozi su donekle tehnički, ali 
dolaze i od toga što kod tih energija elek- 
troni počinju gubiti energiju sinkrotronskim 
zračenjem (o čemu na drugom mjestu) pa 
učinkovitost akceleracije postaje sve manja. 
Za postizanje viših energija koriste se sin- 
krotroni ili linearni akceleratori. 


7.2.4 Generator izmjenične struje 


S ovim generatorom smo se već kvalita- 
tivno upoznali. Zavojnica, koja se u sta- 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


288 


7. Elektrodinamika 


tičkom magnetskom polju rotira konstant- 
nom kutnom brzinom, generirat će sinuso- 
idalno izmjenični napon na kliznim kontak- 
tima (Slika 7.21). U praksi ovakvi gene- 
ratori imaju rotor od laminiranog željeza 
(tj.željeznu strukturu sastavljenu od mnogo 
čvrsto slijepljenih limova) koji ima utore u 
koje se smještaju više zavojnica. Umjesto 
komutatora struja se iz generatora dobiva 
preko kliznih prstenova. 


strujna petlja 
Ps 
= 
. = od 
klizni А 22 
prsteni 1 224 
І 
Le 
LE 
Fa 4 
(N رې‎ 
zi "A 
a. 5 к 
о 
a 
m 
= 
0 
četkice 
Vo 
0° 180° 360° 
0 


Slika 7.21: Generator izmjenične struje. 0 je 
kut između vodiča, (strujne petlje) i silnica 
magnetskog polja. 


Pretpostavimo da je magnetsko polje koje 
prožima zavojnicu, na Slici 2.160., homogeno 
i da je efektivna površina zavojnice S. Ako s 
0 označimo kut između normale na ravninu 
zavojnice i smjera magnetskog toka, onda je 
tok kroz zavojnicu BScos0. Ako je brzina 
rotacije zavojnice w (rad/sec), onda je Ө = wt. 
U svakom zavoju rotora inducirana EMS je 
jednaka derivaciji po vremenu toka B kroz 
S. Ako je u zavojnici N zavoja onda je EMS: 


E= -n£ (BS соѕ0) = NBSwsinwt 
Ako klizne kontakte spojimo na žice koje 


struju odvode izvan domašaja magnetskog 
polja, napon na krajevima žica će biti jednak 
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EMS koju proizvodi generator: 
V = NBSwsinwt = Vosinwt 


Napon je, dakle, također sinusoidalno izmje- 
ničan. (Kad u buduće budemo govorili o 
izmjeničnim strujama pretpostavit ćemo da 
se radi o sinusoidalno izmjeničnim strujama.) 
Ako struja ne teče, jer je krug otvoren, na- 
pon ostaje jednak proizvedenoj EMS; elek- 
trostatska sila između naboja u vodiču, koja 
nastoji vratiti elektrone u položaj neutralne 
ravnoteže, točno uravnotežuje Lorentzovu 
silu. Ako žice sada spojimo s nekim otpo- 
rom vrijednosti R, struja će teći, jer sada 
generator nadoknađuje disipiranu energiju 
iz mehaničkog rada na vrtnji rotora (Slika 
7.22). Struja će, dakako, biti proporcionalna 
EMS i obrnuto proporcionalna otporu kruga: 


E v 
I = — = — 
R R° 


inwt 


AC 
generator 


09. Mo 
ре R sin ot 


Slika 7.22: Strujni krug s generatorom i 
otpornikom 


Ako je F sila na pojedini naboj u vodiču, 
a U je njegova brzina, onda je ukupna snaga 
potrošena po jedinici dužine žice F. vn, gdje 
je n broj naboja u žici jedinične dužine. Za 
element žice dužine ds snaga je Ё . паз. 
Ukupna snaga za cijeli krug је onda 


(T) ={ uvF -dë 
dt el krug 


No struja je I = qnv, a EMS je, po definiciji, 


ғ) integrirano jednom oko kruga. Dakle, 
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snaga koju generator daje je 


(F) aii 
dt а 


Ova snaga dolazi od mehaničke snage koja 
se troši na rotaciju generatora. Zakretni 
moment zavojnice rotora je proporcionalan 
njenom magnetskom momentu, jakosti mag- 
netskog polja između polova generatora В i 
sinusu kuta 0. Dakle, 


т = NISBsinb 
ра је 


(F) = шт = «МІ В ѕзіпө 
dt meh 


No £ = NBSwsinwt pa vidimo da je 


dW dW 
dt meh 1 dt el 


Vratimo se sada na primjer onog vrlo jed- 
nostavnog generatora koji se sastojao od pot- 
kovasto savijene šipke u homogenom mag- 
netskom polju i poprečnog štapa koji je po 
njoj klizao. Pretpostavimo da potkovasto 
savijena žica ima određeni otpor kojega pri- 
kažemo kao da se nalazi na ,dnu" savijenog 
vodiča, dok je otpor ostalog dijela naprave 
zanemariv (Slika 7.23). 


. silnice В polja ,“> 


Slika 7.23: Jednostavni generator 


U ovom slučaju smo imali (ako je B orto- 
gonalno na ravninu naprave) 


€ = vwB 


Struja je 
_ vwB 


d 
RR 
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Iznos sile na štap koji se giblje je F = BIw 
(jer I = qun, n je broj naboja po jedinici 
dužine štapa, sila je F = —quBwn) Upotri- 
jebimo li gornji izraz za struju, imamo 
B?w? 
R 

Sila je proporcionalna brzini štapa koji klizi 
i obrnutog je smjera. Ova pojava je slična 
pojavi viskoznosti u fluidu, gdje je sila ta- 
kođer proporcionalna brzini i suprotnog je 
smjera, i srećemo je u elektrodinamici uvijek 
kad se struje induciraju u vodičima koji se 
kreću u magnetskom polju. 8 

Ovo je osnova primjene vrtložnih struja 
kod već opisanog brzinomjera. Princip se ta- 
kođer koristi kod kućnoga električnog brojila 
ili wattmetra. Wattmetar ima jednu okruglu 
ploču koja se okreće motorom čiji je zakretni 
moment proporcionalan struji koja protječe 
kroz wattmetar. Zbog vrtložnih struja u 
ploči, otpor njene vrtnje proporcionalan je 
brzini vrtnje. U stanju ekvilibrija brzina je 
proporcionalna struji koja prolazi brojilom. 
Uz konstantan napon u kući, ovo je propor- 
cionalno snazi. Ploča je preko svoje osovine 
spojena za sistem zupčanika i dalje na bro- 
jač, koji registrira kilovat sate (kWh).(Noviji 
modeli wattmetra su zasnovani na elektro- 
ničkim sklopovima). Usput vidimo da će sila 
nastala zbog vrtložnih struja biti tim veća 
što je otpor vodiča manji, jer je tada struja 
veća. Iz posljednje jednadžbe vidimo da je 
snaga koja se troši na pomicanju vodiča 


dW = Buti 
dt J m R 


а to је EI. Opet je električni rad jednak 
mehaničkom. 


F= 


*v 


7.2.5 Međuindukcija 


Zamislimo sada dvije nepomične zavojnice 
koje se u dosta jakoj magnetskoj vezi (tj. 


ŠKod elektromagnetskih lancera (topova) koji 
mogu izbaciti protuoklopne projektile brzinama reda 
desetak kilometara u sekundi )!( i koji se zasnivaju 
na sličnoj napravi, time što se vrlo jake struje pu- 
štaju po tračnicama između kojih klizi projektil, 
velika pažnja je posvećena tome da projektil ne 
sječe magnetske silnice. U detalje konstrukcije ovih 
lansera nećemo se ovdje upuštati. 
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dobar dio magnetskog polja koje proizvodi 
jedna ide i kroz drugu) (Slika 7.24). Ako 
se sada magnetsko polje mijenja u jednoj, 
očekujemo induciranu struju u drugoj zavoj- 
nici. 


zavojnica 1 9 


zavojnica 2 ۵ 


Slika 7.24: Struja u zavojnici 1 stvara mag- 
netsko polje kroz zavojnicu 2 


Ako je ova promjena magnetskog polja do- 
voljno spora, možemo polje smatrati gotovo 
konstantnim ako ga promatramo u dovoljno 
kratkim vremenskim intervalima. Proma- 
trajmo, dakle, napravu koju smo nazvali 
transformatorom. Struja Г stvara magnet- 
sko polje koje prožima obje zavojnice. Pret- 
postavimo da su zavojnice solenoidi (tj. re- 
lativno duge). Тада je 


_ 1 Nil 
Pan 
Pretpostavimo da je površina presjeka so- 
lenida S. Tok magnetskog polja kroz za- 


vojnicu je onda BS. Promjena ovog toka 
inducira u zavojnici 2 EMS iznosa: 


dB 
€2=—NoS —— 
2 201 
Promjena polja B dolazi zbog promjene 


struje Г, pa možemo pisati 


N;N2S а 


cocel dt = dt‏ زو 


Vidimo da je M21 geometrijski faktor i, za 
određenu napravu, konstanta. Ovaj faktor 
proporcionalnosti naziva se međuindukci- 
jom. Ako bismo pustili varijabilnu struju 
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kroz zavojnicu 2 nastala bi, analogno, EMS 
u prvoj zavojnici: 
dl 


ё = پد‎ 


Budući da za bilo koju zavojnicu znamo da 
polje B ovisi o struji, onda za bilo koja dva 
kruga dobivamo isti rezultat. 

Pretpostavimo da imamo dva kruga pro- 
izvoljne geometrije (Slika 7.25). Uvijek mo- 
žemo reći za krug 1: 


dt (1) 


gdje je integral po površini (ukupnoj) kruga 
1. 


Slika 7.25: Bilo koje dvije strujne petlje 
imaju svoj međusobni induktivitet 


Budući da је у ۴4 = фу A-dši, to 
je 
T Zi 
dt (1) 


& کو‎ 
Pretpostavimo da vektorski potencijal A po- 
tječe od struja u krugu 2 pa tada možemo 


pisati 
а $ بل در‎ 
Arege? (2) T12 


12 je struja u krugu 2, a тә je udaljenost 
elementa ds2 od točke 1 gdje računamo vek- 
torski potencijal. Kombinirajući izraz za £1 
s onim za vektorski potencijal imamo 


e af ў, 12482 |. 
nu noz dt Ja) 


(2) Т 
No, Г je jedina veličina koja se mijenja s 
vremenom i ne ovisi o integracionim varija- 
blama, tako da možemo reći 
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gdje je 
аһ _ 
d 


12052 = 


=). a T12 


Dakle, M12 ovisi samo o geometriji krugova. 
Ova konstanta ovisi o nekoj srednjoj uda- 
ljenosti između dvaju krugova, gdje iznosu 
integrala doprinose najviše međusobno para- 
lelni elementi krugova. Vidimo, također, iz 
ovog izraza de je M12 nužno jednak M21, 
što je prilično kontraintuitivno, jer magnet- 
sko polje koje prožima unutrašnju zavojnicu 
kao da ima više utjecaja na vanjsku zavoj- 
nicu nego obrnuto. Račun kaže da to nije 
tako! Prema tome možemo međuindukciju 
pisati jednostavno kao M. 


M12 


7.2.6 Samoindukcija 

Iz prethodnih razmatranja zaključujemo da, 
ako u jednoj i drugoj zavojnici teče vremen- 
ski promjenljiva struja, tada će magnetski 
tok, koji prožimlje obje zavojnice, biti dan 
sumom tokova koji bi, uslijed struja u svakoj 
zavojnici zasebno, postojali. Princip super- 
pozicije, dakle, implicira da će EMS u jednoj 
zavojnici biti proporcionalan, ne samo pro- 
mjeni struje u drugoj, veći u samoj zavojnici 
u kojoj EMS promatramo. Tako, za zavoj- 
nicu 2, EMS je 


dh аг 


82 =Ma- + M22 —= di 


Za zavojnicu 1 vrijedi analogno: 


= dli 
m MoE ИП 


gdje predznaci za M12 i M21 ovise о pro- 
izvoljnom izboru predznaka za struju i EMS 
u zavojnicama. Koeficijenti M11 i M22 su 
uvijek negativne veličine. Pišemo ih obično 
kao 


Mu=-Li і M2ae=—L2 


Ove veličine se nazivaju koeficijentima sa- 
moindukcije ili, kraće, samoindukcija. 
Dakako, samoinducirana EMS će se poja- 
viti i onda kad postoji samo jedna zavojnica 
u kojoj se struja mijenja s vremenom. U 
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ovom slučaju prihvaćamo konvenciju da su 
EMS i struja pozitivne, ako su obje istoga 
smjera: 
E= -с9 

Negativni predznak pokazuje da se EMS 
protivi promjeni struje. Često ovu EMS na- 
zivamo povratna elektromotorna sila ili pro- 
tuEMS. (O ovome je već bilo ranije govora 
u kvalitativnom smislu). 

Kako što je već ranije rečeno, budući da 
svaka zavojnica ima samoindukciju, vidimo 
da struje u zavojnicama, i krugovima op- 
ćenito, шошо zamisliti kao da posjeduju 
neku »inerciju Ako hoćemo savladati ovu 
»inerciju" (tj. ako hoćemo promijeniti struju) 
onda moramo spojiti zavojnicu s nekim vanj- 
skim izvorom snage; nekim generatorom. 
Struja u zavojnici tada ovisi o naponu: 


Ova jednadžba ima isti oblik kao i Newtonov 
zakon dinamike za gibanje čestice u jednoj 
dimenziji (Slika 7.26 a. i b.). Tako napon 
možemo smatrati analogijom sile F , a struju 
I analogijom brzine 0 čestice. Tada je samo- 
indukcija £ analog mase m. 


(b) 
V 
—e 
F 
—_ m 


Slika 7.26: (a) Strujni krug s izvorom na- 
pona i induktivitetom. (b) Analogni meha- 
nički sustav. 

Dakle vidimo analogije; kako što je 

ад 
Me 

dt 
gdje je mi impuls, a imo? je kinetička ener- 
gija, tako je 


F= 


v=cË 
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gdje bi ZI bio analog mehaničkog impulsa 
(?), а 5£I? je magnetska energija. 


7.2.7 
Derivacija električnog analoga impulsa je 
V, kako što je i F derivacija linearnog im- 
pulsa iako, naravno, £I nije nikakav stvarni 
impuls kruga, već je samo analog u smislu 
da zadovoljava istu matematičku jednadžbu 
kao i impuls p. Međutim, ZLI 2 je uistinu 
energija zavojnice, jer je snaga VI , kao što 
je isnaga u mehanici Е.б. Dakle, ovdje апа- 
logne veličine imaju isto fizikalno značenje. 
Ovo možemo detaljnije promatrati ovako: 
već smo kod generatora struje vidjeli da je 


Induktancija i magnetska energija 


dW 
mo 


Ovdje je € = Li pa je 


Integriranjem nađemo energiju potrebnu da 
se iz vanjskog izvora uspostavi struja u sa- 
moindukciji protiv povratne EMS: 


1 
-W=U=-LP? 
2 
Ovo je energija pohranjena u samoindukciji. 


Ako imamo dvije zavojnice, možemo naći da 
je ukupna energija sistema 


1 1 
U = 56111 | 56215 ЕМІ 


Vidimo da, ако počnemo s Г = 0 і pustimo 
struju Л, dobijemo prvi član. Ako zatim 
pustimo struju ,ول‎ dobijemo drugi član koji 
predstavlja rad protiv povratne EMS u za- 
vojnici 2, ali imamo također izvršiti rad 
M112, što je integral EMS u zavojnici 1 
(M аа) pomnožen s Г koja je sada kons- 
tantna. 

Kolika je sila između zavojnica i možemo 
li je naći iz principa virtualnog rada? Da- 
kako, ali moramo biti oprezni pri pisanju 
jednadžbe. Čim pomaknemo zavojnice, mi- 
jenja se međuindukcija M. To je jedina 
geometrijska veličina koja se mijenja, ali 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


promjenom položaja zavojnica ne mijenja 
se samo energija u sistemu zavojnica, veći 
energija u izvorima koji daju struje / i 12. 
Ovo možemo lako riješiti ako se sjetimo da je 
ukupna energija kruga jednaka negativnom 
iznosu veličine koju smo nazvali mehaničkom 
energijom Um, Dakle, jednadžba virtualnog 
rada će biti 


—FAz=AU,, = -AU 
Sila slijedi iz izraza 
FAr = LIz2AM 
Ovo je jedino što ostaje nakon derivacije 
jednadžbe za U, jer jedina promjena je i 
iznosu М. (Da smo uzeli samo u obzir Um, 
dobili bismo —F' Az = AUm = LIAM, što 


bi davalo pogrešan predznak!) 
Ako preuredimo jednadžbu 


1 1 
U= slini | 56218 MII 


tako da izgleda ovako: 


2 
м) 0 
1 


1 
ند وي‎ (n СЕ "2 Li 


2 
E + M ) Io 
možemo iz nje dobiti jednu interesantnu in- 
formaciju: ako počnemo sa strujama jed- 
nakim nuli, onda je jasno da, za usposta- 
viti struje, moramo uložiti energiju u sistem. 
(Kad to ne bi bilo tako, onda bi stanje sa 
strujom bilo energijski povoljnije od stanja 
bez struja pa bi se struje spontano pojavije!) 
Energija je, dakle, uvijek pozitivna za sve 
struje veće od nule. Ovo je istina onda i za 
specijalni slučaj gdje je 
Г. = – fir 1 

Za ovu specijalnu vrijednost Г, prvi član 
jednadžbe za energiju sistema je nula pa, 
budući da je U > 0, i drugi član te jednadžbe 
je pozitivan: 


što znači da je 
Lila = M? 
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Dakle, M je uvijek manji od geometrijske 
sredine £Z1 i Za. M može imati različite 
predznake u ovisnosti o konvencijama, no 


uvijek je 
|M|ZVLiLla ili |M|=kVLil 


gdje je k koeficijent vezanja dvaju kru- 
gova. Ako dobar dio toka koji prolazi kroz 
jednu zavojnicu prolazi i kroz drugu, k je 
blizu jedinici i kažemo da postoji jaka veza 
među zavojnicama. U suprotnom slučaju 
kažemo da su krugovi slabo vezani. 

Formula koja nam daje općeniti izraz za 
međuindukciju 


d5? dz, 


==" 
Атєос? Ja) Јо) ٥ 
nije upotrebljiva za izračunavanje samoin- 
dukcije kruga, jer bi integracija po istoj za- 
vojnici, zbog činjenice da r12 > 0, dovela do 
divergencije. (Formula je u stvari aproksi- 
macija u kojoj se pretpostavlja da je žica 
proizvoljno tanka. Uistinu, samoidukcija 
neke zavojnice teži logaritamski ka besko- 
načnosti kada dijametar žice teži k nuli.) 

Drugi način izračunavanja samoindukcije 
mogao bi se zasnivati na izračunavanju dis- 
tribucije struja u žicama određene debljine 
itd., ali ove metode su mukotrpne i od ogra- 
ničene koristi. 

Najlakši način je izračunavanje samoin- 
dukcije korištenjem izraza za magnetsku 
energiju zavojnice. Za konstantnu struju 
ovaj izraz je 


1/5 = 


gdje је A vektorski potencijal svih struja 
koje daju polje kod zavojnice. Ako znamo 
raspodjelu struja 7, onda možemo izraču- 
nati i vektorski potencijal A. No, znamo da 
je energija U jednaka magnetskoj energiji 
261, tako da је 


1 >> 2 


Dakako, ne očekujemo da 2 ovisi o struji, 
već jedino o geometrijskim faktorima i jed- 
nadžba uistinu to i kaže, jer integral je pro- 
porcionalan kvadratu struje, budući da se 
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struja jednom pojavljuje kao j, a drugi put 
kroz vektorski potencijal A. Ispred integrala 
imamo faktor m pa cijeli izraz ovisi samo o 
geometriji kruga. Izraz za energiju koji smo 
upravo koristili možemo izmijeniti i napisati 
u obliku koji je prikladniji i općenito točan. 
Ako supstituiramo u gornjoj jednadžbi izraz 
za gustoću struje j = єос2У x B dobijemo 


Eoc? 


go (9 « 5) дау 


a ovaj se integral, uz neka ograničenja, može 
napisati kao 


y- od С |8. (9х2) ау 


U ovo se možemo uvjeriti ако napišemo ргі- 
mjerice z-komponentu integrala: 


Nema 
дт ду 


Integriramo li prvi dio po 2-и, dobijemo 


) Azdadydz 


дв, 
كک-‎ A,dz = 
07 i 


=. 


Pretpostavimo sada da je naš sistem, dakle 
žica, polje, izvor itd., konačnih dimenzija. 
U velikim udaljenostima sva polja će težiti 
k nuli. Ako integriramo po cijelom prostoru 
onda će dio В, A, težiti k nuli u velikim uda- 
ljenostima, a to su granice integracije. Os- 


taje nam sada dio By ( 
izraza B,- (9х2) , tj. dio В. ) 
у 

Ostali članovi daju analogne rezultate pa vi- 
dimo da je točno što smo gore napisali držeći 
na umu fizikalne uvjete. Sada možemo zami- 
jeniti V x A s B pa imamo izraz za energiju 
magnetskog polja: 


_ o [В В.Вау 


дл što je očito dio 


Vidimo da je ova formula analogna onoj u 


elektrostatici: 
= 5 / E.EdV 
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Ove formule su vrlo prikladne za primjenu, 
a točne su i za dinamička polja, dok su one 
prethodne točne samo za statičke slučajeve. 

Ako, dakle, znamo magnetsko polje B 
neke zavojnice, možemo izračunati samoin- 
dukciju, jer je U = 5£1?. Uzmimo primjer 
dugog solenoida.? 

Magnetsko polje postoji samo unutar so- 
lenoida i iznosi: 


nI 
B = — 3 
EC 
gdje je n broj zavoja po jedinici dužine sole- 
noida. Ako je dužina solenoida L, a radijus 


т (LS т) onda je volumen solenoida mr?L 
i energija je onda 


2 
1 
U = Tp тт? = 500 
iz čega je 
22 
дер 
єс 


7.2.8 Realni transformatori i motori 


U elektroinženjerstvu prethodni analitički 
računi nisu od velike pomoći, jer realne ma- 
šine moraju funkcionirati, iako su po kons- 
trukciji vrlo različite od naših idealiziranih 
krugova. Kao prvo možemo spomenuti da re- 
alni solenoidi nisu dugi već su im dužine naj- 
češće reda dijametra. Osim toga sadrže vrlo 


9Kod konstrukcija praktičnih supravodljivih za- 
vojnica koje se koriste za proizvodnju vrlo visokih 
magnetskih polja (reda 10 T pa i više) valja posvetiti 
veliku pažnju, ne samo golemim silama, o kojima je 
već bilo riječi, nego i o velikim naponima i strujama 
koje se javljaju, ako magnetsko polje odjednom kola- 
bira zbog prekida strujnog kruga. Ovo može nastati 
bilo nestankom tekućeg helija, koji se koristi kao 
kriogenički medij, bilo prekidom struje za vrijeme 
, dizanja" magneta. 

Da bi se magnet sačuvao od gotovo sigurnog uni- 
štenja u slučaju kolapsa magnetskog polja, žica koja 
se koristi za supervodljivi solenoid oklopljena je prev- 
lakom od dobrog vodiča poput srebra. Uz to, svaki 
sloj zavoja kratko se spaja poprečnim trakama od 
bakra, čija svrha je premošćivanje golemih struja 
koje bi se javile prilikom kolapsa polja. 

Postoje brojne ideje da se velike supravodljive 
zavojnice koriste za pohranu električne energije. Nije 
teško jednostavnim računom pokazati da bi ovakve 
naprave bile vrlo učinkovite. Problem je, dakako, 
u cijeni takve naprave koja je višestruko veća od 
cijene konvencionalnih metoda pohrane energije. 
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mnogo zavoja pa magnetsko polje prožima i 
tijelo zavojnice itd. Transformatori i motori 
imaju redovno željezne laminirane magnet- 
ske krugove s reluktancijama koje, kod elek- 
tričnih motora, mogu biti vrlo znatne. Zbog 
svih ovih razloga inženjeri koriste „iskustva 
presedana" tj. koriste metode koje su se 
u prošlosti pokazale dobrima i primjenjuju 
poboljšanja postepeno i oprezno. 

Tako se, primjerice, transformatori, mo- 
tori i prigušnice konstruiraju na osnovu ra- 
čuna koji proizlaze iz formula dobivenih raz- 
nim aproksimacijama i ubacivanjem faktora 
koji su rezultat pokusa. 

Popularna formula za transformatore ma- 
nje snage je 


V =444NSvBo 


gdje je V napon izmjenične struje na zavoj- 
nici transformatora, N je broj zavoja, S је 
presjek željezne jezgre u kvadratnim centi- 
metrima, v je frekvencija mreže u Hz., a 
Bo je maksimalno magnetsko polje u jezgri 
(obično reda 0.8 do 1.2 T). Ova formula ne 
daje informaciju o tome koliko konkretna 
transformatorska jezgra može dati snage pa 
se za to koristi tradicionalna ,,predaja" da je, 
za male transformatore koji funkcioniraju 
na mrežnoj frekvenciji od 50 hz., snaga u 
wattima reda površine presjeka jezgre S na 
kvadrat, tj. W = 52. (Za električne motore 
postoje analogni računi u kojima je važno 
još uzeti u obzir reluktanciju zračnog ras- 
pora između rotora i statora.). Tako npr. 
transformator s presjekom jezgre od 10 cm? 
može dati oko 100 watta snage. Žica se di- 
menzionira isto tako empirijski, da se kaže 
kako odnos između struje i presjeka bakrene 
žice treba iznositi oko 3 A/mm?. 

Rijetko će se netko u praksi upustiti u ra- 
čun praktične mašine počevši od relevantnih 
Maxwellovih jednadžbi. Da je ovo ipak sa- 
svim moguće pa i poželjno, možemo se ovdje 
uvjeriti. 

Iz druge Maxwellove jednadžbe 
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integracijom dobijemo 


ili 


г S 
Primijenimo li ovo na zavojnicu transforma- 
tora dobijemo 


gdje je € EMS nastala na krajevima za- 
vojnice zbog 48. Ako supstituiramo В = 
Bo coswt dobijemo 


€ = —N Sw Во sin шї 


U praksi služimo se prosječnim vrijednos- 
tima (korijenom srednjeg kvadrata, RMS) 
pa pišemo 


{су = ري‎ | 5) 


Ako ovo izračunamo i nazovemo (£) kraće 
Eac, imamo raniju praktičnu formulu: 


Eac = 4.44N Sv Bo 


Za izračunavanje snage transformatora po- 
lazimo od Maxwllove jednadžbe za magne- 
tostatiku (pri frekvenciji od 50 Hz. problem 
je praktički magnetostatski): 


єос? (9 X B) =} 
Analogno kao prije, integracija po krugu 
daje 
оё | B-dš= NI 
Г 


što u praksi daje 


gdje je lm dužina magnetskog kruga (u 
praksi, ukupna magnetska dužina jezgre; za 
jezgru 3 x 3 cm? presjeka, dužine i širine 
četvrtastog ,prstena" 10 х 10 cm to je 21 
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cm). Ukupna snaga magnetskog kruga je 
tada (ubacimo vrijednosti koje odgovaraju 
korijenu srednjeg kvadrata, koristimo vrijed- 
nosti B= 1 T, u= 500) 


1 
W = ту2. Bẹ- eo? lm =S- v 
u 


Ako sada supstituiramo vrijednosti za u, 
eoc? i v, dobijemo 


W = 0.354 -10° - Bg-1,, S 


sve izraženo u M.K.S.A. sustavu. Iz ovog iz- 
raza izračunamo snagu naprave i usporedimo 
je sa snagom koju dobivamo iz zavojnice: 


W = пу. N-I- S-Bow 


pa izračunamo struju kroz žicu i njen presjek. 
Time je dizajn transformatora gotov! 
Svrha ovog opisa je pokazati koliko su 
Maxwellove jednadžbe zapravo „praktične”. 
Ovdje smo se služili s minimalnim „iskus- 
tvima presedana” (istina je da odabir u = 
500 predstavlja „iskustvo prakse”!), a sve 
ostalo je ono što smo do sada naučili. 


7.3 Krugovi s izmjeničnim stru- 
jama 
7.3.1 


S nekim karakteristikama izmjeničnih struja 
već smo se upoznali. Ovdje ćemo te i ostale, 
karakteristike promatrati nešto više siste- 
matski. U području izmjeničnih struja koje 
koristimo u praksi Maxwellove jednadžbe 
možemo gotovo posvuda koristiti u svojoj 
kvazi-statičkoj aproksimaciji. 

U onom što slijedi koristit ćemo se ne- 
kim razumnim specifičnostima, kao npr. da 
imamo posla s linearnim sistemima i da 
su izmjenične struje i naponi sinusoidalnog 
oblika. Zapise ćemo koristiti u obliku kom- 
pleksnih brojeva. Tako, napon koji se mije- 
nja u vremenu pišemo kao 


Impedancije 


V(t) = Ve'et 
gdje je V kompleksan i neovisan o t. Sam 
varijabilni napon V (t) će biti dan realnim di- 


jelom ove kompleksne funkcije. Isto tako će i 
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druge veličine koje su relevantne za određeni 
strujni krug varirati istom frekvencijom: 


S I= "т 


truja: 
EMS: E= let 
Električno polje: Е = Bee! 


Elementi krugova s izmjeničnim strujama 
su iduktancija, kapacitancija, ohmski 
otpor i ponekad eksplicitno recipročna vri- 
jednost ohmskog otpora, vodljivost. Pogle- 
dajmo redom što oni predstavljaju. 

Idealizirana induktancija je zavojnica od 
helikoidalno motane žice čije magnetsko po- 
lje ne utječe na svoju okolinu. Stoga ovaj 
element zamišljamo kao da je sadržan u ,,ok- 
lopu" koji ne propušta ni magnetsko, ni elek- 
trično polje kao je shematski prikazano na 
slici 7.27. U praksi je taj ideal, dakako, ne- 
moguće ostvariti, ali se sve komercijalno dos- 
tupne zavojnice koje koristimo u različitim 
uređajima u pravilu ponašaju tako da dobro 
,sadržavaju" vlastita polje unutar svojih ga- 
barita i nisu podložne utjecajima djelovanja 
izvanjskih polja. 


Д 


Slika 7.27: Shematski prikaz idealne induk- 
tancije 


Toroidalno motane zavojnice sa ili bez 
feromagnetske ili feritne jezgre dolaze ugra- 
dene u različitim uređajima standardne pri- 
mjene (Slika 7.28a), ali i kao unikatni pri- 
mjerci rađeni za partikularne tehničke za- 
daće ili pak kao specijalizirana znanstveno- 
istraživačka oprema. Na slici 7.28b prika- 
zana je električna shema rada Ruhmkorffove 
zavojnice, zapravo transformatora koji se 
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sastoji od dvije zavojnice i primarna mu je 
namjena generirati visoko energijske pulsove 
koristeći se izvorom istosmjerne struje. Ruh- 
mkorffova zavojnica bila je jedna je od povi- 
jesno prvih verzija transformatora uopće, ali 
i čest komad znanstvene opreme fizikalnih la- 
boratorija XIX.st. Korištena je u uređajima 
za generiranje x-zrak ili Hertzovih elektro- 
magnetskih valova. 


sekundarna visoki napon (izlaz) (b) 
zavojnica Za : 
Я \ kapacitor 
primarna 
zavojnica \ 
prekidač 


željezna 
jezgra 


meko 


prekidača 


Slika 7.28: (a)Različite verzije toroidalno 
motanih zavojnica. (b) Električna shema 
Ruhmkorffove zavojnice, zapravo pulsnog 
transformatora u XIX. st. korištenog u 
znanstvenim laboratorijima. Poslije je našao 
primjenu u terapijskoj medicini, a danas se 
u istoj izvedbi koristi za generiranje iskre 
koja pali smjesu u motorima na unutarnje 
sagorijevanja (bobina). 


Veće zavojnice, poput prigušnica, mogu se 
motati na laminirane željezne jezgre oprem- 
ljene posebnim rasporom koji određuje re- 
luktanciju magnetskog kruga. U našim ana- 
lizama ovakvih elemenata idealiziramo im 
osobine i pretpostavljamo da su magnetska i 
električna polja zanemariva izvan elementa, 
te da su omski otpori elemenata zanemarivi 
i da element predstavlja čistu induktanciju 
(ili kapacitanciju), bez dodatne ,primjese" 
one druge (što gotovo nikada u praksi nije 
slučaj). 
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U tom smislu, dakle, idealna iduktancija 
će na krajevima žica imati napon jednak 
CE. Razlog ovome možemo još jednom 
detaljno obrazložiti. 

Kad induktancijom teče struja, magnet- 
sko polje u zavojnici je proporcionalno struji. 
Ako se struja mijenja u vremenu, isto tako 
se PO i ووس‎ polje. Općenito 
VxE= — 5р. Drugim riječima, linijski in- 
tegral E po "bilo kojem zatvorenom putu 
jednak je negativnoj derivaciji po vremenu 
toka magnetskog polja B kroz petlju koja 
opisuje taj put. Pretpostavimo da krenemo 
od jednog kraja zavojnice, a, do drugog, b, 
po žici, a zatim zatvorimo stazu od b na a 
po putu izvan zavojnice (po zraku). Linijski 
integral se sastoji onda od 


f قا‎ [?Ё-аг ې‎ 8.48 
PO ZAVOJNICI VANI 

Dakako, unutar žice nemamo polja pa je 
prvi integral nula (strogo uzevši postoji di- 
namičko polje, bez kojega u realnom vodiču 
ne bi bilo struje, ali njegov doprinos naponu 
je zanemariv prema naponu između krajeva 
žica). Cijeli doprinos integralu je onaj drugi 
dio koji ide po zraku izvan zavojnice. U 
ovom području nema magnetskog polja (to 
smo pretpostavili) pa je put ovog drugog 
integrala proizvoljan. Možemo stoga defini- 
rati potencijalnu razliku dvaju krajeva a i b. 
Razlika ovih potencijala je napon: 


a 
-f Ё-4г=- $ E-dš 
b 


No ukupni linijski integral je, po definiciji, 
EMS, a ta je jednaka vremenskoj derivaciji 
magnetskog toka u zavojnici. Dakle, 


dI 
V=-E£=L% 


Budući da je 5 = tw], onda je 


S = 
V =ішрІ 


Za sve elemente ovih krugova nalazimo re- 
lacije analogne ovoj koju smo upravo iz- 
veli. Uvijek je napon proporcionalan struji, 
a konstanta proporcionalnosti je općenito 
LEONTIĆ: 
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kompleksan broj. Ovaj kompleksan broj na- 
ziva se impedancijom (Z). 

Za bilo koji element kruga, dakle, imamo 
> = > = Z. Za induktanciju Zg = iw£. 
Analizirajmo sada kapacitanciju (Slika 
29). Opetujmo pretpostavke o izoliranosti 
polja od okoline pa idealizirani kapacitor 
zamišljamo da je u odgovarajućem oklopu. 


m 


Slika 7.29: Idealna kapacitancija 


Izolacija između ploča je savršena, a na- 
boji između ploča jednaki i suprotni. Ko- 
ličina naboja na žicama je zanemariva u 
usporedbi s količinom na pločama. Pretpos- 
tavimo da linijski integral električnog polja 
ide od kraja a kroz žicu, preskoči s jedne 
ploče na drugu i kroz žicu stigne na kraj 
b, zatim zrakom izvan kapacitora natrag na 
kraj a. Budući da je posvuda B jednak nuli 
izvan oklopa, to je i $ E.dš=0. Možemo 
ovaj integral pisati kao: 


PE: 48= f Ë- ds+ JE. ds + |} E-ds= 0 


PO ŽICI IZM.PLOČA VANI 


Prvi je integral nula, jer polje je u vodiču 
zanemarivo. Dakle, potencijalna razlika iz- 
među ploča je jednaka onoj između krajeva 
aib. Za kapacitor, dakle, pišemo 
ېپ‎ ® 

С 
gdje je O naboj na jednoj ploči (tj. Опа 
jednoj, a —Q na drugoj), a С je kapacitet. 
Struja je Г = 2, dok je za izmijeničnu struju 
d = wV. Dakle, 


I 1 


I=2ZcI 
iwC С 
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gdje je Zc = 15 impedancija kapacitora. 

Što je s otporom? Otpor je u biti svaki 
realni vodič. Realni materijali svi imaju ot- 
por, ukoliko se ne radi o supervodičima, pa 
u njima postoji električno polje (Slika 7.30). 
Bez tog polja ne možemo imati struju. 


Slika 7.30: Idealni ohmski otpor 


Ako bismo ponovili argumente s linearnim 
integralom polja, dobili bismo opet tradici- 
onalni Ohmov zakon: 


V=R.I=Zpil 


gdje je R otpor. U realnim materijalima 
ovo je samo približno točno jer otpor nije 
sasvim linearan (vidjeli smo da je kod ne- 
kih specijalnih materijala vrlo nelinearan!). 
Osim toga ova relacija vrijedi samo za niže 
frekvencije. Oznake i konvencije koje ko- 
ristimo služe nam da na jednostavni način 
prikažemo elemente kruga (Slika 7.31). 


(a) (b) (с) (9) 


\ 

Ц V L C R 
, 

ze 


T ioC 


Slika 7.31: Osnovni elementi strujnog kruga 


Budući da je struja u svakom od ovih 
elemenata proporcionalna naponu i obrnuto, 
to vidimo da se ovi elementi samo „ponašaju” 
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na izvjestan način pod utjecajem vanjskih 
pobuda. Zbog toga ih nazivamo pasivnim 
elementima. Sve ovo što smo definirali 
za izmijeničnu struju vrijedi, naravno i za 
istosmjernu. Dovoljno je staviti w = 0 pa 
da nam preostane samo stari Ohmov zakon 
(jedino nam preostane R). 


7.3.2 Generatori 


Generator je aktivni element strujnog 
kruga. On je izvor i napona i struje. Naj- 
jednostavniji generator izmjenične struje je 
zavojnica koju prožimlje izmjenično magnet- 
sko polje (u tom smislu bi i transformator 
bio generator). Pretpostavit ćemo, ipak, 
da generator proizvodi električnu struju na 
račun nekog drugog oblika energije, primje- 
rice mehaničke energije rotacije (Slika 7.32a). 
Pretpostavljamo nadalje da je broj zavoja 
generatora malen, te da magnetski tok kroz 
njegovu zavojnicu ne ovisi o struji genera- 
tora. Drugim riječima pretpostavljamo da 
generator nije impedancija! Opet ćemo za- 
misliti generator u nekom oklopu tako da 
isključimo sva polja izvan generatora. 

Ako generator zamislimo da se sastoji od 
nepomične zavojnice u promjenljivom mag- 
netskom polju (Slika 7.32a) onda, kao i u 
slučaju zavojnice, možemo reći da je linij- 
ski integral kroz zavojnicu (žicu) i izvana 


(a>b—>a) 
v=- 07 


jednak naponu između a i b. Integral je, 
dakle, jednak EMS u zavojnici: 


U (rox B) 


daa 


U slučaju generatora zasnovanom na vodiču 
koji se kreće u magnetskom polju (Slika 
7.32b), imamo 


8 8۵۸ AL 
| ##=-/ (7xB)ds 


gdje integracija ide po vodiču u unutraš- 
njosti generatora. Dakako da je ukupni za- 
tvoreni linijski integral oko cijelog kruga i 
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dalje nula, što mora i biti, jer izvan genera- 
tora nemamo nikakvog promjenljivog mag- 
netskog polja. Bez obzira na konstrukciju 
generatora, idealni generator označavamo 
simbolom prikazanim na Slici 7.32c. 


(a) (b) 


s اا‎ 


а 


Slika 7.32: Izvori elektromotorne sile. Сепе- 
ratori i naponska ćelija. 


Generatori koje smo upravo opisali spa- 
daju u tradicionalne ,,mehaničke" generatore. 
Postoji još jedna kategorija generatora koja, 
iako također ,tradicionalna", poprima sve 
veći interes na polju moderne energetike. To 
su razne ,ćelije", bilo da se radi о kemij- 
skim baterijama, solarnim ćelijama ili kemij- 
skim „gorivim” ćelijama, gdje se energija 
kombinacije kisika (ili nekog drugog plina, 
npr. fluora) s vodikom direktno pretvara 
u električnu energiju. Postoji i čitav niz 
,sekundarnih" generatora koji služe za po- 
hranu električne energije koje možemo opet 
svrstati u potkategorije slično prethodnima. 
Ulaženje u detalje funkcioniranja svake od 
ovih kategorija ćelija bilo bi na ovom mjestu 
gotovo neizvedivo. Ipak možemo ukratko 
opisati kako funkcionira obična kemijska će- 
lija i solarna ćelija. 

U svom najelementarnijem obliku, kemij- 
ska ćelija se sastoji od dvaju vodiča u obliku 
ploča (koje nazivamo elektrodama) uronje- 
nih u neki elektrolit (Slika 7.32d). Elektrolit 
sadrži ione od kojih su jedni (pretpostavimo 
negativni) masivniji od drugih (pozitivnih). 
Proces difuzije negativnih iona je, dakle, 
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znatno sporiji od procesa difuzije pozitivnih 
iona. Ploče uronjene u elektrolit su od razli- 
čitih vodiča čiji je elektrokemijski potencijal 
različit. Ovo dovodi do težnje da se metal 
s jedne od elektroda kombinira s ionima u 
elektrolitu što dovodi do uspostavljanja po- 
tencijalne razlike između te elektrode i elek- 
trolita. Sličan i suprotan (po naboju) proces 
se odvija i kod druge elektrode. Kad se 
uspostavi potencijalna razlika između elek- 
troda, proces difuzije iona prestaje zbog elek- 
trične sile odbijanja među ionima sakuplje- 
nim kod elektroda. Ako uspostavimo elek- 
trični krug, ioni ponovno nastave difundirati, 
svaki prema određenoj elektrodi. Ukupan 
rezultat je otapanje bar jednog od metala 
iz elektroda i izlučivanje, obično vodika ili 
nekog drugog elementa, na drugoj elektrodi. 
Kemijska energija cijelog sistema, koja se pri 
tome snizi, prelazi djelomično u električnu. 
Linijski integral kroz ćeliju bi nam dao sli- 
čan rezultat kao za kapacitor. Ćelija daje, 
naravno, istosmjernu struju. 


Funkcionalnost kemijskih baterija, gotovo 
cijelo XX. stoljeće, zasnivala su se na radu 
Lechlanchća iz XIX. st. Njegova osnovna 
ćelija koriste cink i ugljik kao elektrode, te 
vodenu otopinu amonijeva klorida kao elek- 
trolit. Lechlanchćov članak daje standardni 
izlazni napon od 1,5V. Sekundarne kemijske 
ćelije (punjive baterije, akumulatori) zasni- 
vaju se na sličnim elektokemijskim reakci- 
jama samo što je kod njih ta kemijska re- 
akcija reverzibilna, tj. pri punjenju ide u 
suprotnom smjeru od smjera pri pražnjenju. 
Punjive ćelije odnosno akumulatori također 
su zasnovani na izumima iz XIX. stoljeća. 
Plantćov olovni i Edisonov nikal-željezo (i 
nikal-kadmij) akumulator mogu se i dan da- 
nas naći u upotrebi iako suvremeno društvo 
problematizira njihovu učinkovitost i ekolo- 
šku prihvatljivost. 


U novije doba pojavile su se modernije iz- 
vedbe kemijskih ćelija (galvanskih članaka i 
sekundarnih kemijskih ćelija) zasnovanih na 
čvrstim elektrolitima, tzv. eng. solid state 
batery. Baterije s čvrstim elektrolitom su za 
razliku od onih s tekućim ili gel-polimernim 
elektrolitom koji se koristio u tradicionalnim 
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litij-ionskim baterijama ekološki puno lakše 
za zbrinjavanje i prihvatljivije za recikliranje. 
Pored toga imaju veću gustoću energije pa- 
kovanja, brže vrijeme punjenja i poboljšanu 
sigurnost u usporedbi s povijesno starijim 
izvedbama s tekućim elektrolitom. Moderno 
kemijskih ćelija (pa i onih organskih) koje 
su od vitalnog interesa ne samo u pojedi- 
načnim primjenama kad je potrebna visoka 
autonomnost specijalizirane tehnologije, u 
medicini ili astronautici npr., već i u indus- 
trijama široke potrošnje s jakim ekološkim 
standardima kao što je to npr. automobilska 
industrija. 

Solarne ćelije koriste sunčevu svjetlost za 
uspostavljanje potencijalne razlike između 
Р— № dvosloja u amorfnom, polikristalinič- 
nom ili monokristalnom siliciju. Iako fotona- 
ponski efekt postoji i u drugim poluvodičima, 
slicij se pokazao najprikladnijim. Funkcioni- 
ranje solarne ćelije je vrlo jednostavno u 
principu, iako su detalji dosta komplicirani. 
Fotoni se apsorbiraju na graničnom P — N 
sloju i njihova energija se koristi za ,pumpa- 
nje" elektrona preko barijere P — N spoja. 
Kako je energija fotona žute svjetlosti oko 
2.3eV očekujemo da bi solarna ćelija mogla 
biti vrlo izdašan izvor obnovljive energije. 
Problem je što se pri tom još uvijek znatan 
broj fotona apsorbira u materijalu i pri tome 
se njihova energija pretvara u parazitnu ener- 
giju, u toplinu. Moderni fotovoltaični mate- 
rijali sa svakom novom generacijom nastoje 
taj faktor iskoristivosti povećavati. Fotona- 
ponska učinkovitost suvremenih materijala 
i isplativost njihove proizvodnje je danas 
takva da je primjena fotonaponskih ćelija 
uvelike ušla u našu svakodnevnicu. 


7.3.3 Krugovi i mreže s idealnim elemen- 
tima. Kirchhoffova pravila. 


Pokušaj da analiziramo složene električne 
krugove korištenjem Maxwellovih jednadžbi 
bio bi Sizifov posao, ali srećom imamo brojne 
metode gdje možemo koristiti bitne osobine 
elemenata kruga uz određene aproksimacije. 

Pretpostavimo da imamo ,, jednostavan" 
krug koji se sastoji od generatora i određe- 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


nog broja impedancija (Slika 7.33). Prema 
našim prijašnjim aproksimacijama, magnet- 
sko polje izvan elemenata je jednako nuli. 


Slika 7.33: Jednostavni strujni krug; serijski 
spoj izvora napona i impedancija. Suma 
padova napona po svakoj zatvorenoj petlji 
jednaka je nuli! (2. Kirchhoffovo pravilo) 


Prema tome linijski integral E po bilo ko- 
joj petlji koja ne prolazi kroz neki od eleme- 
nata je jednak nuli. Zamislimo onda petlju Г 
koja prolazi kroz točke a,b...g. Linijski inte- 
gral E po ovoj petlji je jednak nuli, no on se 
sastoji od više dijelova. Svaki dio je integral 
od jedne točke spoja elementa do druge. Po 
našoj definiciji ovaj integral predstavlja pad 
napona između točaka: 


{ёа улу, 
n 
Za zatvoreni krug, dakle, 
XO ۷-0 
n 


Pretpostavimo sada da imamo paralelan 
krug (Slika 7.34). Opet zamišljamo da je 
žica savršen vodič. Naboj na žicama zane- 
marimo. 

To znači da svaki naboj koji napusti jedan 
element odmah ide u neki drugi element. To 
je ekvivalentno pretpostavci da je suma svih 
struja kroz neki čvor jednaka nuli. (Pod 
čvorovima smatramo spojišta poput а, Б, с.... 
U našem primjeru, za gornji čvor: 


1, چو ت چو‎ ٢ چو‎ ц لد‎ 
Isto tako za donji čvor: 


—li+12+13+14=0 
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a b © а 
| | 
V aD Z1 22 23 
\ ү 
е f g h 


Slika 7.34: Jednostavni strujni krug; pa- 
ralelni spoj. Suma struja u svakom čvoru 
jednaka je nuli! (1. Kirchhoffovo pravilo) 


Općenito, dakle, za neki čvor: 
و‎ 
т 


Ovo pravilo i ono prethodno imaju naziv 
Kirchhoffova pravila i pomoću njih mogu 
se analizirati krugovi struja sastavljenih od 
serijskih i paralelnih impedancija. Kao pri- 
mjer uzmimo mrežu od više krugova (Slika 
7.35). Mrežu analiziramo dio po dio, tako 
da uzmemo po jedan krug poput a,b,e,d. 


Slika 7.35: Složeniji strujni krugovi mogu se 
analizirati prikladnom linearnom kombina- 
cijom Kurchhoffovih pravila po zatvorenim 
petljama. 


Za svaki krug napišemo jednadžbu za prvo 
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Kirchhoffovo pravilo. Pad napona je poziti- 
van ako idemo u smjeru struje, a negativan 
ako idemo protivno od smjera struje. Pad 
napona na generatoru je jednak negativnom 
iznosu EMS u tom smjeru. Za prvi krug 
imamo: 


211 + Z313 + Zala – £1 = 0 


i slično za ostala tri kruga. Zatim obratimo 
pažnju čvorovima. Za čvor b: 


li—1l3—12=0 


i tako dalje za ostala 4 čvora. Vidimo da, u 
ovom primjeru imamo zapravo samo četiri 
neovisne jednadžbe za struju. Pomoću 8 
jednadžbi možemo naći 8 nepoznatih struja. 
Jednom kad znamo struje, analiza mreže je 
završena. 

Vidimo da, kad napišemo jednadžbe za 
struje, jedna od jednadžbi nije neovisna od 
drugih. Općenito se može desiti da na- 
pišemo suviše jednadžbi za napon. Pri- 
mjerice, mogli smo napisati jednadžbu za 
krug a,b,c, f,e,d,a, kao i za neki drugi krug 
a,b,c, f,j,h...a. Ovo vodi suvišnim jednadž- 
bama i potrebno je u praksi malo razmišljati 
o strategiji analize. Suvišak jednadžbi, na- 
ravno, ne škodi, ali može dovesti do suvišnog 
posla. Jednostavnom primjenom Kirchhof- 
fovih pravila lako se možemo uvjeriti da za 
serijski spojene impedancije vrijedi pravilo: 


Ziot = 5 Zn 
n 


dok za paralelno spojene impedancije 


1 1 


Дю _ Za 


Upotrebom ovih pravila mogu se složeni kru- 
govi ,reducirati" na manje složene. Ondje 
gdje to nije moguće valja primijeniti Kir- 
chhoffova pravila direktno. Jedan od tak- 
vih primjera je tzv. Wheatstoneov most 
(Slika 7.36). Mostovi tvore princip mnogih 
mjernih tehnika. 

U biti, analiza se svodi na to da se nađu 
uvjeti pod kojima, za određene vrijednosti 
impedancija Zi, Z2, 23 i Za, struja kroz Z5 
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Slika 7.36: Wheatstoneov most je primjer 
strujnog kruga koji se ne da riješiti pros- 
tom redukcijom serijskih i paralelnih kom- 
ponenti. 


je jednaka nuli. Pod tim uvjetima vrijednost 
jedne od četiriju impedancija 214 može biti 
nepoznata, te se izračuna iz ostalih triju. (U 
praksi 75 predstavlja mjerni instrument.) 


7.3.4 Ekvivalentni krugovi 


Pretpostavimo da spojimo generator na slo- 
ženi sistem impedancija (Slika 7.37a). Bu- 
dući da su Kirchhoffova pravila linearna, to 
je očito da će za svaki sistem impedancija 
vrijediti relacija 


I= 


Zef 


gdje je „у efektivna impedancija sistema. 
Općenito je „у kompleksni broj koji je 
algebarska funkcija svih elemenata kruga. 
Vidimo da se gornja jednadžba odnosi i na 
ovakav krug (Slika 7.37b). Sve dotle dok 
nas zanima ono što se događa na lijevo pd a 
i b, ova dva kruga su potpuno ekvivalentna. 
Dakle, općenito možemo reći da se bilo 
kakva mreža s dva spoja, koja se sastoji 
od pasivnih elemenata može prikazati kao 
jedna jedina efektivna impedancija, a da se 
ni struje ni naponi u ostalom dijelu kruga ne 
mijenjaju. Ovo je, naravno, rezultat Kirch- 
hoffovih pravila, koja su rezultat linearnosti 
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bilo koji krug 


impedancija Zet 


Slika 7.37: Bilo koja mreža pasivnih eleme- 
nata s dva priključka ekvivalentna je nekoj 
efektivnoj impedanciji. 


Maxwellovih jednadžbi. Ovaj princip mo- 
žemo poopćiti tako da vrijedi i za mrežu 
krugova koji sadrže i generatore i impedan- 
cije (Slika 7.382). 


In (b) In 


bilo koji krug 
impedancija Vn 


U 
EMS-a \ 


(a) b 


Slika 7.38: Svaka električna mreža s dva 
priključka može se zamijeniti sa serijski spo- 
jenim generatorom i impedancijom. 


Gledajući s ,točke gledišta" impedancije 
Zn, kad bismo riješili krug, našli bismo da 
je pad napona Vn funkcija struje Iņ, što 
možemo pisati: 


V, =A—BL, 
gdje A i B ovise o impedancijama i gene- 


ratorima na lijevoj strani. No, znamo i da 
vrijedi relacija 


Vn = 1.2 


ра se iz ovih dviju jednadžbi može naći V, ili 
I,. Tako, primjerice, za krug na Slici 7.38b 
imamo 

Vn = Eef — In Zef 


gdje je Eef = A, a Zef = В. 
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Iz ovoga se vidi da svaki sistem impedan- 
cija i generatora možemo prikazati kao kom- 
binaciju efektivnog generatora u seriji s efek- 
tivnom impedancijom. 


7.3.5 Energija izmjeničnog kruga 
Vidjeli smo da je energija u induktanciji 
dana izrazom U = 5£1?. Ovu energiju daje 
generator struje /. Kad struja padne na 
nulu, ova energija se vrati krugu. U ideal- 
noj induktanciji nema gubitka energije, tj. 
induktancija je nedisipativna impedancija. 
Slično se odnosi i na kapacitanciju, jer ide- 
alni kapacitor je nedisipativan. Za otpornik 
imamo [= ё. Energija koju generator daje 
u jedinici vremena je ET i nju troši otpor na 
stvaranje topline. Otpor je, dakle, disipa- 
tivna impedancija. U tom slučaju imamo 


Za izmjeničnu struju ova snaga je srednja 
vrijednost RI* uzeta za vrijeme jednog peri- 


oda. Budući da je Г = fe'“*, onda je srednja 
2 


= А 2 1 
vrijednost Г? u jednom periodu i 
2 


simalna struja iznosi li | , a srednja vrijed- 


nost cos? wt je 5. Pitamo se kolika је disipa- 


cija (u toplinu) neke proizvoljne impedancije. 
Svaku impedanciju možemo napisati kao 


jer mak- 


Z=R+iX 


gdje su Ді X realni brojevi (pažnja: R nije 
ovdje otpor!). Govoreći u smislu ekvivalent- 
nih krugova, možemo reći da bilo koju impe- 
danciju možemo prikazati kao ekvivalentnu 
otporu u seriji s čistom imaginarnom im- 
pedancijom koju nazivamo reaktancijom 
(Slika 7.39). 

Elementi koji se sastoje od čistih induktan- 
cija i kapacitancija imaju, dakle, čisto ima- 
ginarne impedancije (Z; = iw£, Zo = 215). 
Vidimo da reaktancija sadrži čiste £ i С pa 
je nedisipativna. 

Ako generator spojimo na neku općenitu 
impedanciju, ispunjena je relacija 


E=I(R+iX) 
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x.‏ دوه 


i čiste reaktancije. 


Ako želimo znati koliku srednju energiju ge- 
nerator daje, moramo znati srednji produkt 
£(t)i1(t). No, kad ovakve produkte izraču- 
navamo, moramo raditi s realnim veličinama 
E(t) i I(t). (Sjetimo se da će realni dio 
kompleksne funkcije predstavljati fizikalnu 
veličinu samo onda ako imamo posla s line- 
arnom jednadžbom. Ako, međutim, imamo 
produkte koji nisu linearni, ovo pravilo se 
ne da provesti.) 

Pretpostavimo da odaberemo ishodište za 
t tako da amplituda 1 bude realni broj Io. 
Tada 

I = Ig coswt 


Elektromotorna sila je realni dio: 


E = Re(lge'"(R + iX)| 
= loRcoswt — ToX sinwt 


Vidimo da je pad napona na otporu u fazi sa 
strujom dok je pad napona na reaktivnom 
dijelu impedancije van faze sa strujom. 

Srednja disipativna snaga (efektivni gu- 
bitak energije u toplinu) (Р)„„ generatora 
je integral € I preko perioda, podijeljen s 
periodom T': 


1 T 
Р) = — Idt 
(ые + 


1 {Т 1 [Т 

= / IG Rcos? wtdt— — | ГАХ sin? wtdt 
T 0 T 0 
1 


jer je drugi integral jednak nuli. Dakle, gubi- 
tak energije u toplinu ovisi samo o realnom 
dijelu impedancije, što smo i očekivali. 
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7.3.6 Ѕіерепаѕіі krugovi (eng. ladder) 


Postoji jedna specijalna kategorija krugova 
u elektrotehnici i tehnici komunikacija koja 
je, s praktične točke gledišta od izuzetnog 
interesa. Ovi krugovi se mogu analizirati 
u obliku kombinabija serijskih i paralelnih 
impedancija. Pretpostavimo da imamo jed- 
nostavan serijski krug (Slika 7.40a.). Ovaj 
se krug lako prikaže tako da se impedancije 
jednostavno saberu: 210 = Zi + Z2. 

Ako sada proširimo krug tako da ima dvije 
serijske i dvije paralelne impedancije, imamo 
nešto više posla, ali rezultat se dade svesti 
opet na jednu impedanciju (Slika 2.180.b.). 
Ono što se sada pitamo je nešto općenitije: 
Možemo li analizirati ovakav krug, ako se la- 
nac serijski i paralelno spojenih impedancija 
produži u nedogled (Slika 7.41)? Zapravo, 
ova analiza nije ništa teža od prethodne. 

Vidimo, naime, da se čitava mreža ne mije- 
nja, ako joj ispred dodamo još jedan stepen 
(Slika 7.41). Pretpostavimo da je ukupna 
impedancija iza ovog dodatka Zo. 

Možemo odmah vidjeti da je ukupna im- 
pedancija 


je 
L wL? 


C 4 
Za ovaj sistem postoje dva rješenja od in- 
teresa. Jedan odgovara slučaju gdje je 
w? < zg. Tada je član ispod korijena pozi- 
tivan i impedancija je realni broj. Ako je, 
međutim, w? > To. onda je Zg čisto imagi- 
naran broj: 


1.272 
= w L £ 
4 


Kako što smo ranije rekli, krug koji sadrži 
samo elemente £ i C ima uvijek imaginarnu 
impedanciju pa se pitamo kako to da, za 
slučajeve gdje je w? < zo , imamo ponaša- 
nje Zo kao da je čisti otpor, iako je za više 
frekvencije imaginaran? Dakle, za niže frek- 
vencije, krug će uistinu apsorbirati energiju 
kao da je čisti otpor, ali ova energija ipak 
neće ići u toplinu. Energija se naprosto „Ко- 
trlja” niz beskonačni niz elemenata, poput 
nekog tijela koje se kotrlja niz stepenice. 
Ovaj način propagacije energije niz mrežu 
sugerira nešto interesantno: ako na krug 
priključimo generator čija je frekvencija w < 


Q 


Lo 1 
2-2 —+— = 214 
i+ ( ГА + z) 1 
No, dodavši prednji stepen nismo bitno iz- 
mijenili krug, jer је Z = Zo. Rješenjem jed- 
nadžbe dobijemo da je 


Impedancija Zg naziva se karakteris- 
tičnom impedancijom ove beskonačne 
mreže. 

Pogledajmo sada jedan praktični primjer 
ovog općenitog rješenja. Pretpostavimo da 
se radi o serijski spojenim induktancijama 
koje su ,premoštene" kapacitancijama (Slika 
7.42a.). Ovdje је Zi = iw£, a Z2 = Za. 

Vidimo da je u rješenju 2 upravo ро- 
lovina induktancije prvog elementa. Stoga 
bismo mogli nacrtati čitavu mrežu tako da 
prepolovimo prvu induktanciju i gledamo 
mrežu između له‎ i b (Slika 7.42b). Karak- 


teristična impedancija između ovih točaka 
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/ TO onda energija putuje poput valova 
i kreće prema drugom kraju kruga. Ako 
frekvencija prijeđe tu vrijednost, propagacija 
energije prestaje. Ovakvi krugovi imaju u 
elektronici posebno ime. 


7.3.7 Filtri 


Kako što smo upravo vidjeli, postoji za stepe- 
nastu mrežu neka kritična frekvencija, koju 
ćemo nazvati шо, kod koje mreža mijenja 
karakteristiku. Ispod te frekvencije mreža 
apsorbira energiju. Ovo smo protumačili 
kao transmisiju energije kroz krug ili niz 
prijenosnu liniju. Iznad kritične frekvencije 
energija ne prodire daleko u liniju. Provje- 
rimo ove ideje malo detaljnije. 

Pretpostavimo da smo na ulaz ovakve li- 
nije priključili generator izmjenične struje 
(Slika 7.43). Pitamo se što se dešava па 
n-tom stupnju linije. 

Budući da se za vrijeme transmisije na 
svakom stupnju dešava ista stvar, ovo se 
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23=21+22 


1 
GTA 25=21+24 


Slika 7.42: L-C linija nacrtane na dva ekvi- 
valentna načina. 


pitanje odnosi na cijelu mrežu. Znamo da 
је Vn ,وسلا‎ a isto tako znamo da je И„— 
Vai = InZi = Vp Ze. Dakle 


Vn+ 1 
Vn 


Zı 20-21 


=1 
Zo Zo 


Ovo se naziva faktorom propagacije za 
jedan stepen kruga. Nazovimo ga a. On je 
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Slika 7.43: Određivanje faktora propagacije 
linije 


isti za svaki stepen: 


Za 


a Zo 


Napon na n-tom stepenu je Vn = a"E. Iz- 
računajmo a za naki ZC krug poput onoga 
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koji smo promatrali. Iznos Zg znamo, a 


Z1 = tw. Iz ovoga 
1 
с и202 4\2 ive 
С 4 2 
1 
L ш202\2 „ор 
С 4 Шр: 


(Jer Ж = 2 + 4/ С Еу Ako је w < 


wg onda je radikal korijena realni broj dok 
su iznosi kompleksnog dijela u brojniku i 
nazivniku jednaki. Možemo, dakle, pisati 


0 


a = е? 


dok je iznos |a| jedinica. Ovo znači da je 
napon na svakom stepenu isti, samo se faza 
mijenja. Promjena faze ۵ je u stvari nega- 
tivna, tj. napon zakašnjava kako val putuje 
linijom. Za w > wọ možemo podijeliti broj- 
nik i nazivnik s į i a postaje realni broj: 


(E 5) 3 u 

4 С 2 

(“E fa ) 2 یه‎ 

4 С "79 
On је manji оа jedinice. То znači da је sad 
napon u bilo kojem stupnj manji od prethod- 
noga za faktor a. Sada napon pada relativno 
brzo, kako idemo po liniji. Iznos a kao funk- 
cija w ostaje jedan, sve dok frekvencija ne 
poprimi kritični iznos шо, nakon čega eks- 
ponencijalno pada (Slika 7.44). Vidimo da 


linija propušta sve frekvencije manje od шо, 
a blokira one koje su veće od te vrijednosti. 


Q = 


0 00 [9] 


Slika 7.44: Faktor propagacije dijela 1-С 
linije. 


Linije se ponaša kao filtar. To ime dajemo 
svakoj mreži ili krugu koji je načinjen tako da 
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propušta neke frekvencije dok blokira druge. 
Ovaj konkretni primjer prikazuje filtar na 
niske frekvencije. 

Pitamo se čemu tolika diskusija o krugu 
koji je beskonačan i koji se očito u praksi 
ne može realizirati. No, nije teško vidjeti 
da će se i realna linija ponašati kao da je 
beskonačna ukoliko je na kraju završimo s 
karakterističnim impedancijom Zg. U praksi 
nije moguće točno reproducirati karakteris- 
tičnu impedanciju Zo pomoću nekoliko ele- 
menata С, Ci R, ali se to može približno 
postići, pogotovo za neke frekvencije. Tako 
se, primjerice, £-C stepenasti krug ponaša 
gotovo isto onako kako smo ga opisali, ako se 
VE . Ako 
izmijenimo uloge £ i C u našem primjeru 
dobijemo krug koji se ponaša kao filtar za 
visoke frekvencije (Slika 2.186.). Kad zami- 
jenimo £ i €, onda zamijenimo svaki faktor 


tw s faktorom 5 i obrnuto. 


završi s otporom vrijednosti R = 


(b) 


1/0 1/0 


Slika 7.45: (a) visokopropusni filtar; (b) nje- 
gov faktor širenja kao funkcija 1/w 


Dakle, filtar se ponaša tako da frekvencije 
manje od w bivaju blokirane (Slika 7.45b). 
Filtri koje smo opisali su u širokoj upotrebi. 

Tako se npr. niskofrekventni filtar (Slika 
7.46) koristi za ,peglanje" istosmjerne struje 
iz ispravljača, dok se visokofrekventni filtar 
koristi npr. za prijenos signala kroz elek- 
tričnu mrežu (kao što je prebacivanje preki- 
dača strujomjera i sl.). ,Poravnavanje? ili 
»peglanje" istosmjerne struje se zasniva na 
činjenici da se struja iz ispravljača sastoji 
od poluvalova koji su zapravo superpozicija 
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istosmjerne struje i brojnih ,viših tonova" iz- 
mjenične struje (Slika 7.46). Ako podesimo 
da je wg za ovaj krug vrlo niska u usporedbi 
s 50 Hz. (ukoliko se radi o običnom mrež- 
nom ispravljaču) onda će proći uglavnom 
samo istosmjerna komponenta. 


v(t) 


T t 


Slika 7.46: Izlazni napon punovalnog isprav- 
ljača. 


U elektronici se visokofrekventni filtri ta- 
kođer upotrebljavaju kod reprodukcije zvuka 
sa starijih gramofonskih ploča, gdje se niske 
frekvencije (što dolaze od gramofonskog me- 
hanizma koji okreće ploču) potisnu da mi 
reprodukcija muzike bila čišća. (Moderniji 
uređaji za reprodukciju zvuka zasnovani su 
na digitalnoj tehnologiji gdje nema potrebe 
za ovakvim intervencijama.) 

Valja naglasiti da naziv prijenosna linija, 
koji smo dali 2-С stepenastom krugu, pred- 
stavlja zapravo aproksimaciju. Pretposta- 
vimo da imamo dvije duge žice koje se pro- 
težu paralelno jedna pored druge. To može 
biti tzv. koaksijalni kabel, koji ima jednu 
centralnu žicu okruženu izolacionim mate- 
rijalom oko kojega se nalazi metalna plete- 
nica, ili starije verzije televizijskih antenskih 
kabela koji su se sastojali od dviju široko 
razmaknutih izoliranih žica. Vidimo da iz- 
među tih vodiča postoji neka kapacitancija 
i, zbog magnetskog polja kojega oba vodiča 
»vide", induktancija. Možemo ovakvu liniju 
promatrati kao da je sastavljena od mnoštva 
elemenata dužine Al od kojih će svaki imati 
ulogu jednog stepena £-C kruga. Ako pus- 
timo da Al teži k nuli, onda imamo dobar 
opis transmisijske linije. Kako Al > 0, tako 
i odgovarajući AL i AC teže К nuli, ali nji- 
hov kvocijent ostaje isti. Granična vrijednost 
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izraza za Zo: 


С 4 


Al >0 
Zo=\26 


gdje se sada Zg ponaša kao čisti otpor ve- 


Ag: Možemo umjesto A£ i AC 
uzeti vrijednosti Со i Со jedinične dužine 


linije: 
/Lo 
По = 4 حا‎ 
0 Co 


Vidimo da, kako Al > 0, tako wo = \/ To > 
оо. Idealna prijenosna linija, dakle, propu- 
šta sve frekvencije. 


ličine 


7.3.8 Problemi prvih prijenosnih linija 

Signal na dugačkim prijenosnim linijama 
postaje izobličen čak i ako su svi parametri 
linije idealni a funkcija prijenosa savršeno 
linearna. Postoje dva osnovna mehanizma 
kompromitacije signala na transmisijskim 
linijama. Prvi je prigušenje signala (atenu- 
acija) duž linije prijenosa koje uz to može i 
varirati s frekvencijom što rezultira distorzi- 
jom signala. Drugo, obično problematičnije, 
izobličenje je uzrokovano ovisnošću frekven- 
cije o faznoj brzini frekvencijskih kompo- 
nenti emitiranog signala. Ako se različite 
frekvencijske komponente signala prenose 
različitim brzinama, signal postaje ,,razma- 
zan" u prostoru i vremenu. Taj oblik iz- 
obličenja naziva se disperzija. Prijenosna 
linija je bez disperzije ako je brzina signala 
neovisna o frekvenciji. Prijenosna linija je 
bez izobličenja ako je bez disperzije i ako je 
koeficijent prigušenja neovisan o frekvenciji. 


To je bio veliki problem na prvom tran- 
satlantskom telegrafskom kabelu i doveo je 
do razvitka teorije o uzrocima disperzije na 
prijenosnim linijama koju je prvo istraživao 
Lord Kelvin (William Thomson), a potom 
pomnije i Oliver Heaviside koji je 1876. ot- 
krio kako se problemu može doskočiti. Jaka 
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i ч i 
Heavisideov model prijenosne linije pee 


ôR ôL ۱8 GL 


= 00 i TO AN وو‎ 

Oliver Heaviside mI Da ôC 1 : je a Т 

df = : 1 | 1 | T = 
Í G 
C 


| m КСЕ 
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Heavisideov uvjet 
К таа е С pa R 
СЕ 


Slika 7.47: Неауіѕійеоу uvjet prijenosnog 
voda 


disperzija telegrafskih impulsa uzrokuje nji- 
hovo međusobno preklapanje. Susjednim im- 
pulsi doživljavaju, danas to tako nazivamo, 
međusimbolsku interferenciju eng. intersym- 
bol interference ISI. Kako bi se spriječile me- 
đusimbolske smetnje bilo je potrebno dras- 
tično smanjiti brzinu prijenosa transatlant- 
skog telegrafskog kabela na ekvivalent od 
1/15 bauda.!" Ovo je bila iznimno mala br- 
zina prijenosa podataka, pa su čak i ljudski 
operateri imali velike poteškoće pri rukova- 
nju Morseovom tipkom toliko sporo. 

Prijenosni vod može se predstaviti kroz 
model sukcesivno distribuiranih elemenata 
njegovih primarnih konstanti. Primarne 
konstante su električna svojstva kabela po 
jedinici duljine i to su: kapacitet C (u fara- 
dima po metru), induktivitet L (u henrijima 
po metru), serijski otpor R (u ohmima po 
metru) i provodljivost šanta G (u siemen- 
sima po metru). Heavisideov uvjet (Slika 
7.47) je zadovoljen kada je: 


G_R 
C L 
Serijski otpor i vodljivost šanta uzrokuju 
gubitke u liniji. Idealni dalekovod trebalo 
bi imati vrijednosti R=G=0 Idealna tran- 
smisijska linija, dakle trivijalno, zadovoljava 
Heavisideov uvjet. 
Prijenosna linija koja zadovoljava Heavi- 
sideov uvjet, nazvan po Oliveru Heavisideu 


10Baud (Bd) je u telegrafiji jedinica za prijenos 
simbola: broj prenesenih simbola u jednoj sekundi 
na analognoj transmisijskoj liniji. 
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(1850.— 1925.) može prenositi signale bez 
disperzije i izobličenja. Važnost Heaviside- 
ova uvjeta je u tome što je pokazao moguć- 
nost prijenosa telegrafskih signala bez dis- 
perzije. U nekim slučajevima, performanse 
prijenosne linije mogu se poboljšati dodava- 
njem induktivnog opterećenja kabelu. He- 
aviside je 1885. godine objavio prvi rad koji 
opisuje analizu propagacije signala u kabe- 
lima i dao moderan oblik tzv. telegrafskih, 
odnosno valnih jednadžbi. 

Prilikom propagacije vala prijenosnim da- 
lekovodom dio energije gubi se uslijed ko- 
načne otpornosti linije odnosno njenog rad- 
nog otpora što predstavlja radne ili rezis- 
tivne gubitke. Na višim frekvencijama pos- 
taju izraženi i dielektrični gubici, koji se 
javljaju kao posljedica kapacitivnog pona- 
šanja linije. Dielektrični gubici javljaju se 
kada izolacijski materijal šanta apsorbira 
energiju za naizmjeničnu polarizaciju svojih 
molekula pri čemu se trenjem dio energije 
pretvara u toplinu. Ukupni gubici izražavaju 
se u decibelima po metru (dB/m) i ovise o 
frekvenciji vala koji se prenosi. 

Za glasovne sklopove (telefon) izobličenje 
frekvencijskog odziva obično je važnije od 
disperzije, dok su digitalni signali vrlo osjet- 
ljivi na izobličenja disperzijom. Za bilo koju 
vrstu analognog prijenosa slike, kao što je 
video ili telefax, potrebno je ublažiti obje 
vrste izobličenja. 


7.3.9 Ostali elementi strujnih krugova 
Do sada smo razmatrali samo idealne im- 
pedancije i idealne generatore. Valja na- 
glasiti da se i ostali elementi krugova, me- 
đuindukcije, tranzistori, cijevi itd. mogu, 
također prikazati kombinacijama osnovnih 
elemenata. 

Pretpostavimo da imamo dvije zavojnice 
koje su u magnetskoj vezi (dobar primjer bi 
bio transformator) (Slika 7.48). 

Možemo reći: 


dh dh 
or ji: 
ат, 77 
m m mv 
2 2 dt dt 
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Slika 7.48: Međuindukcija 


gdje je M međuindukcija. Uzevši u obzir 
uobičajene idealizacije, tj. da je vodič savr- 
šen itd., kažemo da je razlika potencijala na 
krajevima zavojnice jednaka EMS u zavoj- 
nici. Ove će EMS ovisiti o struji u drugoj 
zavojnici i to tako da je 


Ei=HHwoMN i 


E2 = ولد‎ 


Tada možemo ove krugove prikazati kao 
kombinaciju induktancija i generatora koji 
daju ove EMS (Slika 7.48b). 

Osim međuindukcije postoji, naravno i 
međukapacitet. Međukapacitet je važan u 
vakuumskim cijevima, gdje imamo više elek- 
troda, ali problemi vezani uz njega pojav- 
ljuju se i u integriranim krugovima (Slika 
7.49a.). Lako vidimo da, barem u statičkoj 
aproksimaciji, ekvivalentan krug izgleda kao 
kombinacija kapacitora (Slika 7.49b.). Elek- 
trostatsko međudjelovanje bilo kojih dviju 
elektroda ili vodiča, ekvivalentno je kapaci- 
tetu među njima. 


Slika 7.49: Međukapacitet 


Vrlo je važna mogućnost prikazivanja tran- 
zistora i cijevi pomoću ekvivalentnih kru- 
gova. Pri tome ne smijemo zaboraviti da 
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tranzistori i vakuumske cijevi katkada funk- 
cioniraju u klasi gdje omjer napona i struja 
nije ni izdaleka linearan. U takvim slučaje- 
vima svi zaključci koji se zasnivaju na line- 
arnosti naših jednadžbi više ne vrijede. No, 
ima vrlo mnogo krugova u kojima tranzistori 
i cijevi funkcioniraju u gotovo linearnom re- 
žimu pa ih tada možemo smatrati linearnim 
elementima. 

U tom smislu, trioda se može prikazati, za 
slučaj niskofrekventne primjene, kao kombi- 
nacija otpora i generatora (Slika 7.50). Kod 
visokih frekvencija valja uključiti i utjecaj 
parazitnih induktancija i kapacitancija. 


A 
M 
MREŽICA А 
Ма 
K 
£=—uVg 


Slika 7.50: Nadomjesna shema međukapaci- 
tancije. 


Sličan je postupak prikazivanja funkcije 
tranzistora (Slika 7.51). 


KOLEKTOR 


BAZA 


EMITER 


Slika 7.51:  Niskofrekventni ekvivalentni 
sklop vakuumske triode. 


Ono što je zanimljivo za tranzistore i cijevi 
i što predstavlja bit njihove svrhe u nekom 
krugu, je to da realni dio njihove impedancije 
može biti negativan. Vidjeli smo da u slu- 
čaju kad je ovaj dio pozitivan, on predstavlja 
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, gubitak" električne energije kruga. Ovdje 
sad imamo to da tranzistor, ili cijev, „daju’ 
energiju krugu. (Naravno, ova energija do- 
lazi iz istosmjernog dijela kruga i ulazi u 
izmjenični dio kruga!). Ako stvari uredimo 
tako da u krugu imamo određenu realnu 
negativnu impedanciju i kombiniramo je s 
jednakom pozitivnom impedancijom onda 
je , gubitak" energije ,, nula"; imamo struju 
koja teče bez prestanka. tj. imamo oscilator, 
ili signal generator ili slične uređaje. 


و 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA — POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 
OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


8 Elektromagnetski val ................. 


8.1 Maxwellove Jednadžbe 

8.2 Rješenja Maxwellovih jednadžbi u slobodnom prostoru 
8.3 Rješenja Maxwellovih jednadžbi sa strujama i nabojima 
8.4 Eksperimentalna potvrda 

9 Geometrijska optika .................. 
9.1 Rasprostiranja svjetlosti 

9.2 Leće 

9.3 Optički instrumenti 

9.4 Dipolni radijator 

9.5 Interferencija 


9.6 Difrakcija 


10 Fizikalnaćoptika с л о 
10.1 Podrijetlo indeksa loma 

10.2 Disperzija 

10.3 Prigušenje elektromagnetskog zračenja 
10.4 Apsorpcija 

10.5 Otpor zračenja 

10.6 Polarizacija 

10.7 Relativistički efekti radijacije 

10.8 Kvantno ponašanje 

10.9 Čestično valni dualizam 

10.10 Osjet vida; boje 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA — POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 
OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.Q 02:25 


L 
б 
N 
© 

= 
© 

ra 
= 
o 
o 
= 
o 
- 
a 


8.1 Maxwellove Jednadžbe 


Maxwellove jednadžbe u literaturi možemo 
pronaći u više verzija koje su sve međusobno 
fizikalno jednakovrijedne, ali su neke ver- 
zije bolje, a neke manje dobro, prilagođene 
specifičnoj problematici primjene. Ponekad 
nas zanimaju vrijednosti makroskopskih po- 
lja koje su rezultat brojnih naboja i struja 
uključenih u problem, dok je nekad naš inte- 
res koncentriran na mikroskopske (lokalne) 
vrijednosti polja često definirane atomskim 
ili subatomskim entitetima. 


U današnjoj formulaciji Maxwellovih jed- 
nadžbi postoje četiri jednadžbe s kojima 
se računa električno i magnetsko polje za 
danu konstelaciju naboja i struja, dok je 
interakcija s „vanjskim“ nabojima i stru- 
jama definirana Lorentzovim zakonom, od- 
nosno Lorentzovom silom. Prema moder- 
noj konvenciji, verzija ovog zakona se više 
ne uključuje u varijante Maxwellovih jed- 
nadžbi kao što je to bilo u originalnom 
Maxwellovom radu. Formalizam vektorskog 
računa, rad Olivera Heavisidea je postao 
standard. Rotacijski je invarijantan, i stoga 
matematički transparentniji od Maxwellovih 
izvornih 20 jednadžbi izraženih u prostor- 
nim komponentama polja. Pored toga vek- 
torska formulacija je relativistički korektna, 
odnosno Maxwellove jednadžbe su Lorentz- 
invarijantne i simetričnije od njihovih izvor- 
nih inačica. 


James Clerk Maxwell 


Električno polje E 


Slika 8.1: Maxwellove četiri vezane diferen- 
cijalne jednadžbe za mikroskopska polja E 
i Bu integralnoj formulaciji prikladnoj za 
numeričke račune ili pak proračun problema 
s visokim stupnjem prostorne simetrije. 


Diferencijalna (Slika 8.2) i integralna 
(Slika 8.1) formulacija Maxwellovih jed- 
nadžbi, iako vizualno i konceptualno posve 
različite, matematički su potpuno ekviva- 
lentne. To možemo pokazati ako primije- 
nimo na integralnu formulaciju Maxwellovih 
jednadžbi Gaussov odnosno Stokesov teorem 
koji povezuju volumne odnosno površinske 
integrale vektorskog polja s njihovim deriva- 
tima po zatvorenoj plohi, odnosno krivulji. 
Obje verzije imaju svoju optimalnu domenu 
korisnih primjena. Integralna formulacija, s 
obzirom da povezuje polja unutar prostorne 
regije s poljima na granici istih, može se 
uspješno koristiti za izravni izračun polja 
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simetrično distribuiranih naboja i struja. S 
druge strane, diferencijalna formulacija je 
izrazito lokalno (mikroskopski) postavljena 
pa predstavlja prirodnije polazište izračuna 
u kompliciranijim, manje simetričnim, situ- 
acijama. 

Mikroskopska formulacija Maxwellovih 
jednadžbi se ponekad naziva „Maxwellove 
jednadžbe u vakuumu". To se prvenstveno 
odnosi na činjenicu da materijalni medij nije 
ugrađen u strukturu jednadžbi, već se po- 
javljuje samo u terminima naboja i struja. 
Mikroskopsku verziju uveo je Lorentz, koji 
ju je pokušao upotrijebiti za izvođenje ma- 
kroskopskih svojstava rasute tvari iz njezi- 
nih mikroskopskih sastojaka. Makroskopske 
pak verzije Maxwellovih jednadžbi u pravilu 
uključuju „dvije“ inačice električnih i mag- 
netskih polja definiranih polarizacijom i mag- 
netizacijom medija. „Maxwellove makro- 
skopske jednadžbe", poznate i kao Maxwel- 
love jednadžbe u materiji, sličnije su onima 
koje je Maxwell izvorno uveo. 

Do sada smo se uglavnom bavili Maxwel- 
lovim jednadžbama u posebnim (statičkim) 
okolnostima u kojima smo pojedine članove 
u jednadžbama mogli zanemariti. Sad je vri- 
jeme da Maxwellove jednadžbe sagledamo 
u njihovoj cjelovitosti, te da pokušamo iz- 
vući sve konzekvence njihove matematičke 
strukture, prvo u mikroskopskim uvjetima, 
odnosno u vakuumu, a potom i u interakciji 
s materijom. 

Napišimo još jednom Maxwellove jed- 
nadžbe: 


€0 
وت‎ 
pa نسح‎ 
< дї 
V.5-0 
uo 
N TE 


Za prvu jednadžbu znamo da je točna 
uvijek; Gaussov zakon je uvijek točan za 
statička i dinamička polja. Druga jednadžba, 
tj. Faradayev zakon, isto vrijedi općenito za 
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sve situacije. Treća jednadžba je točna jer do 
danas nisu pronađeni magnetski monopoli. ! 

Zadnja jednadžba ima dodatni član koji 
nije bio uzet u obzir kad smo radili sa stalnim 
(ili sporo promjenljivim) strujama. Upravo 
ovaj novi član ŽE otkrio je Maxwell. Prije 
ovog otkrića jednadžba je glasila 

ўв, 
єс 
(ovakav način zapisa, dakako, nije se tada 
koristio). 

Maxwell je opazio da nešto u ovoj jed- 
nadžbi nije u redu. Ako, naime, primijenimo 
na nju operaciju divergencije, onda je lijeva 
strana u svakom slučaju nula jer je uvijek 
V.VxB=0. To znači da bi i divergencija 
J morala biti uvijek nula. No tok j iz neke 
zatvorene plohe jednak je smanjenju naboja 
u odgovarajućem volumenu, a to općenito 
nije nula. Dakle 


= 23 д 
٢ شتک د‎ /* I OPĆENITO JE Æ 0 */ 


дї 


(zakon očuvanja naboja!). U stvari ovo je 
gotovo i definicija 7. 

Maxwell je pokazao da dodavanjem člana 
Ө paradoks nestaje, tj. imamo 


0827 
801۸ 
Jednadžbu možemo pisati i kao 


V.j+V. 0 


9-7+009-#-0 


1Podsjetimo se! Magnetske monopole је u svo- 
joj teoriji predvidio P.A.M. Dirac da bi objasnio 
kvantizaciju naboja. Dosadašnje potrage (2024.) 
za magnetskim monopolima nisu urodile plodom. 
Potrage za magnetskim monopolima možemo gru- 
pirati u dvije kategorije. Prva je traženje već pos- 
tojećih magnetskih monopola, dok druga kategorija 
pretpostavlja kreiranje i detekciju magnetskih mo- 
nopola akceleratorskim tehnikama. Neka teorijska 
razmatranja ukazuju da bi donja granica mase mag- 
netskih monopola bila tolika da je na postojećim 
energijama u suvremenim sudarivačima ne možemo 
doseći.Teorijska razmatranja magnetskih monopola 
jako ovise o modelima koje u tim razmatranjima 
koristimo. Ovdje kao svojevrsni uvod u problem 
magnetskih monopola možemo preporučiti poglavlje 
6.13 poznatog Jacksonovog kursa iz klasične elektro- 
dinamike (— Jackson, 1975). 
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James Clerk Maxwell 


Električno polje E 


Slika 8.2: Maxwellove četiri vezane diferen- 
cijalne jednadžbe za mikroskopska polja E i 
B u diferencijalnom obliku.? 


AiV.E= p/eo, i uvrštavanjem dobijemo 
natrag zakon očuvanja naboja. Vrijedi i obr- 
nuti argument: budući da su do su se do 
sada Maxwellove jednadžbe pokazale toč- 
nima, zaključujemo da je zakon očuvanja 
naboja valjan. 

Maxwellov dodatak zadnjoj jednadžbi 
imao je, međutim, duboke posljedice na naše 
poglede o prirodi. 


8.1.1 Značaj novog člana jednadžbe 


Zamislimo kuglu naboja i koncentričnu 
sfernu plohu oko nje. Naboj ,,curi" jednoliko 
u svim radijalnim smjerovima (Slika 8.3). 
Imamo, dakle, radijalnu struju i magnetsko 
polje koje ona stvara. 

Ukupan naboj unutar nekog radijusa je 
Q(r), dok je radijalna struja j(r). Zakon 
očuvanja naboja nam daje 


00)7( 
01 


3Originalnih dvadeset Maxwellovih vezanih di- 
ferencijalnih jednadžbi za komponente električnog 
i magnetskog polja Oliver Heaviside je kondenzi- 
rao u četiri vektorske jednadžbe koje danas u čast 
Jeamesa Clercka Maxwella zovemo njegovim ime- 
nom s obzirom da je on kompletirao sve relacije 
između komponenti električnog i magnetskog polja 
u zatvorenu i konzistentnu cjelinu koja anticipira 
postojanje elektromagnetskih valova. Pojedine jed- 
nadžbe pamtimo po Gaussu, Ampćreu ili Faradayu 
no Heaviside je pri tom ostao bez ikakva kredita 
iako, prvenstveno njemu, možemo zahvaliti kompak- 
tnu vektorsku notaciju koja je poslije imala veliku 
utjecaj na formulaciju specijalne i opće teorije rela- 
tivnosti te različitih kontemporarnih teorija polja. 


= —4тг?7(т) 
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Slika 8.3: Magnetsko polje sferno simetrične 
struje 


Pitamo se što je s poljem B. Na zamiš- 
ljenoj sfernoj plohi kod radijusa r opišimo 
zatvorenu petlju I'. Kroz nju teče struja, pa 
očekujemo da će postojati i odgovarajuće 
magnetsko polje В (označeno s B na slici 
8.3). No vidimo da se pojavljuje teškoća, 
jer smjer B ovisi o položaju T. Ali kako 
možemo imati neki smjer na sfernoj plohi? 
Ako petlju malo pomaknemo smjer B će se 
u nekoj točki promijeniti! Ovdje nas iz di- 
leme spašava Maxwellova jednadžba. Naime, 
cirkulacija B ne ovisi samo o struji već o de- 
rivaciji po vremenu toka polja E kroz petlju 
I. Ova dva doprinosa se ovdje očito poništa- 
vaju! Električno polje je Q(r)/4megr?, pa je 
derivacija po vremenu: 


дЕ 1 д0 
Ot  4reor? ðt 


Iz zakona očuvanja naboja znamo da je 


/* ZA BILO KOJI 
RADIJUS */ 


Iz ovoga slijedi da je desna strana Maxwel- 
love jednadžbe za cirkulaciju B jednaka nuli. 
Cirkulacije B na sferi nema. 

Kao drugi primjer, uzmimo slučaj električ- 
nog kruga koji sadrži kapacitor (Slika 8.4). 
Pretpostavimo da se naboj na pločama mi- 
jenja relativno sporo. 

Struja je tada dQ/dt. Jasno je da u blizini 
žice moramo imati magnetsko polje, jer ono 
ovisi o struji, a ne o tome gdje struja ide. 
Ako opišemo petlju T oko te žice onda će 
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petlja г 


Slika 8.4: Električni krug koji sadrži kapaci- 
tor 


cirkulacija B biti 


Ovo je točno kako za stalnu tako i za sporo 
promjenljivu struju, pa je u našem primjeru 
točno posvuda. Posebno je točno i za plohu 
koja obuhvaća žicu i jednu ploču kapacitora 
(Slika 8.5). Uzmimo da se ta ploha sastoji od 
kruga površine S1 i od plohe 51. Na mjestu 
gdje se nalazi 5; nema varijacije polja E, pa 


дЕ 


je BE nula. 


petlja Ti 


Slika 8.5: Magnetsko polje u blizini kapaci- 
tora koji se puni. 


Ako sada pomičemo Г dok ploha 5] ne 
zauzme položaj u sredini između ploča kapa- 
citora vidimo da struja pada na nulu. Mag- 
netsko polje ne bi smjelo nestati. Označimo 
ovu posebnu plohu s S2 i odgovarajuću pet- 
lju s Гә. Integral B oko Гә je opet 2rrB no 
on sada mora biti jednak 2 (tok E) kroz tu 
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plohu 52, jer je struja između ploča nula. No 
tok E je jednak Q/eg, iz Gaussovog zakona. 
Dakle 


с°2тгВ = a (2) 

dt \ €o 

što je isti rezultat koji smo dobili i ranije. 
Bez obzira obuhvaćaju li plohe S struju ili 
električno polje, magnetsko polje kod dane 
petlje Г ostaje isto. IV. Maxwellova jed- 
nadžba ne bi dala, sama po sebi više od 
ovoga. No pogledamo li je zajedno s osta- 
lima uočavamo vrlo važnu simetriju. 


8.1.2 Putujuće polje 

Zamislimo situaciju prikazanu na slici 8.6. U 
ravnini yz nalaze se jednoliko raspodijeljeni 
naboji. Ova ploha naboja ispočetka miruje 
da bi u jednom trenutku krenula u smjeru y 
brzinom u. 


y putujuća granica 
polja 


ploča naboja 


I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
E 
КАШ 
\ 
١ آ‎ 
| 
SU 
D 
لاپ‎ 
=. 


سل 


ES шш‏ ش بخ خم 


nema polja 
E=B=0 


Slika 8.6: Beskonačna ploča naboja iznenada 
se pokreće paralelno sama sa sobom. Postoje 
magnetska i električna polja koja se izvan 
šire ploče konstantnom brzinom. 


Dakle, trenutno je uspostavljena površin- 
ska struja J u smjeru y-osi. (Ovu površin- 
sku struju definiramo kao struju po jedinici 
širine mjerene u smjeru z-osi). Da bismo iz- 
bjegli elektrostatske utjecaje, pretpostavimo 
da se u yz ravnini nalazi jednaka gustoća 
suprotnih naboja od onih koji se kreću, ali 
koji miruju. Površinska struja J prostire se 
po cijeloj yz ravnini do beskonačnosti. Što 
očekujemo? 

U prvom redu očekujemo da će se na osi 
т > 0 pojaviti magnetsko polje smjera — 2, а 
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па osi x < 0 magnetsko polje jednakog iznosa 
ito ET ali smjera +z. (Linijski integral 
B je jednak zi ako uzmemo vrpcu širine 
ш, u smjeru 2-01, onda je linijski integral 
B jednak 2Bw, a struja Jw). Ovo je, dakle, 
iznos magnetskog polja u blizini ravnine pu- 
tujućeg naboja. No, budući da je ravnina 
beskonačna, očekujemo (iz argumenata si- 
metrije) da će ovo polje imati istu vrijednost 
za sve udaljenosti s. Nagli rast magnet- 
skog polja (u trenutku kad ravnina naboja 
krene brzinom u) implicira i nastanak elek- 
tričnog polja. Nastanak ovog električnog 
polja znači i to da će 58 biti konačan і do- 
prinositi će, zajedno sa strujom J, polju B. 
Situacija je složena i moramo kombinirati 
naše jednadžbe da dođemo do kvantitativ- 
nog rješenja. Prije toga bolje je ustanoviti 
što se zaista kvalitativno dešava, pa tek onda 
provjeriti slaže li se to s predskazivanjima 
Maxwellovih jednadžbi. Kvalitativno gle- 
dano, dakle, događaji slijede ovako: 

Polje B se zaista stvara kod same ravnine 
naboja. Izračunali smo ga i njegovo prisut- 
nost se može provjeriti ako načinimo infini- 
tezimalno usku petlju oko elementa ravnine 
naboja. Petlja je tako mala da se električno 
polje još nije stiglo „ugurati” u nju. Za veće 
udaljenosti x polje В је u početku još uvi- 
jek nula. Nakon nekog vremena polje Bi 
tu poprimi istu konstantnu vrijednost koju 
je imalo od trenutka svog nastanka. Ovaj 
nagli porast polja B od nule do vrijednosti 
5 putuje ро osi x brzinom v (Slika 8.7) 
i u vremenu t stigne do mjesta x = vt, gdje 
je v brzina širenja polja. (Naravno, polje se 
širi se i u —x—smjeru.) 

Analogna stvar događa se i s električnim 
poljem. Nagli porast B dovodi do pojave 
polja E i on se također širi brzinom v. Tako 
oba polja putuju u smjerovima +x poput 
plimskog vala. Brzina v je, kako što znamo, 
jednaka brzini svjetlosti c. 


Pogledajmo sada stvari malo detaljnije 
ito u dvije posebne, međusobno okomite, 
ravnine; u ravninama xz (pogled odozgo) i 
u ravnini xy (pogled sa strane). 


Promatrajmo prvo ravninu xy (pogled sa 
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B ili E (a) 
у 
vt X 
B ili E (b) 
v(t-T) 
х 
У 
B ili E (с) 
У 
— e 
| VT х 


Slika 8.7: Elektromagnetska polja u funkciji 
prostora i vremena. (a) Vektori B(x,t) (ili 
E(x,t)) nakon što se ploča naboja pokrene. 
(b) Polja ravnine naboja u t = T pokreću se 
u negativnom smjeru y-osi. (c) Zbroj (a)i 


(b). 


strane) (Slika 8.8). Plošna struja putuje 
prema gore (+y smjer), dok magnetsko po- 
lje ima smjer „u ravninu papira” za sve vri- 
jednosti x > 0, a „iz papira" za vrijednosti 
1-0. 


y pogled sa strane 
. . х х х 
О ° j х х х 
. | o" | х | х ٢ х | 
٧ 
° e х х х 
ploha 
naboja 
О ја х х х 
vt 
О е х х х 
0 |” ۱1 
B E 


Slika 8.8: Elektromagnetska polja u funkciji 
prostora; pogled sa strane 


Električno polje je usmjereno prema dolje 
za sve položaje na osi x do kojih je val sti- 
gao. Provjerimo je li ova slika konzistentna 
s Maxwellovim jednadžbama. 

Opišimo petlju Гү tako da ova sječe li- 
niju valne fronte. Dio petlje obuhvaća tako 
magnetski tok a dio se nalazi na mjestu do 
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kojega ovaj još nije stigao. No, tok se kroz 
petlju mijenja u vremenu pa se oko petlje 
pojavljuje elektromotorna sila. Tok kroz pet- 
lju Гу je produkt polja Bi dijela površine 
petlje koju ovo polje već prožima. Ako ši- 
rinu petlje označimo s L, onda je promjena 
toka u vremenu dana s BLv. Ovo bi trebalo 
biti jednako linijskom integralu E oko Гі, tj. 
EL. Dakle 
E=vB 


Polja će ispunjavati Faradayev zakon ako je 
faktor proporcionalnosti između Е і В jed- 
nak brzini v. Imamo, međutim, i jednadžbu 


koju sada možemo primijeniti na ravninu rz 
(pogled odozgo). Ova će nam jednadžba dati 
polje B uz samu ravninu struje, što smo već 
vidjeli. Za svaku petlju ispred valne fronte 
(x > vt) jednadžba je točna jer su В, E 
iJ jednaki nuli. Uzmimo sada petlju Г» 
koja (kao i u prethodnom slučaju) obuhvaća 
valnu frontu (Slika 8.9). 


pogled odozgo 


x |x| x 


مسا | 


Slika 8.9: Elektromagnetska polja u funkciji 
prostora; pogled odozgo 


Budući da je struja ovdje jednaka nuli, 
Maxwellovu jednadžbu možemo pisati u 
obliku integrala oko Го: 


2) Вы 
Г, dt 


Lijeva strana je očito с2 BL, dok je desna jed- 
naka vremenskoj promjeni toka E zbog kre- 


E.rida 
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tanja vala. Ovo je jednako vLE pa imamo 
B= Ev 


Dakle, imamo sada jednoznačno rješenje za 
v. U prvom slučaju smo imali E = vB, a u 
drugom с^ В = Ev Ova dva uvjeta su simul- 
tano ispunjena za v = c, iz čega proizlazi da 
se val kreće brzinom svjetlosti! 

Ako kretanje ravnine naboja naglo pres- 
tane, onda i polja nestane, što je očito iz 
principa superpozicije. (Možemo zamisliti 
jedan identični skup naboja da krene u su- 
protnom smjeru istom brzinom; ovo dovodi 
do nulte ukupne struje. Elektrostatske utje- 
caje također možemo analogno poništiti). 
Ako se, dakle, nakon nekog vremena T , na- 
boji zaustave, onda je ukupan učinak stepe- 
nasti „puls” ili valni paket. Kvalitativno to 
možemo promatrati pomoću jednostavnog 
dijagrama (Slika 8.10). Pretpostavimo da 
ravnini putujućeg naboja pridodamo, nakon 
vremena T' (mjereno od početka gibanja), 
gibanje identičnoga skupa naboja u suprot- 
nom smjeru (Slika 8.10b.). Ovo će gibanje 
proizvesti val suprotnog smjera za EiBod 
prethodnoga. 


o c(t-t;) 5 
E 
3 (c) 
2 
1 
0 اوو‎ 
c(t-t1) ct х 


Slika 8.10: Električno polje ravnine naboja. 
(a) Jedna jedinica struje uključena u t=0; 
(b) Dvije jedinice struje uključene u t=t1; 
(c) Superpozicija (a) i (b). 


Valna fronta će zakasniti za prvom za vri- 
jeme T', pa će superpozicija polja u području 
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v(t—T) dati nulto polje, dok će u području 
vT ostati valni paket koji će se i dalje kretati 
brzinom v (Slika 8.10c.). Prema principu ka- 
uzalnosti jasno je da nikakve druge promjene 
u ishodištu sistema ne mogu imati bilo ka- 
kav utjecaj na ovaj valni paket. Ovaj valni 
paket podržava samog sebe kombinacijom 
utjecaja koju možemo izraziti jednadžbama 
>= > > J дЕ 

кече‏ سي і‏ کد د پد 


Vidimo da, sve dotle dok ne dođe do među- 
djelovanja valnog paketa s drugim poljima, 
paket će se održavati, jer ni magnetski ni 
električni dio ne mogu spontano nestati. 


8.1.3 Brzina svjetlosti 
Historijski gledajmo jasno. 
Ako uzmemo npr. jednadžbe 
УВ Ж ы =н 
€0 E€0C 
možemo eksperimentalno izmjeriti kons- 
tante, npr. mjerenjem sila između naboja 
i sl. No, možemo se osvjedočiti da će kons- 
tanta c ispasti ista bez obzira na jedinice za 
р, E, В, i J, jer se konstanta eg nalazi u 
obim jednadžbama, pa konačno moramo us- 
poređivati konstante 1/eg i 1/еос2, te iz toga 
nastojati izračunati c. Maxwell je predvidio 
da će se elektromagnetski „ѕпороуі” polja 
kretati brzinom c (za koju još nije znao da 
je brzina svjetlosti) i tek onda je komen- 
tirao na tada misterioznu koincidenciju da 
eksperimentalna mjerenja pokazuju bliskost 
vrijednosti c mjerenoj brzini svjetlosti. Tek 
tada je Maxwell pretpostavio da je i svjetlost 
elektromagnetski val, gledište koje nije tada 
bilo popularno. 


8.1.4 Rješenje _ Maxvellovih jednadžbi; 
potencijali i valna jednadžba 


Matematički se Maxwellove jednadžbe mogu 
reducirati u jednostavniji oblik. Iz uvjeta 
V.E =0 dobili smo da je B=VxA, gdje 
vektorski potencijal A može biti zamijenjen 
s Å = + Vy. 

LEONTIĆ: 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, 


FIZIKA 


Iz Faradayevog zakona i B=VXxXA jed- 
nadžba 


POSTAJE 


s a. Ba a 
VxE=—-—VxA 
дЕ 
Budući da nije bitno deriviramo li prije ро 
prostoru ili vremenu: 


U zagradi imamo neki vektor čija je rota- 
cija nula; pa je taj vektor gradijent nečega. 
Dakle, možemo napisati: 


= / ZNAK MINUS JE 
Ән لا‎ STVAR KONVENCIJE? / 

U statičkoj aproksimaciji 5а је пша, ра 

imamo našu staru jednadžbu za Е. Еага- 


dayevu jednadžbu možemo pisati kao 


Polje E definiraju,dakle, četiri veličine: ska- 
lar Ф і tri komponente A. Naravno, isto 
vrijedi i za B. Što se dogodi ako načinimo 
supstituciju A > A’ + Vy? Općenito £ i В 
će se promijeniti osim ako se držimo slije- 
dećega pravila: i А i Ф moramo simultano 
mijenjati ovako 


дф 


Ф =Ф- = 
дї 


А'=А+\ф i 
U statici smo uzeli da je V.A=0 da bi- 
smo pojednostavnili problem. Ovdje to ne 
možemo učiniti što će biti jasno iz daljeg 
razmatranja. 


Ako u jednadžbu V.E= 


za E koji smo upravo dobili, ai jednadžba 
postaje 


Р. z uvrstimo i izraz 


ili 
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što povezuje Ф i A u izvoru. 
Ako IV. Maxwellovu jednadžbu napišemo 
ovako _ 
J 
ot е 


i umjesto B i E uvrstimo izraze za potenci- 
jale, dobijemo 
of = 84\_J 
Vo = 
дї дї €0 


NK, 


۷ x (xA) 7- (7-A) -v4 


2%x نا‎ 


Algebarski je: 


pa možemo pisati: 


>- ییو‎ A, д PÄ J 
22 2 
= A ( ; A) 1 = 
EC VAHEVIV Bi 2 = en 
Ovo bi bila vrlo složena jednadžba Каа пе 
bismo imali slobodu odabiranja vrijednosti 
У.А. Ovu slobodu možemo koristiti, te 
proizvoljno odabrati vrijednost У · A.“ 


1 дФ 
с2 дї 
Tada jednadžba postaje 


Voe+ 


۷ ۰4 = 


= 18A _ 1 
с2 12 gge? 
dok jednadžba za Ф dobiva isti oblik: 
1 029 
sjeli a? 


202 € 
Dakle, s gustoćom naboja ide P, a s gusto- 
ćom struje A. Kad napišemo cijelu lijevu 
stranu, npr. za Ф, vidimo: 
02% m 929 u 92% 
ðr? ду? 022 
Jednadžba је упо simetrična u prostoru і 


vremenu. Ove dvije jednadžbe sadrže sve 
što i Maxwellove jednadžbe uz izraze: 


1 929 _ 0 
сє? о? €0 


4Odabiranje Ў . A naziva se baždarenjem. Pro- 
mjena A>A+ Va naziva se baždarna transforma- 
cija. Jednadžba V.A= د‎ 9 naziva se Lorent- 
zovo baždarenje. 
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Ukoliko u prostoru koji ispitujemo nema na- 
boja ni struja i ukoliko se ograničimo na 
jednu dimenziju dobivamo jednadžbu 


102 
ðr? ئم‎ д? 


2 


SU 


Ovo je tipična valna jednadžba. Njen trodi- 
menzionalni oblik je 


i predstavlja električni dio elektromagnet- 
skog vala u prostoru. Vidimo, dakle, kako 
smo od Maxwellovih jednadžbi došli do ot- 
krića elektromagnetskih valnih jednadžbi. 


8.2 Rješenja Maxwellovih jed- 
nadžbi u slobodnom prostoru 


Vidjeli smo kako beskonačna ravna struja u 
ravnini xy, koja se kreće u smjeru y, stvara 
električno i magnetsko polje. Ovo polje pu- 
tuje u smjeru x brzinom c. Električno polje 
ima samo y komponentu, a magnetsko samo 
z komponentu. Iznos ovih komponenata je 


J 


Е, = cB; = — 
(SG 2€0C 


gdje je J površinska gustoća struje. Pret- 
postavimo da smo struju u jednom trenutku 
t = 0 uspostavili na neku konstantnu vrijed- 
nost, zatim smo ju, nakon nekog vremena 
ti, podigli na, recimo, dvostruku vrijed- 
nost. Polje će izgledati stepenasto (8.11a.). 
Princip superpozicije implicira da će dvos- 
truka struja dati dvostruko polje od trenutka 
t = tikad je udvostručena. 

Pretpostavimo sada da smo postupili 
ovako: nakon udvostručavanja struje u tre- 
nutku ty držimo je na toj vrijednosti i, nakon 
daljeg intervala t2, naglo obustavimo (Slika 
8.11a.). Vidimo da je grafički prikaz polja 
u prostoru (Slika 8.11b) sličan onom prika- 
zanom u funkciji vremena, ali obrnut. Valni 
paket se širi prostorom (u jednodimenzional- 
nom slučaju, kao ovdje, putuje po osi x) i 
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1 (а) 
3 
2 
1 = 
0 
ti t t 
E 
у (b) 
3 
2 
1 
0 —= 
c(t-t2) c(t-ti) ct х 


Slika 8.11: Električno polje ravnine naboja. 
Ako jakost izvora struje varira kao što je 
prikazano u (a), tada je u (b)prikazano elek- 
trično polje u trenutku t kao funkcija ойт. 


predstavlja repliku varijacije struje s vreme- 
nom. 

Ako stojimo negdje u prostoru na udalje- 
nosti x od izvora valnog paketa vidimo da 
polje E koje do nas dođe ovisi o struji, ali 
onoj koja je postojala u ranijem vremenu 
(t—«/c) kad je val nastao: 


ао 


Е,(0) mu 2» 


Opažanja u fizici najčešće se odnose na 
mjerenje polja relativno daleko od izvora, tj. 
u dijelu prostora gdje su p i j jednaki nuli. 
Očekujemo da će jednadžbe, dakle, izgledati 
ovako: 


929 1 
2 
سر ر مس 
د و 
22 


Pretpostavimo da s » označimo bilo koju od 
veličina Ф, А, Ay, Az; zanima nas rješenje 
ove opće jednadžbe: 

1 92 

у2р- a. =0 

с? дї 
Ovo je trodimenzionalna valna jednadžba, 
što možemo lako vidjeti ako je napišemo 
LEONTIĆ: 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, 


FIZIKA 


u punom obliku laplasijana. Lako je pro- 
vjeriti da i polja EiB zadovoljavaju istu 
jednadžbu. Naime, budući da je B = VxA, 
onda je: 


Ў x (V24) =y? (Ў x A) = V2B 
jer је V? skalarni operator. Isto tako 
= (1924 
va E at? )- 


1 se operator rotacije može transponirati s 
Dakle, 


1 92 A 18B 
2 32 (Ў d زان‎ 2 ар 


Ono što sada tražimo jest opće rješenje ove 
jednadžbe. 

Najjednostavnije je početi s jednodimen- 
zionalnom jednadžbom (jednadžbom ravnog 
vala). Pretpostavimo da polje E ne ovisi o 
yiz. U vakuumu je V.E =0, što za nas 
ovdje znači da je 


дЕ, 
дт 


= 0 


Drugim riječima, x komponenta polja E je 
konstantna u smjeru т. Iz jednadžbe 


vidimo da је E, također konstantna u vre- 
menu. To je, dakle, elektrostatsko polje ne- 
kog dalekog naboja. Ovo nas ne zanima, jer 
nas ovdje zanimaju dinamička polja. Dakle, 
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uzmimo da je Е; = 0. Iz ovoga zaključu- 
jemo da je u ravnom valu električno polje 
ortogonalno na smjer gibanja vala. 

Transverzalno polje možemo uvijek razlu- 
čiti u y i z komponente. Uzmimo najprije 
pretpostavku da je polje u smjeru y, bez z 
komponente. Jednadžba 


VxE=-— 


se tada reducira na 


дЕ, _ _0B, /* 1. REDUCIRANA 

ðr &t JEDNADŽBA" / 
jer su x i у komponente rotacije jednake nuli. 
Dakako da su әйе =01 ره‎ = 0 iz čega 


slijedi opet jedna magnetostatska situacija 
koja nas ne zanima. Stoga opet uzimamo da 
su By i В, jednaki nuli. U svakom slučaju 
bismo zaključili da je By = 0 jer je V- B = 
0 pa je ор = 0. То bi opet odgovaralo 


magnetostatskoj situaciji. Ukratko: B je 
isto ortogonalan na smjer gibanja т. No, 
vidimo iz zadnje jednadžbe da ako B ima 
samo z komponentu onda E ima samo y 
komponentu, tj. BiE su ortogonalni. 

Jednadžba с2У х В = 22 se sada reducira 
na 


/* 2. REDUCIRANA 
JEDNADŽBA* / 


208, _ ӘР, 


ðr 81 


Ako prvu od ovih reduciranih jednadžbi de- 
riviramo ро <, a drugu ро t dobijemo 


Ova jednadžba je slična onoj koju smo dobili 
ranije tj. 


ali ovdje imamo, iz Maxwellovih jednadžbi, 
još jednu dodatnu informaciju. Ona prva 
jednadžba nam kaže da elektromagnetsko 
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polje ima komponente koje su okomite na 
njegov smjer gibanja. 
Vratimo se sada jednadžbi 


Jedno njezino rješenje je 
v(r,t) = f(a = ct) 


dakle, funkcija jedne varijable: x—ct. Ovdje 
f(x— ct) prikazuje „kruti” oblik vala koji 
putuje u smjeru x brzinom c (Slika 8.12). 
Ako f ima maksimum npr. na mjestu f (0), 
onda će se taj maksimum nalaziti u trenutku 
t=0na mjestu 2 = 0. 


Slika 8.12: Funkcija f(r— ct) predstavlja 
konstantan oblik koji putuje prema pozitiv- 
nom т brzinom с 


U trenutku t taj će maksimum biti na 
mjestu x = сё, Isto bi bilo kad bismo rekli da 
je rješenje vremensko tj. %(x,t) = F(t—x/c), 
jer 


ғ(:-2) (229) = f(x- ct) 


c 
Pretpostavimo da je f’ derivacija f po svojoj 
varijabli. Tada vidimo da je ду = }' (ж ср), 
jer je derivacija (x — ct) po x jednaka 1. Isto 


2 
tako ИЕ = f” (а— сі). Na sličan način mo- 
žemo se uvjeriti da je 
—— 
др Г 
= == р, 
او اا دنه‎ 
д?р 2 pi 
52 =C Tet 
X “<A 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


8.2 Rješenja Maxwellovih jednadžbi u slobodnom prostoru 


323 


što zadovoljava valnu jednadžbu. 
Vidimo također da i 


p(x, t) = f(r— с) +9(2+ сї) 


također predstavlja rješenje valne jednadžbe. 
Ovo odgovara situaciji gdje se dva vala šire 
od izvora po osi s jedan u smjeru +2, а 
drugi u smjeru — 7. 

Dakako da smo mogli odabrati orijenta- 
ciju polja tako da E ima samo z kompo- 
nentu. Budući da su Maxwellove jednadžbe 
linearne, to je općenito rješenje suma va- 
lova Ey i Е. koji se kreću u smjeru т osi. 
Ukratko, općenito: 


E=(0, Ey, Ez 


Ey=f(T—ct)+g(r+ct) 
E; =Е(х« — сї) + С (х-+Е сї) 
B=(0.By,B;) 
cB; =f(x—ct)—g(x+ct) 


Pazimo na smjer polja B! No, budući da 
faza između Е, i E, (isto tako i za B}, Bz) 
ne mora biti nula, to znači da E općenito 
rotira u yz ravnini. Smjer širenja vala dan 
je vektorskim produktom ExB. 


8.2.1 Trodimenzionalni valovi 
Pogledajmo sada problem trodimenzionalnih 
valova. Vidjeli smo već da vektor E zado- 
voljava valnu jednadžbu. Ovo možemo za- 
ključiti i direktno iz Maxwellovih jednadžbi. 
Krenimo npr. od ove jednadžbe: 


Operirajmo s rotacijom na obje strane: 
Fx (9х) --2 (5x5) 
д 
Ali, također је 


2> 


V x (Yx E) =V(Y.E)-v?E 
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U vakuumu je V.E=0 pa ostaje samo la- 
plasijan. Ako Maxwellovu jednadžbu za ro- 
taciju B deriviramo po t, dobijemo: 


д fs a PE 
2 

= (Ух В) = —— 
“o ( or 

onda, kombinacijom s izrazom koji smo do- 
bili prije, imamo: 


. 10E 
٢ي سس شو د ار‎ 
c2 ot? 


Rješenje trodimenzionalne valne jed- 
nadžbe je superpozicija rješenja jednodimen- 
zionalnih jednadžbi koje smo već obradili. 
Ovih rješenja ima bezbroj, jer i u stvarnosti 
možemo imati bezbroj ravnih valova koji se 
kreću u svim mogućim smjerovima. Ovo 
mjesto na kojemu stojimo obasipano je iz 
svih smjerova mnoštvom različitih elektro- 
magnetskih valova iz svih mogućih izvora, 
od dalekih zvijezda do struja u neposrednoj 
blizini. Isto je s frekvencijama koje idu od 
dugih radiovalova do onih koje odgovaraju 
energičnim Ņy-zrakama. Čak i pozadinsko 
zračenje svemira, koje odgovara zračenju cr- 
nog tijela na oko 2.7 K, možemo reći da 
ima svoj „izvor”. To je Veliki prasak (eng. 
Big Bang) iz kojega je nastao svemir. Svi 
ovi valovi ispunjavaju uvjete naše valne jed- 
nadžbe. 


8.2.2 Znanstvena mašta 


Elektromagnetske valove je gotovo nemo- 
guće zamisliti, korištenjem usporedbi iz sva- 
kodnevnog života. Već smo se uvjerili da 
je ideja silnica neprikladna za prikazivanje 
dinamičkih polja. Što više detalja o prirod- 
nim pojavama znamo, to ih je teže zamis- 
liti! U stara doba znanje o prirodi je bilo 
skromno i kvalitativno. Sada znamo neke 
stvari koje su vrlo složene. Formalno sve to 
prikazujemo jednadžbama. To ima dobrih 
kao i loših strana. Jednadžbe impliciraju 
apstrakciju. S druge strane, ako zamislimo 
elektromagnetski val kao neki ,oblak" koji 
putuje, pitamo se putuje li to oblak polja 
ili oblak skalarnog ili vektorskog potencijala. 
Odmah se pojavljuju konceptualne dileme. 
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8. Elektromagnetski val 


Nekad se pokušavalo elektromagnetske va- 
love prikazati analogno valovima zvuka u 
nekom mediju. Taj medij se na nekim mjes- 
tima stlačuje, a na drugima razrjeđuje. Taj 
(imaginarni) medij su nazvali „eterom”. Na- 
ziv i danas postoji i koristi se figurativno. 
Pojam etera je fizikalno apsurdan i nepotre- 
ban. Vidimo, dakle, da nam opet preostaje 
apstrakcija, iako su elektromagnetski valovi 
realni. 


8.2.3 Sferni valovi 


S praktične točke gledišta, ravni val je samo 
aproksimacija, jer ne postoji „beskonačna 
ravnina struje". Za udaljenosti od izvora 
koje su velike u usporedbi s dimenzijama 
generatora valova, sferni val je daleko vjer- 
niji model. Stoga je prikladnije promatrati 
rješenja valne jednadžbe koja opisuju sferne 
(ili, kako se katkada nazivaju, kuglaste) va- 
love koji se šire iz središta gdje se nalazi 
izvor. Sferni valovi se onda opisuju sfernim 
plohama koje se iz središta šire. Dvodimen- 
zionalno ih, zbog sferne simetrije, možemo 
promatrati analogno kao valove na vodi kad 
u vodu ubacimo kamenčić. 

Da bismo ovo opisali potrebna nam je ma- 
tematička formulacija adaptirana u tu svrhu. 
Pretpostavimo funkciju koja ovisi samo o r 
u tri dimenzije, tj. funkciju 0 (r) koja ima 
sfernu simetriju, gdje је r = yz? +y? +22. 
Trebamo naći izraz za laplasijan оа 4 (т), tj. 
drugu derivaciju v(r) ро x,y iz. Vidimo 
da je 

р дт 
gdje је v'(r) prva derivacija funkcije ро 
svom argumentu. Također: 


8%, (т) _ ۱ дт a 1, DE 
zn vn(z) ио) 
No kako je: 


možemo pisati: 


(т) z? z? 
OTOS (EA O 


дл? r 
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Slično je i za y i z komponente. Dobijemo: 


2 
Урт) =” (0) (م) اوغ ې‎ 
Katkada je lakše i kraće pisati ovako: 


1 d? 
МЗ = ——— (г 
ړه‎ 16099) 
Naša funkcija sferno simetričnog polja, 
ako prikazuje valove, mora biti funkcija r i 
ti mora zadovoljavati valnu jednadžbu: 


1 92 


ШЕ za 


(тї) =0 
Uvrstimo li laplasijan: 


1 92 


1 д? 
(ry) с2 912 p =0 


r дт? 


i pomnožimo jednadžbu s r dobijemo: 


1 92 


д? 
с? д? ( 


Әт? 


(r4) ry) =0 


Funkcija rw zadovoljava jednodimenzi- 
onalnu valnu jednadžbu u varijabli r. Dakle, 
budući da iste jednadžbe imaju ista rješenja: 


rvirt)= f(r—ct) m ry(r,t)=f (t- г) 


6 


iz čega za rješenje dobivamo: 


Ovo je, dakle, funkcija koja predstavlja 
sferni val koji se širi iz središta prema van 
brzinom c. Vidjeli smo već što f(t—r/c) 
predstavlja. Та funkcija predstavlja neki 
izvjesni ,kruti" oblik vala koji se širi ро 
osi r (ili x). No, faktor 1/r pokazuje da 
amplituda vala opada kao 1/r (Slika 8.13). 

Ovaj rezultat je razumljiv iz onoga što 
već znamo o elektromagnetskim valovima. 
Gustoća energije vala ovisi o kvadratu nje- 
gove amplitude. Kako se val širi ova gustoća 
opada kvadratom udaljenosti od izvora. To 
znači da amplituda mora opadati kao 1/r. 
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\ (a) 
uu A 
= le. Da 1/г 
у=с с = = 
— >> паты 
= 
fi r2 r 
=== c(t,-t) == 
= 
Б 
s (b) 
T ls me 
= =A 
2 > 
t t t 


Slika 8.13: Sferni val a) ۷ kao funkcija r za 
t= {1 a isti val za kasnije vrijeme t2. b) № 
kao funkcija t za r = r1 i isti val vidljiv na 
т2 


Drugo rješenje је moglo biti: 


g(t+2) 
T 


ү = 


Ovo predstavlja val koji konvergira prema 
središtu. Ovakvo rješenje ne može imati fi- 
zikalnog smisla jer krši princip kauzalnosti. 
Val, naime, mora biti proizveden akcelera- 
cijom naboja u središtu (izvoru). U tom 
slučaju val se širi prema van. Nerazumna je 
pretpostavka (i nefizikalna!) da val krene iz 
beskonačnosti i stigne u središte upravo kad 
naboj zatitra! 

Uz Maxwellove jednadžbe, koje predvi- 
đaju obje mogućnosti, ovdje se opredjelju- 
jemo samo za onu prvu koja se zasniva na 
eksperimentalnoj činjenici. Ovo opredjelje- 
nje ima dubok i interesantan značaj. Ovime, 
naime, napuštamo simetriju s obzirom na 
tok vremena. U jednadžbama za Е і В mo- 
žemo zamijeniti t s —t, a da se time jed- 
nadžbe ne promijene; uz svaki val koji putuje 
u jednom smjeru postoji i onaj koji putuje 
u suprotnome. 

Valja spomenuti još nešto: očito je da 


izraz 
2 (— ©) 


r 


Y= 


implicira singularitet za r = 0, tj. tada 
W—>o0. Ovo je nezgodno. Bilo bi nam 
LEONTIĆ: 
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draže da je ۷ „glatka” funkcija, bez singula- 
riteta. Fizikalno gledano, naše rješenje mora 
predviđati situaciju u kojoj je u središtu sfer- 
nog vala njegov izvor. Valna jednadžba s 
nulom na desnoj strani sadrži fizikalnu gre- 
šku, jer nema rješenja posvuda u prostoru, 
tj. u ovom slučaju u ishodištu. Naš način 
deriviranja očito nije legalan za r = 0. 

Naravno, ovo i nije nešto nova, jer u elek- 
trostatici imamo sličnu situaciju. Za va- 
kuum, naime 


\/?ф - 0 


U slučaju sferno simetričnog potencijala 
imali bismo: 

14 d? 

Seve) =0 ш 


т ат 


(пФ) = 0 


drž 
To daje, integrirajući: 


= konst. ш ro=ar+b 


dr (rP) 


gdje su a i b konstante. Ovo daje 
b 
Ф=а+ – 
T 


tj. opet Ф — оо zar — 0. Ovo ne može pred- 
stavljati fizikalnu realnost, jer gdje nema na- 
boja P = konst. To odgovara prvom članu 
a. Drugi član odgovara potencijalu točkas- 
tog naboja u prostoru. Ovo je analogno na- 
šem rješenju valne jednadžbe. Implikacija je 
očita: ne možemo imati sferni val bez naboja 
i struja u ishodištu, kao što ne možemo imati 
ni sferno simetrični potencijal bez točkastog 
naboja. 


8.3 Rješenja Maxwellovih jed- 
nadžbi sa strujama i nabojima 
Rješenja Maxwellovih jednadžbi koja opi- 
suju elektromagnetske valove mogu se primi- 
jeniti pri opisu svih fenomena elektromagne- 
tizma pa prema tome i onih u optici. 
Osnovna jednadžba koju koristimo za elek- 
trično polje naboja u proizvoljnom gibanju 


izgleda ovako: 
€, 
Gi 


q |€, 
Ф 
17 
| 5 + 
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8. Elektromagnetski val 


uz 

сВ = €, X E 
Polje naboja odgovara njegovom gibanju u 
ranijem vremenu t— r'/c, tj. gibanju koje je 
ranije za ۳ / u odnosu na vrijeme kad val 
stigne do točke gdje ga detektiramo. Ovdje 
r' označava tu retardiranu udaljenost. Ova 
jednadžba je napisana tako da je smjer ё, 
od izvora prema točki promatranja, kao i 
kod Coulombovog zakona (stoga pozitivan 
predznak).? 

Ako se naboj kreće brzinom mnogo ma- 
njom od brzine svjetlosti (о « с) i ako smo 
relativno daleko od izvora, tako da je samo 
zadnji član jednadžbe važan, onda možemo 
pisati:$ 

a od 
= 4пєот! 


cB = €, X E 
Općenita situacija izgleda kao na slici 8.14. 
Vidimo da jedinični vektor 6 pokazuje u 
smjeru točke (1) iz retardiranog položaja 


(2). 


položaj u 
trenutku (t-r'/c) 


Za 


(1) 


položaj u 
trenutku T 


Slika 8.14: Polja u 1 u vrijeme ٤ ovise o 
položaju 2? koji zauzima naboj q u trenutku 


(t—_r'/e) 


Prvi član potpune jednadžbe je Coulom- 
bovo polje iz retardiranog položaja, tj. „те- 
tardirano Coulombovo polje". Ovo polje je, 


5Izraz za električno polje naboja u proizvolj- 
nom gibanju kvalitativno detaljno eksplicira Richard 
Feynman u poglavlju 28 prvog volumena njegovih 
lekcija iz fizike. 

komponenta akceleracija naboja u trenu t—r!/c 
okomito na r’ 
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dakako, u smjeru 6. U elektrostatici ne bi- 
smo više od toga očekivali. Ovdje, međutim, 
postoje još dva člana. 

Drugi član pokazuje da postoji i ,korek- 
cija" na retardirano Coulombovo polje, a to 
je promjena u vremenu retardiranog Coulom- 
bovog polja pomnožena s r'/c, tj. ,zakaš- 
njenja" u vremenu. U neku ruku, ovaj član 
kao da ,kompenzira" zbog retardacije prvog 
člana. Pomoću ova dva prva člana možemo 
potpuno izračunati ukupno retardirano Co- 
ulombovo polje. Ovo polje je naprosto ek- 
strapolirano iz položaja (2) u točku (1) u 
budućnost za iznos r'/c sve do trenutka t. 
Ekstrapolacija je linearna, tj. pretpostav- 
ljamo da će se retardirano polje mijenjati 
kroz svo vrijeme r'/c kao što se je mijenjalo 
u točki (2'). Ako se polje mijenja sporo, 
onda prva dva člana daju Coulombovo po- 
lje u točki (1) naboja koji je sada (t = t) u 
točki (2). U točki (1) to je, dakle, „trenutno 
Coulombovo polje". 

Treći član je druga derivacija jediničnog 
vektora €. Ovaj zadnji član opada linearno 
s udaljenošću od izvora pa u optici zane- 
marujemo prva dva člana koja u svakom 
slučaju opadaju kao 1/r?, a osim toga naj- 
češće imamo posla s električno-neutralnim 
izvorima. Za velike udaljenosti zadnji član 
je proporcionalan komponenti akceleracije 
naboja koja je okomita na smjer vektora тў. 
Ovo možemo lako prikazati slikovito ako us- 
mjerimo €, od točke promatranja (1) prema 
izvoru. Time samo mijenjamo predznak po- 
lja E: 

Р Е q E 
Arege? dt? 


Jedinični vektor sada „gleda” prema naboju 
i prati njegovo gibanje u retardiranom vre- 
menu kao da se radi o promatranju krijes- 
nice. Drugim riječima, promatramo tu „kri- 
jesnicu” kako se gibala kad je svjetlost od 
nje krenula; vektor €,» pokazuje prema pri- 
vidnom položaju naboja. (U astronomiji 
retardacija može iznositi milijarde godina; 
zvijezde vidimo onako kako su izgledale vrlo 
davno). 

Vrh vektora €,» opisuje krivulju tako da 
akceleraciju možemo rastaviti na dvije kom- 
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ponente, tangencijalnu i radijalnu. Može se 
vidjeti da je radijalni dio ove akceleracije 
općenito vrlo malen (Slika 8.15) i opada kao 
1/т2 kad је т velik. 

Ostaje nam, dakle, transverzalna kom- 
ponenta. Nju možemo projicirati na rav- 
ninu udaljenu za jedinicu dužine od točke P. 
Ovako dobiven vektor akceleracije je tada 
proporcionalan električnom polju. To je su- 
ština; relativistički utjecaji su već uzeti u 
obzir. Situacija u prostoru izgleda kao na 
slici 8.15. Vidimo da, ako naboj oscilira 
u smjeru točke P, njegovo polje je u tom 
smjeru jednako nuli. 


trenutni 
položaj 


Slika 8.15: Lićnard-Wiechertov potencijal u 
trodimenzionalnom prostoru 


Pretpostavku koja je često valjana je da 
naboj prevali relativno male udaljenosti i 
da se kreće sporo. Tada je retardirano vri- 
jeme uglavnom konstantno, jer je naboj na 
gotovo istoj udaljenosti u odnosu na točku 
P. Pretpostavimo da se naboj pokrene za 
udaljenost z(t) lateralno па т. Tada je kut 
za koji €, mijenja smjer jednak x/r. Bu- 
dući da je r = konst. onda je r— komponenta 
akceleracije 

Фё, 
dt? 
ista kao akceleracija x-a, samo retardirana 
u vremenu, pa možemo pisati: 


ал (t') 


gdje je ax(t') akceleracija u trenutku t = 
t—r/c. Vidimo da samo komponenta kre- 


Be) а= 4тєос2т 


tanja naboja Која је ortogonalna па smjer 
iz kojega gledamo doprinosi zračenju u tom 
smjeru. 

Možemo još na jedan način objasniti kako 
od izraza: 


2— 
= а е 
E(t) کو‎ 
(0 Arege? dt? 
doći do formule 
Ez (t) = —— A 
a (t) د1‎ ) 


Pretpostavimo da je naboj daleko od 
točke Р (Slika 8.15), tako da je ۳ kons- 
tantan. Tada naboj pretrpi mali lateralni 
pomak z(t), a jedinični vektor €,» pretrpi 
kutni pomak т/т. To znači da je de,» /dt 
jednak kutu v,/r, što nadalje znači da је 
026/012 = a,/r. No, مه‎ ne pišemo kao 
dx(t), već kao az(t— r/c) ili a,(t'), jer je 
ovdje relevantna retardirana akceleracija na- 
boja. 


r(t) - putanja naboja Q (svjetska linija) 


t os je svjetska‏ نپ اه 
linija opažača‏ 


prostorno-vremenski 
onus 


opažač 
u vrijeme t=0 


r(t) 


Slika 8.16: Lićnard-Wiechertov potencijal u 
relativističkoj slici 


Ako sada sve članove jednadžbe pove- 
žemo zajedno pitamo se je li jednadžba ek- 
vivalentna Maxwellovima. Drugim riječima, 
željeli bismo je izvesti iz Maxwellovih jed- 
nadžbi. Našu želju ne možemo sasvim оз- 
tvariti na ovom mjestu zbog složenosti ma- 
tematičkog postupka. Ono što možemo, to 
je pokazati da je jednadžba konzistentna s 
Maxwellovima. Prije toga vratimo se na 
problem valova iz točkastog izvora. 
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8.3.1 Sferni valovi iz točkastog izvora 


Kako što smo vidjeli, Maxwellove jednadžbe 
impliciraju da je 


1 0% 
ve 202 = 
o "TA j 
УР 202 = 
uz uvjet da je: 
э > 1 9 
узасы осе 


Matematički gledano, problem je u rješava- 
nju jednadžbe: 
1 02 
۷2 === = 
٧ с2 ot? 
Rješenje jednadžbe homogene diferencijalne 
jednadžbe: 


1 92% 
21р —. — 
yy с2 д? 
smo već vidjeli. Za slučaj sfernih valova 
dobili smo 
=E 
sira 5٤-2 


Vidjeli smo da ovo rješenje nije valjano u 
točki izvora (r = 0). Stoga je očito da će 
rješenje jednadžbe u r = 0 zahtijevati posto- 
janje —s na desnoj strani. Pitamo se: kakav 
izvor —s daje val čija valna funkcija ۷ iz- 
gleda kako je gore napisana? 
Pretpostavimo da smo se približili vrlo 
blizu izvoru. Tada је —r/c vrlo malen i mo- 
žemo ga zanemariti (pod uvjetom da је № 
kontinuirana funkcija). Tada možemo pisati: 


ШО) 


= 0م 
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Dakle, № se ponaša kao potencijal u isho- 
dištu. Ako bismo imali u ishodištu mali 
, grumen" naboja gustoće р, tada znamo da 
bi potencijal bio 


3-2 


= 4zegr 


GDJE JE Q= | pav 


U tom slučaju znamo također da je 


LA 
€0 


V? = – 


Analogno tome pretpostavili bismo da је 
Vro == 


gdje je veza između s i f dana relacijama 


ME. a s= [sav 
4т 


Općenito, međutim, razlika je u tome što je 
s (a time i S) funkcija također i vremena. 
Bitno je to da, ako ۱۷ zadovoljava relaciju 
۷2 نېم‎ = —s onda zadovoljava i valnu jed- 
nadžbu s —s na desnoj strani. 

Kako se približavamo ishodištu, ovisnost 
۷ o 1/r dovodi do toga da su njezine pros- 
torne derivacije vrlo velike, dok vremenska 
ostaje, u odnosu prema njima, praktički ne- 
promijenjena. Kako se r približava nuli, član 
JE 
Tada je, naravno, VZW = —s pa imamo jed- 
nadžbu kakvu želimo. Dakle, ako je izvorna 
funkcija s (t) lokalizirana u ishodištu s ukup- 
nom jačinom 


postaje zanemariv u usporedbi s V4. 


onda rješenje jednadžbe 
1 02 

Vi = 
Ф с2 12 


možemo pisati kao 


1 S(t- Z? 
от а 2 
92 


Jedini utjecaj člana уу jest da dovodi do 
retardacije (t— r/c) u ovom „dinamičkom 
potencijalu? W. 
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8.3.2 Opće rješenje Maxwellovih jed- 
nadžbi 

Vidimo, dakle, kako glasi rješenje za toč- 
kasti izvor. Što je sa izvorom koji se proteže 
preko konačnog područja prostora? Prin- 
cip superpozicije nam omogućava da svaki 
ovakav izvor prikažemo kao da je sastavljen 
od mnogo točkastih s jačinom s(x,y,z,t)dV. 
Valna jednadžba je linearna pa je ovakva 
superpozicija valjana. 

Iskoristimo li rezultate koje smo upravo 
prije izveli, možemo reći da element iz- 
vora sdV, koji se u trenutku (t— r/c) na- 
lazi u (2*)(x2,42,22) da je, u trenutku t, u 


(1)(Z1,91;21) polje 
8 (2,t— 12) dVa 
T12 


ар (1,#) = 


gdje је r12 udaljenost оа 2? do 1. Ukupno 
polje tako ,,raspodijeljenog" izvora je onda 


01,9 = [ew 


712 


Polje u (1) u trenutku t je, dakle, suma 
svih sfernih valova koji su emitirani iz (2) 
u trenutku t-r12/c. 

Opće rješenje Maxwellovih jednadžbi je 
sada očito: ako + identificiramo sa skalarnim 
potencijalom Ф, onda s postaje P/eg. Ako 
\ identificiramo s jednom od komponenti 
vektorskog potencijala A, onda je s jedna 
od komponenti i/egc2. Ako, dakle, znamo 
gustoće naboja i struja u izvoru opća rješenja 
za Ф і Ази: 


Može se pokazati da ove jednadžbe zado- 
voljavaju uvjet У: А = – 2 93 Iz njihovih 
rješenja dobiju se Е i В derivacijama poten- 
cijala: 


Ovu veliku generalizaciju u fizici možemo 
na kraju rekapitulirati: 
Maxwellove jednadžbe: 


8.3.3 Polje oscilirajućeg dipola 


Jednadžbu 
ord ën, 
са \ r2) | 


izveo je R.P. Feynman 1950. Ona nije objav- 
ljena u znanstvenoj literaturi, već se po prvi 
puta pojavljuje u knjizi o Feynmanovim pre- 
davanjima. Postoje slične jednadžbe i dru- 
gih autora koje daju polje naboja u giba- 
nju. Kako što smo već rekli, jednadžbu ne 
možemo ovdje direktno izvesti, ali možemo 
pokazati da ona proizlazi iz općih rješenja 
Maxwellovih jednadžbi. Pokažimo najprije 
da gornja jednadžba daje točna polja za ne- 
relativističko gibanje naboja (što pokriva 
praktički 90% problema u klasičnoj elektro- 
dinamici). 

Budući da svjetlost općenito biva emiti- 
rana iz atoma koji su neutralni, pretposta- 
vimo da se naš naboj, koji emitira elektro- 
magnetski val, giblje u blizini jednakog, ali 


iden 
с2 dt? 
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suprotnog, naboja koji miruje. Na taj na- 
čin izvor zračenja promatramo kao da je 
neutralan (što je, uostalom, redovno i slučaj 
za većinu izvora elektromagnetskog zrače- 
nja). Dipolni moment ovakvog izvora će biti 
p= qd, gdje je d udaljenost između naboja. 
Ova udaljenost pa prema tome i p , bit će 
funkcija vremena. 

U blizini dipola polje će biti isto kao i polje 
koje smo već izračunali za dipol. Pri tome 
izračunavamo trenutni dipolni moment p(t). 
Međutim, u velikoj udaljenosti od dipola, 
član koji ovisi o akceleraciji naboja i opada 
kao 1 postaje dominantan. 

Pretpostavimo da, umjesto dvaju toč- 
kastih naboja, imamo posla s distribuci- 
jom naboja p(xr,y,z) koja se kreće brzi- 
nom о. Gustoća struje j(x,y,z) jednaka 
je onda vp(x,y,z) Postavimo koordinatni 
sustav tako da je gibanje naboja u smjeru 
osi z (Slika 8.17). Vektorski potencijal je 


712 


Sada moramo načiniti neke pretpostavke 
koje će pojednostavniti problem. 


(1) 


R« (42? Г2®Г12 
mm 
y 


р(х,у,2) 


Slika 8.17: Potencijal u (1) dan je integra- 
lima po gustoći naboja p 


Prvo pretpostavimo da je oblak naboja 
malen u odnosu na r12, tako da struju unutar 
oblaka možemo smatrati trenutnom posvuda 
u oblaku. Ovo je isto što i pretpostaviti da 
je түз = г za član 712. Iz istih razloga pret- 
postavimo da je r12 = r u nazivniku gornje 
jednadžbe. Struju J možemo zamijeniti tada 
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s Up pa možemo pisati 


> 1 
A(1,t) = یب‎ | 7p(2,t') dV: 
(1,8 = теср | ?Р(@!)4% 
Time je integral zapravo Ug, a to je isto što 
i 22, tj. promjena ро vremenu dipolnog mo- 
menta (jer کو‎ Žad= q% = 00). Ovu vre- 
mensku derivaciju momenta možemo kraće 
pisati kao p(t'). Dakle 


* (4 
A(1,t) = _1 pi) 

r‏ کم چ4 
Struja u varijabilnom dipolu stvara, dakle,‏ 
vektorski potencijal u obliku sfernih valova‏ 

bC’) 
47) دک‎ 

Budući da je p(t’) u smjeru z osi, to A 
ima samo z komponentu. Magnetsko polje je 
B=Vx4A pa su u rotaciji samo dva člana, 
različita od nule: В, = om i By = 9 
Najprije pogledajmo В: 


čija je jakost izvora, 


дА. 1 ap) 
ду  4reo? ду r 


Ako koristimo relaciju r = yz? +y? +2? i 


uvrstimo, dobijemo 


В, = 


1. д 


10. 
BOS 


1 1 , 
G) Атын т ду? U) 


Z, to prvi član postaje 


" 4 


or 


Budući da je Iy = 


1 3P(t') 

7 4regc mam 
nošću kao 4 (jer je u određenom smjeru 
= konstantan) tj. Као polje statičkog dipola. 
Drugi član postaje سل‎ P (t'). Ovo je 
očito interesantan član, jer on daje traženi 
učinak, tj. zračenje. On daje polje koje 
opada kao 1 i koje ovisi o akceleraciji na- 
boja. Kako to da akceleracija naboja stvara 
zračenje? Pogledajmo ponovno jednadžbu 


1 p(t) 
konst. r 


Ovaj dio opada s udalje- 


A= 


Ovaj vektorski potencijal ima istu i ovis- 
nost kao Coulombov potencijal, izuzev za 
član s retardacijom (t') u brojniku. Kako to 
da kad deriviramo s obzirom na prostorne 
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koordinate ne dobijemo samo retardirano 
polje koje ovisi kao +? To možemo vidjeti 
ovako: 

Pretpostavimo da dipol oscilira sinuso- 
idalno (Slika 8.18). Možemo to pisati ovako: 


р = posinwt 
Tada 


1 wpocosw(t—Z) 


2 = 
Arege? r 


Slika 8.18: z-komponenta A kao funkcija 
r u trenutku t za sferni val iz oscilirajućeg 
dipola. 


Amplituda opada kao 1 uz to što A, os- 
cilira u prostoru u granicama plašta 1. Каа 
izvedemo prostorne derivacije ove će biti 
proporcionalne strmini krivulje. Iz slike je 
jasno da ima strmina koje su veće od L, 
Maksimalne strmine su (za danu frekven- 
ciju) proporcionalne amplitudi vala koja je 
sama proporcionalna s 1. To objašnjava 
ovisnost i člana koji je odgovoran za zra- 
čenje. Uzrok svemu tome je činjenica da 
promjene u vremenu u izvoru uzrokuju pros- 
torne promjene kako valovi napuštaju izvor. 
Magnetsko polje ovisi o prostornim deriva- 
cijama potencijala. 

Vratimo se sada By-u: 


_ 1 yÈ) yp) 
Ba = 4 2 3 2 
6 r cr 
Isto tako 
1 fo)  xB(t') 
В, = 
ل‎ 4тєос2 | r3 7 cr? 
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ili vektorski: 


1 [BCP] x? 


B = 
Arege? r3 


Ako se udaljimo daleko od izvora, onda 
nas samo zanima član s p. Smjer B je dan 
produktom px f, tj. ortogonalan је na Fi 
na smjer akceleracije. Znamo da tako i treba 
biti. 

Ako priđemo bliže izvoru, zanima nas 
kako se gornja jednadžba uspoređuje s Biot- 
Savartovim zakonom koji, u diferencijalnom 
obliku, izgleda ovako: 


1 јх? 


dB = dV 


471۵ r3 
Ovaj izraz sliči na prvi član prethodne jed- 
nadžbe, ako se sjetimo da je p struja. No, 
u Biot-Savartovom zakonu nemamo retarda- 
ciju. Za male udaljenosti r, međutim, Biot- 
Savartov zakon je dobra aproksimacija, jer u 
jednadžbi koju smo izveli drugi član ima tež- 
nju da poništi utjecaj retardacije prvog. Za 
male udaljenosti ova formula daje rezultate 
vrlo slične Biot-Savartovom zakonu. (To je 
zato što је, za male r, (t— £) ~t pa faktor 
u uglastim zagradama u našoj jednadžbi mo- 
žemo razviti u Taylorov red. Prvi član će 
biti: "= 
р )۳( =p- ف-‎ )( +... 


a drugi, do istog reda u > : 


Kad sumiramo, dva člana s p se ponište 
i dobivamo neretardiranu struju p (t) plus 
članove reda E i više koji su, za male r, 
zanemarivi). 

Naša jednadžba daje, dakle, polja kao i te- 
orija s trenutnom strujom (u stvari, točnije 
rezultate od onih koje bi dao Biot-Savartov 
zakon s retardacijom!). To je stoga što su 
efekti retardacije prvog člana poništeni od 
drugog člana. Drugim riječima, statička for- 
mula je točnija od onoga što smo očekivali! 
Ovo sve je točno tako dugo dok smo blizu 
izvoru, jer za velike udaljenosti član s radi- 
jacijom postaje dominantan. 
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Vratimo se sada električnom polju. Njega 
možemo izračunati iz magnetskoga (cB = E) 
i znamo da je ortogonalan na Binar. Polje 
E je, dakle, proporcionalno akceleraciji p 
što znamo da mora biti. 

No, da bismo dobili električno polje za 
sve udaljenosti, moramo naći rješenje za 
elektrostatski potencijal. Kad smo računali 
strujni integral da dođemo do rješenja za 
A , načinili smo jednu aproksimaciju time 
što smo zanemarili razlike u r u članovima 
s retardacijom (tj. sve struje u oblaku smo 
uzeli kao trenutne). Ovo neće biti valjana 
aproksimacija za elektrostatski potencijal, 
jer onda bismo dobili produkt 2 iz integrala 
gustoće naboja, a to je konstanta. Aproksi- 
macija je, dakle, suviše gruba. Dalji stupanj 
aproksimacije bi nas odveo suviše daleko, ali 
možemo načiniti nešto drugo ako se sjetimo 
da je 

c2 ôt‏ در 
U našem primjeru divergencija A je 84.‏ 
Dakle, dobijemo‏ 


s a. 1 ‚д (1 
ME i ,و‎ G) 
Ослу 
اد‎ 
_ 1 рар) 250) 
= 4тєрс? r3 cr? 


т 


gdje je € =t— £. 
pisati: 


Vektorski ovo možemo 


= 1 


Arege? r3 


Iz ovoga slijedi 


в د‎ B+()Bly 7 
Oz 4тєо r3 


Integriranje ide bez problema: 


1 ptl? 
r3 


gdje je, zbog konzistencije zapisa, korišten 
simbol p umjesto p koji koristimo redovno. 
(Konstanta integracije dala bi, naravno, neki 
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superponirani statički potencijal koji nas 
ovdje ne zanima). 

Električno polje možemo sada naći iz iz- 
raza 


Račun je dug, ali bez problema (valja voditi 
računa da p(t— 2) i njegova derivacija po 
vremenu ovise o x,y i z u retardaciji <). 
Rezultat je: 


i 1 {[_._3(р°-®)г 
د وې‎ 43 | т^ 
1 Е Е 
+ E) [p (t) x 7] x 1 


gdje je p* = р(#) HEp(t'). (Kako što smo 
već napomenuli, p je isto što i p, dok je p 
kratica za vremensku derivaciju p). 

Ovaj rezultat je lako interpretirati. Vek- 
tor p" je retardirani dipolni moment koji 
je zatim ,korigiran" na retardaciju tako da 
dva člana s p" jednostavno daju dipolno 
polje za male т. Каа је F velik onda član 
s p dominira i polje ovisi o akceleraciji na- 
boja u smjeru ortogonalnom па ў. Polje je 
usmjereno kao projekcija p na ravninu orto- 
gonalnu na т. Ovaj rezultat je konzistentan 
s jednadžbom za E koju smo htjeli izvesti, 
iako je ta prvobitna jednadžba općenitija, 
dok je ova ograničena na malu raspodjelu 
naboja za koju smo retardaciju < smatrali 
konstantnom preko cijele njene raspodjele u 
izvoru. 

Ostaje nam sada da nađemo polje naboja 
koji se kreće brzo kako bismo mogli uključiti 
i relativističke utjecaje. 


8.3.4 Potencijali naboja u gibanju; opće 
rješenje Lićnarda i Wiecherta 

Ranije smo izračunali integral za A uzevši 
u obzir male (nerelativističke) brzine. Sad 
valja obratiti pažnju problemu naboja koji 
se giblje bilo kojom pa i relativističkom br- 
zinom. S ovakvim rezultatom možemo onda 
potpuno opisati elektromagnetizam naboja 
u gibanju. 

Izračunajmo prvo skalarni potencijal Ф (1) 
u točki (21,01,21) koji proizvodi točkasti 
naboj, primjerice elektron, u proizvoljnom 
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3 


gibanju. Pod ,točkastim nabojem? ovdje 
uzimamo vrlo malu kuglicu naboja gustoće 
р(2,7, 2). Tražimo rješenje jednadžbe: “ 


үрфы-%®)‏ د 
| === 


712 
Na prvi pogled izgledalo Ы da је integral 
od p po ovakvoj kuglici jednostavno g, tako 
da риш mislili da je potencijal jednostavno 


1 
ZEZA т> gdje је 715 srednji retardirani radi- 


jus vektor оа (2) до (1). Ovakav odgovor 
ne netočan za relativističku situaciju. Točan 
odgovor je: 


Ф (1,0) dV, 


1 q 1 


Ф (1,2) = Р 077 
1 э 


t 
4AT€0 rio 


gdje је v,y komponenta brzine naboja u 
smjeru r49, tj. prema točki (1). Razlog 
je u ovome: 

Pretpostavimo, zbog jednostavnosti, da je 
„točkasti” naboj uistinu jedna mala kocka 
naboja s bridom a (Slika 8.19), koja se giblje 
u smjeru točke (1) brzinom v. 


7 a | "točkasti" naboj (a) 
im Ze ! 
iZ zu 
(b) F PREK) 
— w 


Slika 8.19: (а) „Točkasti” naboj (mala ku- 
bična distribucijom naboja) kreće se brzi- 
nom v prema točki (1). (b) Element volu- 
mena AV; koji se koristi za izračun potenci- 
jala. 


Pretpostavljamo da је a « r12. Nađimo 
potencijal u točki (1) tako da idemo od os- 
novnih principa. To će biti suma У) ~i АУ , 
gdje je т; udaljenost 7-108 elementa volu- 
mena AV, od točke (1), a p; je gustoća na- 


boja tog elementa u trenutku t; =t— i. 


Т =t—r/c 
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Zgodno je uzeti AV; u ,odrescima" koji su 
okomoti na 712 jer je 712 >> a (Slika 8.20). 
Pretpostavimo da je debljina ovih odrezaka 
w <« a Počnimo od stražnje strane kocke 
gdje se nalazi odrezak 1 (Slika 8.20a). U tre- 
nutku tı =t— "1 ovaj odrezak predstavlja 
element AV, naboja (Slika 8.20b). 


O ШЙ 7 a) 
ШШ ИЩ 

A 97 | ja (1) 
VA | 7 

(с) N77 | E 
2 i 

Ы 1: | 7 1 )1( 
WA | 

= vAt zani 

(e) | pos е, 
e 


Slika 8.20: Integriranje p = (t — r'/c)dV za 


pokretni naboj. 


No, sad kad promatramo element AV2, na 
njega se odnosi vrijeme ta = t— 2 kad se 
čitav naboj nalazi bliže točki (1) (8.20c). I 
tako idemo redom dok se čitav naboj kreće 
u smjeru 2 ) (Slika 8.20d). Vidimo da je 
дү = = ша?, a količina naboja u njemu je 
ша?р. Tako dugo dok je udaljenost naboja 
od (1) velika, nećemo mnogo pogriješiti ako 
sve т; u nazivniku izjednačimo s nekim sred- 
njim retardiranim r-om, r', koji odgovara 
središtu naboja. Suma koju tražimo iznosi 


očito 
2 3 N 
№90 _ pa ( >) 
7 т! а 


No, pa? је ukupan naboj 9, а Nw је ukupna 
dužina svih odrezaka AV; superponiranih 
u vremenu. Nazovimo ovu dužinu s b pa 
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možemo pisati: 


пе ао 
47۴07 \a 


Vidimo da је b dužina ,,kocke" povećana za 
udaljenost koju je naboj prevalio od ti do 
tn, tj. At: 


At=tn 


Brzina naboja je v pa je vAt = vè. Ali 
vAt+a =b pa je 


b=a+2b ili b= 
E 


Brzina v je, dakako, retardirana, tj. ona se 
/ 
odnosi na trenutak t =t— =. Dakle traženi 
potencijal je 
1 1 
P(1,t)= — I == 
47۴0 rio (1 — m 


Sada vidimo odakle dolazi ova korekcija. 
Ona nastaje zbog toga što se naboj kreće dok 
integral prostorno i vremenski „ргеђтіѕије” 
preko njega. 

Ako 9 nije u smjeru (1) (a općenito nije) 
očito je relevantna komponenta brzine koja 
je u smjeru (1). Naš izraz možemo stoga 
poopćiti tako da se odnosi na naboj bilo 
kakovog oblika koji se kreće u bilo kojem 
smjeru, ako ga pišemo u vektorskom obliku: 


ш 
47۴0 (r — ir) т 


Analognu analizu možemo provesti і za vek- 
torski potencijal. Lako se uvjerimo da će 
rezultat biti: 


P(1,t) = 


Potencijale malih naboja su po prvi put iz- 
računali na ovaj način Lićnard i Wiechert i 
po njima se nazivaju. Jedino što preostaje 
načiniti jest izračunati BiE. Ako uzmemo 
dajeB=VxAiE=—Ve— 94 i uvrstimo 
Lićnard-Wiechertove potencijale, dobijemo 
traženi izraz za polja. 
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8.3.5 Potencijali naboja koji se giblje 
konstantnom brzinom; Lorentzova 
formula 


Specijalni slučaj relativističkog gibanja na- 
boja je jednoliko gibanje po pravcu. Ovdje 
bismo mogli koristiti princip relativnosti, ali 
pristup koji koristi Liénard-Wiechertove po- 
tencijale naročito je značajan, jer je upravo 
na ovaj način izvedena poznata Lorentzova 
formula, a iz nje i Lorentzova transformacija. 
Ovdje možemo pokazati kako se od Maxwel- 
lovih jednadžbi došlo do otkrića specijalne 
relativnosti gibanja, jer rezultati Lićnarda 
i Wiecherta proizlaze direktno iz tih jed- 
nadžbi. 

Pretpostavimo da se naboj giblje po 
pravcu, po osi x (Slika 8.21) brzinom v. Za- 
nima nas potencijal u točki P (x,y,z). 


wn tardirani položaj 
retardirani položaj p 
(u vrijeme t' =t- r'/c) p Р(х,у,2) 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
1 
I 7 = 
p x 
i 
А 
17 
=: 
د‎ trenutni položaj 
(u vrijeme t) 


Slika 8.21: Određivanje potencijala u točki 
P naboja koji se kreće jednolikom brzinom 
duž x-osi. 


Ako naboj krene iz ishodišta u t = 0, onda 
će u trenutku t biti u položaju x = vt. Za- 
nima nas njegov položaj u trenutku t' = 

ГА 


t— =. Тај položaj је x = vt' , tako da је 


т = (оон) 2 + 22 


Ovo moramo kombinirati s izrazom za t' da 
izračunamo 7” ili t'. Kombinacijom dobijemo 
npr. 


с? (t-t)? = (х= 07)? +2 22 
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Rješenje za ť je 


Ovo je u biti put kojim je i Lorentz išao 

prilikom otkrića transformacije. 
Pitamo se, ipak, otkuda još i faktor 
1 ispred uglaste zagrade u gornjoj 


(1-5) 


Retardirani radijus r' dobijemo iz r' = 
c(t—t'). S obzirom na to da je 7 = konst., 
potencijal ima oblik: 

q 1 


4۴١ r— um 


P (Ene) = 


Vidimo također da je ovdje @-7” jednak 
v(x—vt'), tako da cijeli gornji nazivnik iz- 


nosi 5 
03 U i 
لواو وا‎ 


Ako eliminiramo # pomoću gornjeg izraza, 
dobijemo 


q 1 
Ф t) = 
(1,y,Z,t) 47۴6 1 2 
a2 
1 
2 2 
ж— vt 2 2 
x ty tz 
2 
T 


Za vektorski potencijal dobije se izraz 

> 7 

A=—% 

22 

Sada nam je jasno odakle potječu Lorentzove 
transformacije. Da je naboj u ishodištu u 
stanju mirovanja vidimo da bi potencijal bio 
dan izrazom 


4 (22 +24 


P(x,y,2,t) = 47۴6 


Dakle, pomakom koordinata u smjeru т brzi- 
nom v dobijemo već poznatu transformaciju 
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1 27 
jednadžbi. Osim toga, otkud potencijal A, 
kad je bio nula u sustavu u kojemu naboj 
miruje? Vidjet ćemo, međutim, da A i e 
tvore također četverovektor poput impulsa 
р 1 ukupne energije U čestice. Onaj faktor 
javlja se uvijek kad se transformi- 


„2 
| 
raju komponente četverovektora. Isto tako 


se gustoća naboja р transformira u —pf 
i= 


d СУ 


Uostalom, već smo jednom pokazali da su j 
i p komponente četverovektora pa jednadžbe 


y2 тити 
с2 ot? є0 
> 124 j 
2 
= copagan 
М له‎ coc? 


pokazuju da su Д i Ф također komponente 
četverovektora. 

Sad vidimo zašto je elektrodinamika točna 
i u okviru specijalne teorije relativnosti. On 
je već „ugrađen” u Maxwellovim jednadž- 
bama. 


8.4 Eksperimentalna potvrda 


U ovom smo poglavlju, najdetaljnije do sada, 
razmatrali Maxwellove jednadžbe i njihove 
konzekvence. Implementacija Maxwellovog 
člana u tzv. Ampéreovu jednadžbu raz- 
riješila je fizikalnu nekonzistentnost seta 
Maxwellovih jednadžbi ali i pokazala da taj 
set nije invarijantan na Galilejeve transfor- 
macije koje su se još od Newtonova doba 
smatrale neupitnim. Dapače vidjeli smo da 
su baš Maxwellove jednadžbe načele potragu 
za transformacijama prostorno-vremenskih 
koordinata koje bi čuvale njihovu invarijant- 
nost. Sve skupa je imalo dalekosežne poslje- 
dice na razvoj fizike kao znanosti na prelasku 
iz XIX. u XX. stoljeće. Ipak nisu tek puka 
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teorijska razmatranja pokrenula svu tu revo- 
luciju fizikalnih koncepata. Potrebno je bilo 
i eksperimentalno nedvosmisleno pokazati 
valjanost matematičkih predikcija proizašlih 
iz Maxwellove teorije. Sam Maxwell vjero- 
vao je da je svjetlost elektromagnetski val za 
što su postojali i stanoviti indirektni dokazi. 
Ali elektromagnetski valovi drugih frekven- 
cija tada nisu bili poznati. 

Tu ulogu odigrao je njemački fizičar Hein- 
rich Rudolf Hertz (1857.-1893.) (Slika 8.22) 
za svog kratkog života. Iako se još u svo- 
joj doktorskoj disertaciji bavio eksperimen- 
talnom potvrdom elektromagnetskih valova 
koje je predviđala Maxwellova teorija to mu 
je uspjelo tek 1888. godine. Eksperimentira- 
jući s električnim izbojima Leidenske boce 
(naziv, odnosno izvedba kapacitora koji su 
se povijesno često koristili u fizikalnim la- 
boratorijima) kroz različite tipove zavojnica 
(u konkretnom slučaju s parom Riessovih 
spirala) primijetio da jedna od tih zavojnica 
proizvodi iskru u drugoj zavojnici. To ga je 
navelo da postavi vlastiti eksperiment. Kao 
radijator je koristio dipolnu antenu sastav- 
ljenu od dvije kolinearne žice dužine jednog 
metra s iskrištem između njihovih unutar- 
njih krajeva te cinčanim kuglama pričvršće- 
nih na vanjske krajeve kao kapacitet. An- 
tena je bila pobuđena impulsima visokog 
napona od oko 30 kilo-volti između dvaju 
polova Ruhmkorffove zavojnice (7.28b). Va- 
love je primao rezonantnom jednopetljom 
antenom s mikrometarskim iskrištem između 
krajeva. U tom eksperiment proizvodio je i 
primio ono što se danas naziva radio valo- 
vima u visoko-frekvencijskom području. 


Heinrich Hertz 


Slika 8.22: Doprinos Heinricha Hertza 


Iako ne pretjerano spektakularan taj po- 


kus bio je povijesni okidač za strelovit ra- 
zvoj i primjenu elektromagnetskih valova u 
svakidašnjem životu. Zaredala su fizikalna 
otkrića elektromagnetskih valova različitih 
frekvencija i tehnologija proizvodnje. Wil- 
helm Conrad Röntgen otkrio je 1895. x- 
zrake, po njem nazvane rendgensko zračenje, 
za čije otkriće je dobio i prvu Nobelovu na- 
gradu ikad dodijeljenu za područje fizike 
iako su x-zrake bile poznate i proizvedene 
gotovo istodobno i neovisno i u drugim la- 
boratorijima diljem svijeta. Nikola Tesla 
je 1898. demonstrirao daljinsko upravljanje 
(brodića) pomoću radiovalova. Pa iako je bio 
pionir u korištenju elektromagnetskih valova 
u komunikacijske svrhe propustio je napra- 
viti veći iskorak u tom području. Jednim 
dijelom njegovom zaslugom, ali ponajviše 
njegovom indolencijom, povijesnu slavu za 
primjenu elektromagnetskih valova u podru- 
čju komunikacije dobio je Guglielmo Mar- 
coni koji je za svoj rad u području bežične 
telegrafije 1909. primio Nobelovu nagradu 
koju može zahvaliti i tome da je još 1897. 
dok je živio u Engleskoj patentirao primjenu 
elektromagnetskih valova za bežičnu tele- 
grafiju. Tako je jedan majstor patentiranja 
pretekao drugog majstora patentiranja. Ka- 
kogod, od običnog telefonskog poziva kojim 
saznajemo stanje na bankovnom računu do 
komunikacije s najudaljenijim napravama 
koje je čovjek ikad izgradio, Voyagerima, 
elektromagnetske valove ne možemo zaobići. 
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9.1 Rasprostiranja svjetlosti 


Jedan dio elektromagnetskog spektra je vid- 
ljiv i taj dio elektromagnetskih valova nazi- 
vamo svjetlošću. 

Naše oko vidi niskofrekventni dio vidljivog 
spektra kao crvenu svjetlost, dok visokofrek- 
ventni vidi kao ljubičastu svjetlost. Pri tome 
valja naglasiti da je osjet vida subjektivan pa 
je i definicija boje donekle subjektivna. Svje- 
tlost frekvencija nižih od crvene svjetlosti 
naziva se infracrvenom, a, pošto je nevid- 
ljiva za oko, nazivamo je često infracrvenim 
zračenjem. Analogno, više frekvencije od lju- 
bičaste svjetlosti nazivamo ultraljubičastim 
(ultravioletnim) zračenjem, jer je također 
nevidljivo za ljudsko oko. 

Nakon ultraljubičastog područja spektra, 
penjući se po frekvenciji, nailazimo na po- 
dručje x-raka (ili rontgenskih zraka) dok u 
suprotnom smjeru, ispod infracrvenog po- 
dručja spektra, nailazimo na mikrovalove, 
video i radiovalove. 

U širem smislu, optika se bavi prouča- 
vanjem širenja elektromagnetskog zračenja 
kroz razne medije i prostorne konfiguracije. 
(Postoji i optika nabijenih čestica u magnet- 
skim i električnim poljima itd.). U užem 
smislu, optika se bavi proučavanjem šire- 
nja svjetlosti i njezinim ponašanjem prili- 
kom prolaska kroz materiju. U ovom smislu, 
optiku dijelimo u više područja što ovisi o 
aproksimacijama koje pri tome koristimo. 
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Tamo gdje su dimenzije aparature i detek- 
tora velike u usporedbi s valnom dužinom 
svjetlosti, služimo se principima geometrij- 
ske optike. Pri tome pretpostavljamo da je 
energija fotona mala u usporedbi s osjetlji- 
vošću instrumenata. Ondje gdje su energije 
fotona još uvijek male u usporedbi s osjet- 
ljivošću instrumenata, ali su bitne dimen- 
zije detektora usporedive s valnom dužinom, 
koristimo principe klasične teorije elektro- 
magnetizma. Ovo je domena tzv. ,fizikalne 
optike", iako je naziv nezgodan, jer je svaka 
optika, dakako, fizikalna. Ondje gdje je ener- 
gija fotona usporediva s osjetljivošću detek- 
tora prelazimo na sliku individualnih fotona 
i u domenu kvantnomehaničkog opisa pojava. 
Do danas ne postoji jedan jedini univerzalni 
opis cijele optike. 

Geometrijska optika ne proučava što je 
svjetlost, već kako se svjetlost ponaša pri- 
likom prolaska kroz razne medije i konfigu- 
racije medija. Stoga je geometrijska optika, 
sama po sebi, od ograničenog značaja s točke 
gledišta temeljnog znanja, ali je od velike 
praktične važnosti jer optički instrumenti 
tvore važan dio arsenala eksperimentalnih 
metoda fizike. Geometrijska optika je stoga 
igrala veliku ulogu u razvoju fizike, a igra je 
još uvijek. 


9.1.1 Zakoni refleksije i refrakcije 


Iako je dugo vremena trebalo da ljudi dođu 
do ovih zakona, ovdje ćemo se na njima 
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zadržati samo kratko. Refleksija; kut upada 
jednak je kutu refleksije (Slika 9.1): 


Ovi kutovi obično se mjere od normale na 
površinu medija. 


refleksija 


Ou | Or 


sredstvo 1, n4 


sredstvo 2, п 


Slika 9.1: Zakoni refleksije i loma svjetlosti 


Definiramo indeks loma nekog medija 
kao omjer sinusa upadnog kuta i sinusa kuta 
lomljene zrake svjetlosti koja se iz vakuuma 
lomi u taj medij. Za sredstva građena od 
atoma indeks loma je uvijek veći od 1 (n > 1), 
tj. zraka svjetlosti se uvijek lomi prema 
okomici. 


sin O u(vakuum) 


Nsredstva = — 
Sin Oi(sredstvo) 

S obzirom da je indeks loma svjetlosti za 
zrak tek neznatno veći (тека = 1.000277) 
od indeksa loma svjetlosti u vakuumu (po 
definiciji nyakuum = 1) često se u praktič- 
nim primjerima za indeks zraka implicitno 
podrazumijeva da ima vrijednost 1. 

Zakon refrakcije (loma) svjetlosti (Slika 
9.1) ili Snellov zakon valja ipak pisati ovako: 


nı sin ĝu = na sin 6; 


Ovo su jedine relacije koje nam trebaju u 
geometrijskoj optici. 


9.1.2 Fermatov princip minimalnog vre- 
mena 

Imati relacije i zakon nije dovoljno. Zanima 

nas razlog zbog kojega neka pojava nastaje. 


Fermat je 1650. došao do principa po ko- 
jemu se svjetlost širi kroz razne medije tako 
da od svih mogućih putova odabere onaj 
za koji joj je potrebno minimalno vrijeme. 
Vidjet ćemo da Fermatov princip ima da- 
leko šire implikacije, ali ovdje ćemo uvjeriti 
da on vrijedi u geometrijskoj optici. Kod re- 
fleksije (Slika 9.2) vidimo da put zrake koja 
se reflektira iziskuje minimalno vrijeme. 


Slika 9.2: Fermatov princip: refleksija 


Put ACB je isti kao i put AB' koji je 
pravac. Svaki drugi put, npr. ADB ili AEB 
bili bi vremenski dulji. 

Snellov zakon također proizlazi iz Fer- 
matovog principa, ako pretpostavimo da br- 
zina svjetlosti u mediju iznosi £, gdje je 
n indeks loma. Ideja je i ovdje da od A 
do B (Slika 9.3) svjetlost stigne u najkraće 
vrijeme. 

Vidimo da optimalni put očito nije pravac 
od A do B. Brzina svjetlosti (fazna) u staklu 
je manja od one u vakuumu. Pretpostavimo 
da je optimalni put ACB. To, po definiciji, 
znači da je svaki drugi put vremenski dulji. 
Tako, primjerice, AX B predstavlja vremen- 
ski dulji put. Put u zraku je doduše kraći 
za EC, ali je put u staklu dulji za ХЕ. 

Ako pretpostavimo da je udaljenost XC 
vrlo mala, možemo reći da je vrijeme pu- 
tovanja po АХ В gotovo isto kao vrijeme 
putovanja po ACB (varijacijski princip) pa 
pišemo: 

EC =nXF 
ili 
XC sin6,, = пХ C sin Ө 


što daje Snellov zakon: 


sin ĝu = nsin 6, 
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Slika 9.3: Fermatov princip: zakon loma 
svjetlosti 


Fermatov princip nam omogućava da lako 
dođemo do niza zaključaka: 

a. Princip reciprociteta. Ako zraka 
svjetlosti na putu od A do B, kroz bilo koji 
broj medija prijeđe po nekom određenom 
putu (koji je određen Fermatovim princi- 
pom) onda će, putujući u suprotnom smjeru, 
proći tim istim putem. 

b. Put kroz plan-paralelnu ploču. (Slika 
9.4a) Zraka se samo lateralno translatira. 

c. Kad vidimo Sunce na zapadu, ono je 
zapravo već zašlo. (Slika 9.4b) 

d. Pojava miraža ili fatamorgana (Slika 
9.4c). Zrak je vrlo vruć pri površini zem- 
lje. Svjetlost iz nekog dalekog izvora, npr. 
oblaka, nalazi optimalni put po krivulji. Pro- 
matraču u pustinji oblak izgleda kao neko 
jezero ili sl. 

e. Problem stigmatičnosti sistema (Slika 
9.5.) svodi se na to da sistem iz izvora A 
svu svjetlost fokusira u točku B. To znači 
da vremena putovanja svih zraka od A do B 
budu ista. Očito je da će to biti nešto poput 
leće (Slika 9.5b.). što je vrijeme puta kroz 
vakuum (zrak) manje to je vrijeme puta kroz 
medij dulje. 

f. Reflektirajuće površine; elipsoid (Slika 
9.6a). Elipsoidna ploha ima osobinu da sve 
zrake svjetlosti koje krenu iz točkastog iz- 
vora u jednom fokusu elipsoida, A, završe 
u drugom fokusu B, bez obzira na put koji 
slijede. 

Praktična upotreba elipsoidnih ploha je u 
određenim optičkom napravama i za infracr- 
vene peći. 

g. Parabolična zrcala (Slika 9.6b) imaju 
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prividni položaj 
unca 


svjetlosna 
putanja 


pravi položaj 
N Sunca 


o (c) 


Slika 9.4: Fermatov princip: (a) Snop svje- 
tlosti je pomaknut dok prolazi kroz prozirni 
blok. (b) U blizini horizonta, Sunce je pri- 
vidno više od pravog položaja za oko 1/2 
stupanja. (c) Fatamorgana 


Slika 9.5: Optički sustav: fokusiranje 


osobinu da snop zraka koje su paralelne s 
osi paraboloida fokusira u jednu točku koja 
je također na osi. 


Korištenjem Fermatovog principa možemo 
konstruirati sve moguće optičke naprave od 
kojih smo ovdje samo neke spomenuli. I još 
nešto: Fermatov princip predskazuje da, a) 
brzina svjetlosti u svakom mediju mora biti 
manja od brzine u vakuumu i, b) ako je n; 
indeks loma svjetlosti iz vakuuma u medij 1, 
a nj je indeks loma iz vakuuma u medij j, 
onda je indeks loma svjetlosti na prolasku 
iz medija ١ u medij j jednak nij = ni/nj. 
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(a) 


Slika 9.6: Elipsoidno i parabolično zrcalo 


9.1.3 Pobliže o Fermatovom principu 


Fermatov princip moramo preformulirati 
time što ćemo reći da svjetlost slijedi takve 
putanje da mali pomak od optimalnog puta 
ne dovodi do vremenske promjene u prvoj 
aproksimaciji, već samo u drugoj aproksima- 
ciji. Drugim riječima, u neposrednoj blizini 
optimalne putanje postoje i druge putanje 
za koje je vrijeme puta gotovo isto. 

Ono što je nekima teško razumjeti je pri- 
vidno kršenje principa kauzalnosti, tj. prin- 
cipa po kojemu se događaji moraju odvi- 
jati ,po redu". Snellov zakon je jednostavan: 
svjetlost stigne do granice medija i onda se 
lomi i t.d. No, prema Fermatovom principu, 
svjetlost kao da ,,zna" unaprijed kuda treba 
proći. Kako, dakle, svjetlost ,njuši? put i 
„оріраха” sve moguće putanje da bi odabrala 
onu optimalnu? Svjetlost uistinu ,,opipava" 
sve moguće putanje i to čini posredstvom 
svojih valnih svojstava. Kad budemo govo- 
rili o ogibu i interferenciji ovaj proces ćemo 
detaljnije opisati. Ovdje ćemo ga opisati 
općenito i to na način koji je i kvantnomeha- 
nički točan. U stvari, lako ćemo se uvjeriti 
da je princip primjenjiv i na kvantnomeha- 
ničke analize procesa koji i nisu povezani s 
optikom. 

Uzmimo najjednostavniji slučaj zrcala 
(Slika 9.2). Tražimo optimalni put svjetlosne 
zrake od A do B, tako da se zraka reflek- 
tira na zrcalu. Uzmimo proizvoljni put AEB 
i izračunamo vrijeme putovanja svjetlosne 
zrake. Nacrtajmo mali vektor u kompleks- 
noj ravnini, čiji je iznos peł? proporcionalan 
intenzitetu vala, a gdje je kut Ө proporciona- 
lan vremenu putovanja. (Slika 9.7) 

Uzmimo sada neku drugu putanju, npr. 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


550) 


Slika 9.7: Sumacija amplituda vjerojatnosti 


ADB i opet ponovimo račun. Ovo će dati 
opet jedan mali vektor različitog iznosa 6, jer 
je i vrijeme putovanja tog parcijalnog vala 
znatno različito od onoga prije. Kako se pri- 
bližavamo optimalnom putu ACB, vremena 
putovanja se sve manje međusobno razlikuju 
i, kako prijeđemo mjesto optimalnog puta, 
razlike se opet povećavaju i mali vektori se 
zavijaju u suprotnom smjeru. Ukupna vjero- 
jatnost da neki foton stigne iz A u B refleksi- 
jom na zrcalu (što je isto kao da kažemo da 
je to ukupni doprinos svih parcijalnih valova 
konačnoj amplitudi vala) dana je sumom 
svih malih vektora, tj. njihovom rezultan- 
tom (Slika 9.7). Intenzitet svjetlosti će biti 
proporcionalan kvadratu amplitude Vidimo 
da doprinos ovoj konačnoj sumi (rezultanti) 
dolazi od onih malih vektora čiji su smjerovi 
bili gotovo isti. tj. oni koji su se nalazili 
na ,ispruženom" dijelu spirale. (Ovakve spi- 
rale nazivamo Cornuovim spiralama). Ovi 
vektori pripadaju zrakama u neposrednoj bli- 
zini optimalnog puta ACB, jer su svi ostali 
vektori tako različitog smjera da su njihove 
rezultante zanemarive. Većina parcijalnih 
valova (ili fotona) dakle, ,odabire" put ACB. 


9.2 Leće 


Kako je već napomenuto ranije, geometrijska 
optika nije sama po sebi jako informativna 
za fizičara u smislu da bi sadržavala puno 
osnovnog znanja. S praktične strane, među- 
tim, geometrijska optika je vrlo važna, a pri 
analizi složenih sistema može biti vrlo kom- 
plicirana. Postoji literatura za stručnjake 
koji se bave optičkim inženjerstvom (npr. 
Conrady) a u upotrebi su i kompjutorski pro- 
grami pomoću kojih se dadu riješiti mnogi 
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praktični problemi. Složena geometrijska op- 
tika je predmet obrade Hamiltonove teorije 
koja ima primjenu i u mehanici. Mi ćemo 
se ovdje zadržati na opisu vrlo jednostavnih 
sistema. 


9.2.1 Sferni dioptar 


Promatrajmo problem stigmatičnosti sfer- 
nog dioptra kao na slici 9.8а. Pretposta- 
vimo da je brzina svjetlosti u gustom mediju 
(staklu) £ (ili 1). želimo naći uvjete pod Ко- 
jima zakrivljena ploha fokusira svjetlost iz O 
u O' Dakle, želimo da sve zrake koje krenu iz 
O stignu istovremeno u O' bez obzira gdje se 
na graničnoj plohi s gustim medijem nalazi 
točka P. Ako to strogo zahtijevamo dobi- 
jemo dosta složenu plohu četvrtog reda.! 

Specijalni slučaj predstavlja onaj u ko- 
jemu s + oo; tada se ova ploha reducira 
na plohu drugoga reda (zapravo, krivulja 
koja generira plohu). Ovo možemo načiniti 
za vježbu i naći da se radi o hiperboloid- 
noj plohi. U praksi se ovakve plohe rjeđe 
koriste jer je daleko jednostavnije izraditi 
sfernu plohu u materijalu poput stakla (vidi 
napomenu). 

Očito je da će samo zrake u blizini osi 
sfernog dioptra, paraksijalne zrake, biti fo- 
kusirane dovoljno točno da bi dale korisnu 
sliku, dok će zrake koje su udaljene od osi, 
zonalne zrake i marginalne zrake, pokazati 
općenito znatno odstupanje od fokusa. 

Iako se sferni dioptar dade analizirati па 
druge načine, ovdje ćemo se poslužiti Ferma- 
tovim principom. Zamislimo, za početak, da 
imamo posla s ravnom plohom PQ. Vrijeme 
putovanja svjetlosti na putu OP je dulje od 
vremena za put OQ, kao što je i slučaj za 
putove PO' i QO'. Upravo zbog toga i valja 
zakriviti plohu da bismo više ,usporili" svje- 
tlost koja u vakuumu (zraku, ili rjeđem me- 


IKorištenje sferne plohe za leće diktira tradici- 
onalna tehnologija brušenja stakla. Sferna (i, kao 
granični slučaj, ravna) ploha je jedina ploha koja se 
dade brusiti i polirati tradicionalnim metodama, jer 
brusni i polirni alat može proizvoljno kliziti po cije- 
loj plohi koja se obrađuje. U modernoj tehnologiji 
postoje mašine (upravljane računalima) koje mogu 
brusiti i polirati asferične leće, što uvodi nove mo- 
gućnosti u optičko inženjerstvo. Ipak, sferni dioptar 
će biti s nama još dugo. 
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(b) 
© staklo © 
VQ=R-QC 
R?-QC? = (R-QC)(R+QC) =h? 
(R+QC) = 2R 
h2 
م۷‎ у= 5 


Slika 9.8: (а) Fokusiranje па sfernoj površini. 
(b) Izvod dodatnog optičkog puta sferičnog 
sustava. 


diju) ima kraći put. Ovaj dodatni put VO 
u gustom mediju trebao bi usporiti zraku da 
bi ova stigla zajedno s onom koja putuje sta- 
zom OPO'. Koliko to iznosi? Korištenjem 
jednostavne sheme (Slika 9.8b) možemo naći 
približan izraz koji nam daje ovaj dodatni 
put. Dakle, dodatni put A = s— d, možemo 
naći iz geometrije: 


s2— 4? =(s—d)(s+d) = А? 


gdje možemo približno napisati (s + d) = 2s 
pa je 

h2 
712 


A 


Ako je kut aperture 0 malen, onda то- 
žemo napisati dodatno vrijeme na putu s 
Као h2/2s, a vrijeme u gustom mediju kao 
nh?/2s' (s time što pišemo c= 1). Ovaj 
višak vremena treba biti približno jednak 
razlici vremena koje bi svjetlost utrošila na 
putu VQ u staklu i vremena po istom putu u 
vakuumu, tj. nVQ — УО ili (n—1)VQ. No, 
vidjeli smo da je VQ = h?/2R pa možemo 
pisati: 


h2 
2R 


nh? 
| 28! sd. 
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odnosno: 


1 n 1 
| = 1 
(Dg 


s 8! 


Na desnoj strani imamo konstantu koja ovisi 
o geometriji i materijalu naprave, tako da 
formula vrijedi za bilo koji broj parova s i 
s' (tako dugo dok se ograničimo na paraksi- 
jalne zrake). Posebni slučaj gdje je s > oo 
nas naročito zanima. Tada se točka O' po- 
makne u položaj koji nazivamo fokusom sis- 
tema, a udaljenost QO' nazivamo fokalnom 
daljinom f'. Ako se svjetlost kreće u suprot- 
nom smjeru npr. iz stakla u zrak tako da je 
و‎ > oo, onda se opet javlja druga fokalna 
daljina f. Vidimo da je 


Rn R ИК: 
1 


(Općenito, ха dva gusta medija imali bismo 
fi/ni = f2/n2; ovo je uvijek točno za bilo 
koji sistem, ne samo za jednu plohu). 

Pri svemu ovome valja voditi računa o 
činjenici da je važno znati predznak veličina 
s kojima radimo, poput s i f'. Tako npr. 
što je sa slučajem u kojemu je ѕ < f ? Tada 
je1/s= 1/f ili s <0 (Slika 9.9a). 


(a) staklo 


zrak staklo 


Slika 9.9: (a) Sferni dioptar i konstrukcija 
virtualne slike. (b) Ravni dioptar i konstruk- 
cija virtualne slike. 


Kako izgleda slučaj u kojemu je R = oo, 
tj. ravna ploha. Vidimo da nam formula 
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daje 


| + ŽE 0 mr s 
Jos 

Ako gledamo iz zraka u staklo (ili mirnu 
vodu) predmet izgleda bliži i veći (Slika 9.9b) 

Podvodni ribolovci znaju, dakako, ovaj 
fenomen vrlo dobro; ako ulove neku ribu 
nastaje razočaranje u pogledu njene veličine 
(približno za faktor 4/3)! 

Formula za sferno zrcalo se izvodi ana- 
logno kao za sferni dioptar (što lako nači- 
nimo za vježbu). Naći ćemo da za sferno 
zrcalo imamo formulu 


/ 
= -ns 


To je isto kao da smo u formulu za sferni 
dioptar stavili п = —1. 

Konvencija za sve dioptričke analize je 
ova (Slika 9.10): s’ je negativan ako je О” 
lijevo od plohe dioptra; R je pozitivan ako 
je centar zakrivljenosti na desno od plohe 
dioptra. Analogno, s je pozitivan ako je O 
lijevo od plohe dioptra, dok je s! pozitivan 
ako je O' desno od plohe dioptra. 


о с 


staklo 


Slika 9.10: Konvencija za analize optičkih 
sustava 


Kako što je rečeno prije, sve ove formule 
proizlaze također iz Snellovog zakona i za- 
kona refleksije, time da se aproksimacija 
svodi na to da su kutovi aperture mali pa 
se može napisati sinf = 0 i cost = 1. 


9.2.2 Fokalna duljina leće 

Leća je jednostavno sistem dvaju sfernih 
dioptara (Slika 9.11) pa našu jednadžbu jed- 
nostavno upotrijebimo za svaki dioptar po- 
sebno. 
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Slika 9.11: Leća: sustav dvaju sfernih diop- 
tara 


Prolaskom kroz prvi dioptar zrake bi se 
fokusirale u točki О’. Sada koristimo O’ kao 
virtualni predmet koji daje realnu sliku О”. 
Na ovaj način možemo slijediti svjetlost kroz 
bilo koji broj ploha. 

Ukoliko se sferni dioptar nalazi na gra- 
nici dvaju medija s indeksima loma ni i n2 
možemo se poslužiti općenitom formulom 

ni nz m-n 
s s # 

Analiza leće je jednostavna. Ograničimo 
li se na tanku leću i uzmemo, radi jednos- 
tavnosti, da su R-ovi istog predznaka (Slika 
9.12) vidimo da, ako je debljina leće kod 
točke P nula, višak vremena na putu OPO' 
je 


nih? 
28! 


nih? 


28 


Slika 9.12: Analiza tanke leće 


Debljina stakla D u sredini (na osi leće) 
treba usporiti svijetlost koja ide po osi. 


Dakle 
nih? 71752 = 
25 98 تت‎ amo 
Ako je Ri < R2 , onda је 
h2 h2 
728 272 


pa dobijemo 


pl in ) 1 1 
sg IE, Ro 


Ovo je dobro poznata formula za „tanku” 
leću. Ako s + co vidimo da je 


شک او ده 


pri čemu se služimo uobičajenom konvenci- 
jom da jen = n2/ni pa imamo uobičajenu 
relaciju za tanku leću: 


lo 11 


8 u لو‎ f 
Dakako da su dvije fokalne dužine (za svje- 
tlost koja dolazi s lijeva i za onu s desna) 
sada iste, jer su početni i konačni indeksi 
loma isti. Unatoč svojoj jednostavnosti, for- 
mula nam mnogo govori o osobinama tankih 
leća. 


9.2.3 Povećanje 


U praksi, naravno, imamo posla s predme- 
tima i slikama, a ne s točkama. Predmet 
emitira svjetlost i tu svjetlost leća fokusira 
u sliku. Pri tome slika može biti veća ili 
manja od predmeta. Jednostavna shema 
(Slika 9.13) pomoći će nam ustanoviti pro- 
porcije između predmeta i njegove slike lako. 
Pravila slijeda zraka su veoma jednostavna: 
e SVAKA ZRAKA PARALELNA S OSI, PRO- 
LASKOM KROZ LEĆU LOMI SE I PROLAZI 
KROZ FOKUS. 
e SVAKA ZRAKA KOJA DOLAZI IZ FO- 
KUSA, LOMI SE NA LEĆI TAKO DA IZ 
NJE IZLAZI PARALELNO S OSI. 
Iz sličnosti trokuta PVU i TXU te SWR 
i OXR na slici 9.13 očitavamo slijedeće rela- 
cije: 


kaoi 5 = 


у 
f 
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Slika 9.13: Optičko uvećanje 


iz čega proizlazi da: 


у z 
y f az 

Ovo je dobro poznata jednadžba uvećanja 
leće, a veličina y/y' naziva se povećanje. Isto 
tako vidimo da je хл’ = f?, što je također 
vrlo prikladna jednadžba. Nju dobijemo 
ako u jednadžbi 1/s+1/s' = 1/f stavimo 
s=r+fis=qr+/. 


9.2.4 Složene ili debele leće 

Ako imamo neki sistem leća ili neku de- 
belu leću (a to je najčešći slučaj u praksi) 
onda postupamo ovako: prva leća ili ploha 
daje sliku koja tada služi kao predmet druge 
plohe ili leće i tako sve do kraja. Ako su 
krajni mediji isti, npr. zrak, onda za svaki 
sistem leća postoje dvije ravnine, tzv. glavne 
ravnine, čija su svojstva (vidi sliku 9.14.): 


Slika 9.14: Ilustracija složenog optičkog sus- 
tava. Osnovne ravnine optičkog sustava 


e AKO ZRAKA ULAZI KROZ PRVU RAV- 
NINU PARALELNO S OSI, ONDA TA 
ZRAKA IZLAZI IZ DRUGE RAVNINE I 
PROLAZI KROZ FOKUS SISTEMA KAO DA 
JE TA DRUGA RAVNINA TANKA LEĆA. 
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* AKO ZRAKA PARALELNA S OSI DOĐE IZ 
SUPROTNOG SMJERA KROZ RAVNINU 2. 
OPET SE LOMI U RAVNINI 1. I PROLAZI 
KROZ FOKUS. 

Jednakosti koje smo izveli za tanku leću vri- 
jede i ovdje s time da se udaljenosti s i s 
mjere od glavnih ravnina. Vidimo da je 
tanka leća samo aproksimacija realnog sis- 
tema gdje su glavne ravnine dovoljno blizu 
da se može smatrati kao da su stopljene u 
jednu. 


9.2.5 Aberacije 


One jednostavne jednadžbe za leće dobili 
smo uz pretpostavku da se radi o paraksi- 
jalnim zrakama, tj. zrakama koje su pro- 
izvoljno blizu osi sistema. 

Realne leće imaju, dakako, određenu aper- 
turu. U stvari, moderni optički sistemi mogu 
imati aperturu (koju možemo zamisliti kao 
dijametar otvora kroz koji svjetlost ulazi u 
sistem) reda fokalne dužine. Ovdje se ni iz- 
daleka ne radi o paraksijalnim zrakama! Ako 
promatramo osobine realne leće sa sfernim 
plohama, vidimo da će paraksijalne zrake 
doći na okup u fokusu, dok će one koje su 
udaljenije od osi biti utoliko lošije fokusi- 
rane ukoliko su udaljenije od osi (Slika 9.15). 
Umjesto oštre dobijemo ,razmazanu'" sliku. 


krug najmanje 
konfuzije 


— 


kaustična ploha 


Slika 9.15: Sferna aberacija: 
slika 


razmazana 


Ovaj efekt dolazi uglavnom (ali ne jedino) 
od sferne aberacije koja je inherentna za 
sve sferne plohe i pojavljuje se stoga i kod 
sfernog zrcala (Slika 9.16). Geometrijsko 
mjesto ukrštavanja svih tako nastalih zraka 
koje prolaze kroz os sistema tvori plohu koja 
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nosi naziv kaustična ploha vidljiva i na slici 
9.15. 


sferno zrcalo 


1 
a f 
1 


kaustična ploha 


Slika 9.16: Sferna aberacija: kaustična ploha 


U praktičnoj optici, sferna aberacija leća 
se djelomično može umanjiti tako da se leća 
„zakrivi”, tj. odabere se kombinacija radi- 
jusa tako da su kutovi loma na obim plo- 
hama po mogućnosti isti, ili bar približno 
isti. Za potpuniju korekciju sferne (a i dru- 
gih aberacija) valja koristiti kombinacije leća 
koje imaju aberacije različitih predznaka. 
No, budući da je ovisnost aberacija o aper- 
turi nelinearna funkcija, korekcije nikada 
nisu savršene. U praksi korekcija se sma- 
tra dovoljno dobrom ukoliko je ,razmaza- 
nost" slike (u profesionalnom žargonu, ,,krug 
najmanje konfuzije") istog reda kao što je 
rezolucija detektora slike. Tako, ako je, pri- 
mjerice, zrno srebrnoga halogenida u filmu 
fotografske kamere reda 10 um, onda očito 
krug najmanje konfuzije ne mora biti mnogo 
manji. U preciznim astronomskim instru- 
mentima ove korekcije moraju ići do reda 
valne dužine svjetlosti. 

Kako što je gore napomenuto, sferna 
aberacija nije jedina geometrijska aberacija. 
Tako zrake koje ulaze u leću asimetrično na 
os sistema (Slika 9.17) stvaraju aberacije 
koje nose nazive koma i astigmatizam. I ove 
se mogu donekle korigirati kombinacijom 
leća. 

Općenito, aberacije koje nastaju posred- 
stvom svjetlosnih zraka koje su simetrične 
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radijalna žarišna ravnina SSR 


tangencijalna žarišna ravnina =ч, 


tangencijalna | 


ravnina ٢ 


S 


optička os 


ravnina 


Slika 9.17: Astigmatizam 


s obzirom na os sistema, ovise o parnim po- 
tencijama radijusa aperture, dok one koje 
nastaju od asimetričnih zraka (poput kome 
i astigmatizma) ovise o neparnim potenci- 
jama radijusa aperture. 

Postoji jedna druga kategorija aberacija 
optičkih sistema koja nije u vezi s geometri- 
jom ploha, već potječe od toga što svjetlost 
različitih frekvencija ima različite indekse 
loma. Ova ovisnost indeksa loma o frek- 
venciji često se javlja u fizici i u drugim 
procesima i naziva se disperzija. Tako, neka 
konvergentna leća fokusira plavu svjetlost na 
manjoj fokalnoj udaljenosti od crvene (Slika 
9.18). Ova vrsta aberacije naziva se još i 
kromatska aberacija. 


predmet 


žarišne 
točke 


Slika 9.18: Disperzija i kromatska aberacija 


Kromatska aberacija leća može se (opet 
do određene mjere) korigirati korištenjem 
kombinacije leća načinjenih od različitih ma- 
terijala, tj. materijala različitih moći disper- 
zije. Tko se npr. objektiv teleskopa može 
konstruirati od para leća od kojih je jedna 
konvergentna, ali niske disperzije (flintsko 
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staklo), a druga divergentna, ali visoke dis- 
perzije (krunsko staklo) (Slika 9.19a). Ova- 
kav akromatski par davat će sliku koja je uve- 
like oslobođena od obrisa duginih boja što 
je odlika kromatski nekorigiranih objektiva. 
Za otkriće akromatskog para u svrhu ko- 
rekcije kromatske aberacije povijesni kredit 
možemo pripisati engleskom optičaru Johnu 
Dollondu (1706.-1761.). Na slikama 9.19b1 i 
9.19b2 skicirane su još neke kombinacije upa- 
rivanja leća koje minimaliziraju kromatske 
aberacije optičkih sustava. Jozef Frauhno- 
fer (1787.-1826.), u povijesti fizike poznat 
po otkriću tamnih linija u spektru sunčeve 
svjetlosti, početkom XIX. stoljeća doveo je 
skoro do savršenstva tehnologiju proizvodnje 
i poliranja leća visokog indeksa loma koja je 
omogućila da njegove kompozitne akromat- 
ske leće budu ugrađene u neke od najboljih 
teleskopa zaslužnih za astronomska otkrića 
još dugo nakon njegove smrti. 


(a) različite vrste stakla (b) različiti profili leća 


jedinstveni fokus 


flint staklo 
(n=1.6) 


krunsko staklo 
(n=1.5 


stražnja žarišna 
duljina 


efektivna 
žarišna duljina 


efektivna 
žarišna duljina 


stražnja žarišna 


duljina 
(b2) negativni dublet 


(b3) tripletna apokromatska leća 


Slika 9.19: (a) Akromatski par leća. (b1, b2) 
Neke od mogućih kombinacija geometrijskih 
profila akromatskog para leća koje minima- 
liziraju kromatske aberacije. (b3) Tripletna 
apokromatska leća simultano uklanja i kro- 
matsku i sfernu aberaciju. 


U novije doba, optičko inženjerstvo koristi 
materijale koji su proizvod moderne tehno- 
logije. То su u prvome redu stakla koja 
sadrže rijetke zemlje (lantanide) koja daju 
konstruktorima optičkih sustava daleko veći 
izbor od onoga koji su imali tradicionalni op- 
tičari. Ovi novi materijali, kao i računalom 
kontrolirani strojevi za brušenje i poliranje 
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asferičnih leća, doveli su do sistema koji su 
vrlo različiti od tradicionalnih optičkih apa- 
ratura. Na slici 9.19b3 prikazana je tripletna 
apokromatska, leća koja istodobno otklanja 
i kromatsku i sfernu aberaciju bolje od bilo 
kojeg para korektivnih leća. Tripletne apo- 
kromatske leće koriste se danas ponajprije 
u mikroskopima i fotoaparatima. 

Geometrijska optika je aproksimacija re- 
alnosti i u tome što se zraka svjetlosti pred- 
stavlja kao da je beskonačno tanka. U stvari, 
zraka u prostoru zauzima ,,stazu" koja ima 
širinu reda valne dužine svjetlosti. Može se 
pokazati da, ako u nekom sistemu zrake stižu 
u fokus izvan faze za manje od valne dužine, 
sistem još uvijek odgovara svojoj namjeni, 
tj. krug najmanje konfuzije je reda valne 
dužine. Već smo prije spomenuli da neki sis- 
temi ne moraju biti ni toliko dobri ukoliko 
je rezolucija detektora svjetlosti manja od 
kruga najmanje konfuzije, kao npr. filmske 
kamere, dalekozori i sl. 


9.3 Optički instrumenti 


Iako ne možemo ni izdaleka nabrojiti sve 
optičke instrumente koji su relevantni za 
laboratorijska istraživanja ili promatranje, 
ovdje ćemo opisati neke tradicionalne i jed- 
nostavne naprave. 

A) Optička prizma je optička naprava 
ograničena dvjema ravnim plohama koje 
nisu međusobno paralelne; obično trostrana 
prizma, načinjena od stakla, plastike ili ne- 
koga drugog prozirnog materijala u kojoj se 
zrake svjetlosti lome pri ulazu i pri izlazu. 
Koristi se za analizu i refleksiju svjetlosti. 
Prizma i prizmatični spektrometar prikazani 
su na slici 9.20. Moć disperzije stakla ili 
nekog prozirnog medija izražava se kao: 


Тр — Ne 


пх — 1‏ ون 
gdje su np, ne i nz indeksi loma za plavu,‏ 
crvenu i žutu svjetlost.‏ 

B) Povećalo (lupa) je sabirna leća za pro- 
matranje malih predmeta i njihovih pojedi- 
nosti iz manje udaljenosti nego što je naj- 
manja udaljenost na koju se ljudsko oko 
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prizma 


postolje 


rotirajuća baza \ blokiranje postolja 


postolja | 


podešavanje 
fokusa 


teleskop 
kolimator 


podešavanje 
pukotina ека 


okular sa 

/ nitnim križem 

_ podešavanje 

širine pukotine 
nonius 
skala 


“> fino podešavanje 
rotacije teleskopa 


blokiranje rotacije 
teleskopa 


2 А blokiranje 
fino podešavanje baze postolja 


rotirajuće 
baze postolja teleskopska baza 


Slika 9.20: Prizmatični spektrometar 


može akomodirati. Žarišna daljina pove- 
ćala obično iznosi 10 do 100 mm. Daljim 
smanjivanjem žarišne daljine povećavaju se 
aberacije. Promatrani predmet stavlja se 
između žarišta i povećala. Slika predmeta 
je virtualna, uspravna i povećana. Optička 
shema uvećanja lupe prikazana je na slici 
9.21. 


virtualna 
slika 1, 


predmet 


Fa 
| 


Slika 9.21: Povećalo: shema optičkog uveća- 
nja lupe. 


C) Mikroskop je instrument koji daje uve- 
ćane slike bliskih predmeta, koji se ne bi 
mogli promatrati golim okom. Normalno 
oko najjasnije raspoznaje predmete na uda- 
ljenosti od približno 25 cm. Objekti bliži 
od 10 cm izgledaju nejasni, jer njihovu sliku 
oko ne može izoštriti. Mikroskop omogu- 
ćuje da se predmet promatra pod širokim 
vidnim kutom, tj. kao da je maksimalno 
približen oku, a da istodobno njegova slika 
ostane oštra i jasna. Takav se učinak u ma- 
njoj mjeri postiže lupom, jakom sabirnom 
lećom ili sustavom leća, kojemu je žarišna 


daljina veća od 10 mm, dok je za mikroskop 
žarišna daljina, a time i udaljenost predmeta 
od objektiva, redovito manja. 


ravnina slike 
(u oku) 


podešavanje 
dioptrije 


okvir 


postolje za 
uzora 


grubo 
podešavanje 
okusa S 


kondenzatorska 2 
leća 
apertura | 
fokusa | 
strujni 
prekidač 


precizno 
podešavanje 


osvjetljenje 


postolje 


Slika 9.22: Optički mikroskop. (a) Shema 
uređaja. (b) Raspored elemenata na optič- 
koj osi mikroskopa. 


Prvi složeni mikroskop konstruirao je Ni- 
zozemac Zacharias Janssen 1590. Njegov 
je instrument imao jednu konveksnu leću 
(objektiv) i jednu konkavnu leću (okular). 
Prema zamisli Johanessa Keplera konstru- 
irao je Christoph Scheiner 1628. mikroskop 
u kojem su obje leće bile konveksne; takav 
je mikroskop imao znatno šire vidno polje, 
te je postao prototip modernih optičkih mi- 
kroskopa. R. Hooke prvi se za osvjetljivanje 
objekta služio umjetnom svjetlošću i dao 
prvi opis biljnih stanica (1665). Nizozemski 
brusač stakla Antoni van Leeuwenhoek kons- 
truirao je instrumente koji su povećavali do 
250 puta. S pomoću njih je od 1673. do 
1683. otkrio infuzorije“, eritrocite, leukocite, 
spermatozoide, bakterije i dr. Christiaan 
Huygens je oko 1684. sastavio okular od 
dviju leća, kakav se upotrebljava i danas 
(Slika 9.22). 


*Naljevnjaci ili nfuzorije (lat. infusoria od in- 
fundere: nalijevati) nesistematski naziv za skupinu 
sitnih, većinom mikroskopskih biljnih i životinjskih 
organizama (npr. papučica, ameba, euglena) koji se 
pojavljuju u organskoj tvari u raspadanju, često u 
ustajaloj vodi. 
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D) Galilejev dalekozor (holandski daleko- 
zor) je refraktorski teleskop kojemu je 
objektiv sabirna (konveksna) leća, a okular 
rastresna (konkavna) leća. Daje uspravnu 
sliku. Nedostatak mu je malo vidno polje. 
(Slika 9.23) 


Slika 9.23: Refraktorski teleskop kojemu je 
objektiv sabirna, a okular rastresna leća 


E) Newtonov teleskop je reflektorski te- 
leskop kojemu je objektiv zrcalo. Oblik 
zrcala može biti sferni, parabolični ili hiper- 
bolični. Zrcalo se izrađuje od kvarca, a pre- 
kriveno je tankim slojem aluminija ili srebra. 
U odnosu na refraktor, prednost je reflektora 
izostanak kromatske aberacije, lakša izradba 
(zrcalu se obrađuje samo jedna površina, le- 
ćama dvije, a važna je i unutarnja kvaliteta), 
može se poduprijeti sa stražnje strane pa su 
najveći teleskopi reflektori, npr. Large Bi- 
nocular Telescope (LBT), Gran Telescopio 
Canarias (GTC), Hobby-Eberly Telescope 
(HET), Southern African Large Telescope 
SALT. Nedostatak je reflektora gubitak svje- 
tlosti na sekundarnom zrcalu, manji kontrast 
slike i to što otvorena optička cijev omogu- 
ćuje da atmosferski utjecaji oštete zrcalo. 
Prema optičkoj shemi razlikuju se Newto- 
nov i Cassegrainov reflektor (Slika 9.24). 

F) Schmidtov teleskop je katadioptrički 
teleskop koji se sastoji od sfernog zrcala i 
leće oblikovane tako da korigira sfernu abe- 
raciju zrcala čime se postiže veliko vidno 
polje bez kome, astigmatizma i distorzije. 
Nedostatak teleskopa je manja propusnost 
svjetlosti i manji kontrast slike. Izumio ga 
je Bernhard Schmidt 1930. Koristi se za 
snimanje velikih područja nebeske sfere. Na 
slici 9.25 prikazana je optička shema rada 
Schmidtova teleskopa. 
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Slika 9.25: Schmidtov teleskop: 
shema 


kontrola — 
fokusiranja 


optička 


9.3.1 Moć rezolucije 


Moć rezolucije je vrlo važna veličina koja 
kod nekog optičkog sistema ili instrumenta 
određuje operativnu kvalitetu. To je udalje- 
nost (realna ili kutna) ispod koje instrument 
ne može razlučiti dvije točke kao odvojene, 
već ih prikazuje ili registrira kao jednu (Slika 
9.26). Očito je da nema nikakvog smisla po- 
većavati neku sliku preko te mjere. Finoća 
slike, tj. količina informacije koju ona pred- 
stavlja ovisi o broju detalja pa je ovdje moć 
rezolucije bitna. 


Maksimalnu moć rezolucije možemo oci- 
jeniti također pomoću vremena putovanja 
dviju zraka svjetlosti koje krenu u isto vri- 
jeme iz dviju točaka (Slika 9.26). Svakako 
da zrake iz dviju točaka u pitanju ne smiju 
istovremeno stići u točku F', jer će završiti 
kao slika jedne točke! Iz onoga što je već 
rečeno proizlazi da će (savršen) instrument 
razlučiti ove točke ako se vremena putova- 
nja zraka razlikuju za iznos barem jednog 
perioda određene frekvencije svjetlosti. Iz 
geometrije slike vidimo da se uvjet rezolucije 
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Slika 9.26: Rezolucija optičkih instrumenta 


može izraziti kao 


A 


nsin 


gdje je A valna dužina svjetlosti, a n je indeks 
loma optičkog materijala leće. Vidimo da 


je općenito D uglavnom istog reda veličine 
kao À.’ 


9.4 Dipolni radijator 


Dipolni radijator spada među najjednostav- 
nije generatore elektromagnetskih valova i 
sastoji se, u principu, od ravnog vodiča u 
obliku štapa određene dužine u kojemu na- 
boji osciliraju od jednog do drugog kraja. U 
praksi, ovaj štap ima prekid u sredini gdje 
je priključen generator struje (Slika 9.27). 
Kako se naboj u ovim okolnostima kreće 
nerelativistički, možemo električno polje u 
velikim udaljenostima izraziti jednadžbom 
koju smo već koristili. 

Električni generator, koji nazivamo osci- 
latorom, „tjera” naboje s jedne na drugu 


3Postoje brojni moderni optički instrumenti koji 
ipak mogu postići znatno veće efektivne rezolucije 
u daleko submikronsko područje. Tako se npr. po- 
moću mikroskopije „bliskog polja” (eng. Near-field 
microscopy) mogu registrirati submikronske struk- 
ture. Suština metode se sastoji o korištenju ko- 
herentne monokromatske svjetlosti u dinamičkoj 
konfiguraciji. Slične metode se koriste i u mikrolito- 
grafiji integriranih krugova kao i u nanotehnologiji. 
Ovdje nemamo ni vremena ni prostora da se u opis 
ovih metoda upuštamo. 
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Slika 9.27: Generator visokofrekventnog sig- 
nala pokreće naboje na dvije žice. 


stranu dipola određenom frekvencijom. Na- 
ziv dipolni radijator (ili dipolni oscilator) 
dajemo ovakvoj napravi podrazumijevajući 
pri tome da je štap u kojemu naboji oscili- 
raju kratak u usporedbi s valnom dužinom 
elektromagnetskog vala koji se generira. U 
protivnom slučaju govorimo češće o ante- 
nama. Nazivi dipolni oscilator i antena često 
se koriste zamjenski. 

Kao detektor tako generiranog elektro- 
magnetskog zračenja služi nam opet ovakva 
naprava (koju sad nazivamo detektorom ili 
antenom). Detektor je na izgled identičan 
radijatoru, ali je spojen na krug koji rezonira 
na istu frekvenciju. U detalje funkcioniranja 
tog rezonantnog kruga upustit ćemo se dru- 
gom prilikom. Dovoljno je da ovdje kažemo 
samo to da polje koje stiže do detektora 
»zaljulja" naboje u štapu i krugu, a ovako 
pobuđene oscilacije se onda u elektroničkom 
krugu pojačaju. Kako se valovi šire? 

Karakter valova i način njihovog širenja 
možemo proučiti, ako postavimo detektor 
u razne položaje na nekoj određenoj udalje- 
nosti od radijatora (Slika 9.28). Započnimo 
s time da postavimo detektor u točku D 
tako da su radijator i detektor paralelni. 

Nalazimo da je u ovakvom međusobnom 
položaju izvora i detektora signal u detek- 
toru maksimalan. Kako kut između smje- 
rova oscilacije naboja u radijatoru i detek- 
toru raste, signal biva sve slabiji da bi sasvim 
iščezao kad je detektor ortogonalan na radi- 
jator. Ako koristimo naziv ,antena" za izvor 
i detektor, kažemo da signal iščezava kad su 
antene skrižane. 
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Slika 9.28: Trenutačno električno polje na 
kugli sa središtem na lokaliziranom, linearno 
oscilirajućem naboju. 


9.5 


Pretpostavimo da imamo dva izvora valova 
koji su međusobno udaljeni za nekoliko val- 
nih dužina valova koje ti izvori generiraju. 
Pretpostavimo da su obje antene spojene na 
isti generator (Slika 9.29) tako da osciliraju 
u fazi, tj. da se oscilacije u antenama 57 і 
S2 odvijaju sinkronizirano. 


Interferencija 


52 


pogled odozgo 


Slika 9.29: Intenziteti zračenja dva sinkrona 
dipolna oscilatora u različitim točkama de- 
tektora D. 


U tom slučaju će detektor u položaju Di 
izmjeriti jačinu polja koje će biti suma polja 
što ih emitiraju $1 i S2. Možemo, međutim, 
stvari podesiti tako da S1 i S2 ne budu u 
fazi. Ako načinimo električne vodove između 
antena i generatora različitih dužina možemo 
postići da Sı i S2 budu izvan faze za 1809. 
Tada će signal na detektoru kod Ру biti 
nula. Ako sad isključimo bilo koju od antena, 
signal će se ponovno pojaviti u detektoru 
kod Dı u iznosu od jedne polovine signala 
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koji je registriran kad su obje antene bile 
u fazi. Ako opet pomaknemo faze između 
Sı і S2, pa postavimo detektor npr. kod 
D2, možemo opet dobiti maksimalni signal. 
Dodatna dužina puta koji mora signal iz 51 
prevaliti odgovara sada razlici u fazi između 
dviju antena. 

Vidjeli smo da se polje koje naboj u kre- 
tanju proizvede može prikazati vektorski. 
Jakost polja za razne orijentacije je stvar 
vektorske sumacije. Ovo možemo predočiti 
za općenitu orijentaciju dipolnog oscilatora. 
Zamislimo da su izvori [| i و7‎ u fazi i da 
su međusobno udaljeni opet za nekoliko val- 
nih dužina. Pretpostavimo, međutim, da su 
antene radijatora jedna prema drugoj sada 
zakrenute za 90% (Slika 9.30). U točki Dı 
polje će biti dano vektorskom sumom dvaju 
polja Е} і E, koja proizvode dva radijatora. 


R = vektorkska suma 
signala Еі i E2 


Slika 9.30: Ilustracija vektorskog karaktera 
kombinacije kombinacije dipolnih radijatora. 


Vidimo da će detektor polja dati maksi- 
malni signal kad mu je antena pod kutom 
od 450 s obzirom na smjerove radijatora T4 
i Гг. Ako antenu detektora nagnemo pod 
kutom od 45% u suprotnom smjeru, signal 
detektora će biti nula, što lako provjerimo 
vektorskom sumom. 

Ako pogledamo ponovno sliku 9.29, vi- 
dimo da signal kod D2 može biti jak ili slab 
u ovisnosti o položaju Рз. Ovo је očit do- 
kaz da je polje uistinu retardirano. Ako su, 
naime, oba izvora Г i ول‎ u fazi (i antene 
paralelne) možemo naći neki položaj gdje 
će signal biti nula. Udaljenost x će tada 
biti jednaka polovini valne dužine zračenja. 
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Ako idemo dalje, tako da je udaljenost jed- 
nog izvora u odnosu na drugi sada veća za 
cijelu valnu dužinu, dobijemo opet maksi- 
malan signal. Ova pojava pokazuje princip 
retardacije, dok je činjenicu da polje opada 
s udaljenošću kao 1 malo teže provjeriti bez 
preciznih kvantitativnih mjerenja. 
9.5.1 Interferencija elektromagnetskog 
zračenja 
Naša kvalitativna promatranja interferen- 
cije sada moramo obraditi više kvantitativno. 
Vidjeli smo da samo ona komponenta akce- 
leracije koja je ortogonalna na smjer širenja 
vala doprinosi zračenju. To možemo izraziti 
i ovako: 

E(t) = —gqa(t')sing 
4۴" 
gdje je 0 kut između т-а i smjera retardirane 
akceleracije naboja a(t') (akceleracije u tre- 
nutku t—r/c) kao na slici 9.31. Da bismo 
situaciju malo bolje analizirali, pretposta- 
vimo da је 0 = 90%. 


Slika 9.31: Električno polje E pozitivnog 

naboja čije je lokalno (retardirano) ubrzanje 
! 

a 


Pretpostavimo da je naboj pretrpio akce- 
leraciju koja se u vremenu mijenja na neki 
određeni način (Slika 9.32a.). Nakon akcele- 
racije ,, gore", pa ,,dolje", akceleracija naboja 
konačno prestane. 

Kako polje izgleda negdje u smjeru r—a 
(0 je 90%)? Ako jakost polja prikažemo kao 
funkciju položaja u smjeru r-a (Slika 9.32b.) 
vidimo da dijagram izgleda kao zrcalna slika 
prikaza akceleracije u funkciji vremena na 
slici 9.32a. Naime, u svakoj točki u smjeru 
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Slika 9.32: (a) Ubrzanje naboja kao funkcija 
vremena. (b) Električno polje kao funkcija 
položaja u kasnijem vremenu. 


r-a polje će ovisiti o akceleraciji naboja u 
vremenu ranijem za iznos r/c. Kako idemo 
dalje u smjeru r-a, polje ovisi o akceleraciji u 
sve ranijim vremenima, pa dobivamo „іпуег- 
tiranu" sliku oblika polja E(r). Vrijednost 
veličine a(t— r/c), o kojoj ovisi vrijednost 
polja, neće se promijeniti ako vrijeme pove- 
ćamo za iznos At i udaljenost za Ar = cAt. 
Val elektromagnetskog zračenja, dakle, za- 
država svoj oblik u prostoru. 

Specijalni slučaj od naročitog interesa 
predstavlja, naravno, naboj koji harmonički 
oscilira. Akceleracija je:: 


а= —w? zo coswt = agcoswt 
Što proizvodi električno polje 


дір Ө 


Е = ао созш (t- 1) 


= 4лєрс?г c 

9.5.2 Energija radijacije 

Kako smo već ranije vidjeli, jakost polja 
koje proizvodi naboj u akceleraciji, opada 
linearno s udaljenošću. Ako polje, putujući 
prostorom, stigne do nekog naboja, onda će 
izazvati pokretanje tog naboja. Kinetička 
energija koju će naboj dobiti od polja bit će 
proporcionalna kvadratu jakosti polja (jer 
kinetička energija oscilatora ovisi o kvadratu 
amplitude). 

Iz ovoga je lako zaključiti da energija po- 
lja u nekoj točki prostora opada kvadratom 
udaljenosti te točke od izvora polja. U ovo se 
lako uvjerimo. Zamislimo „tanku piramidu” 
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u prostoru koju smo konstruirali, na udalje- 
nosti rı od izvora, tako što su joj bridovi 
i plohe definirani s četiri radijalna pravca 
povučena iz izvora (Slika 9.33). , Baza" pi- 
ramide je zapravo element sferične plohe 
radijusa ridefiniran točkama ABCD. 


Slika 9.33: Energija koja teče unutar stošca 
OABOD neovisna je o udaljenosti r na kojoj 
se mjeri. 


Piramidu možemo produžiti do mjesta 
gdje joj je ,,baza" na sfernoj plohi radijusa тә 
definirana točkama A'B'C'D'. Vidimo da 
su površine ovih ploha ABCD i A'B'C'D' 
u odnosu Као r2/r3. Energija polja u pros- 
tornom kutu piramide je očito konstantna 
pa je onda energija po jedinici površine obr- 
nuto proporcionalna kvadratu udaljenosti 
od izvora. Ukratko: naboj u akceleriranom 
gibanju gubi energiju zračenjem, a gustoća, 
te energije opada s kvadratom udaljenosti 
od izvora. 


9.5.3 5111050103111 ٧ 


Pretpostavimo da smo na nekom mjestu u 
prostoru određenom vektorom ۳ gdje vlada 
električno polje koje oscilira kutnom frekven- 
cijom w. Ovu frekvenciju možemo definirati 
promjenom faze u vremenu (rad/s). Vrijeme 
jedne oscilacije to je 2т/ш. U fizici također 
definiramo i valni broj k kao promjenu faze s 
udaljenošću (rad/m). Valna dužina A je du- 
žina koja odgovara jednom periodu oscilacije 
ра je А = 27/۸6, jer је КА = 27 = wto. 

Ako fazu prikažemo kao ф =w(t—r/c) i 
parcijalno deriviramo po udaljenosti, dobi- 
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jemo |22 = k = w/c što znamo da mora biti. 


Vidimo također da je A = cto, w = ck, Av = с, 
WA=2re. Valja naglasiti da ove jednostavne 
relacije vrijede specifično za svjetlost. U 
drugim fizikalnim situacijama odgovarajuće 
relacije mogu sadržavati dodatne konstante. 


9.5.4 Dva dipolna radijatora 

Zamislimo dva dipolne radijatora okomita 
na ravninu promatranja u kojoj se nalaze 
njihova središta (Slika 9.34). Pretpostavimo 
da je detektor zračenja također u toj ravnini, 
te da su radijatori međusobno udaljeni za 
iznos A/2. 


(a) 0 4 (b) 
2 22 2 Е 
4 M2- – 4 0 M2 — 0 
2 ga 2 ZO? 
0 4 
a=0 а = п 


Slika 9.34: Intenziteti zračenja u različitim 
smjerovima iz dva dipolna oscilatora uda- 
ljena pola valne duljine. (a) Oscilatori u fazi 
о = 0. (b) oscilatori pola perioda izvan faze 
а = т/2. 


Nadalje, pretpostavimo da oba radijatora 
osciliraju u fazi. Zanima nas energija po- 
lja na raznim mjestima i u raznim smjero- 
vima.U smjeru simetrale (pretpostavimo da 
pravac koji prolazi kroz središta antena ima 
smjer N-S pa je simetrala u smjeru E-W) 
polje je očito dvaput jače od polja jednog 
radijatora, tj. energija je 4 puta veća od one 
koju bismo imali s jednim radijatorom. U 
smjeru N-S polje je nula jer su u tom smjeru 
radijatori međusobno udaljeni za A/2, a osci- 
latori u fazi. Negdje između ta dva položaja 
(u stvari 30% od pravca E-W) energija polja 
je 2 puta veća. Ako podesimo oscilatore da 
budu izvan faze za т onda je energija polja 
4 puta veća u smjeru N-S, a nula u smjeru 
E-W . Pri tome je na 30% od pravca E-W 
energija opet 2 puta veća što ćemo pokazati 
kasnije. 
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U praksi je od interesa mogućnost us- 
mjeravanja elektromagnetskih valova. Npr. 
neka radiopostaja može imati potrebu da 
pretežno emitira svoj program u nekom že- 
ljenom smjeru. Vidimo da u gore opisanom 
slučaju možemo imati maksimum signala u 
smjeru E-W, dok u drugome, pomakom u 
fazi oscilatora za л, taj maksimum može 
biti u smjeru N-S. Ovaj međusobni polo- 
žaj antena još nas uvijek ostavlja s unatraž- 
nim snopom i poprilično jakim zračenjem 
u smjerovima koji nam ne moraju biti od 
interesa. Pogledajmo što se desi ako antene 
približimo na međusobnu udaljenost od A/4 
(Slika 9.35). Pretpostavimo da je jedna an- 
tena (sjeverna) u zaostatku u fazi za m/2 iza 
južne. 


Em 


M4 2 


| 
u 


Slika 9.35: Par dipolnih antena koje daju 
maksimalnu snagu u jednom smjeru. 


U smjeru N imamo energiju od 4 (mjerenu 
u odnosu na jedan radijator), u smjerovima 
E-W imamo po 2, dok u smjeru S imamo 
0. Ovo je bolje usmjerenje od prethodnoga, 
ali je ipak u širokom kutnom području. Mo- 
žemo li usmjeriti malo bolje? Razmaknemo 
li radijatore sada podosta, npr. za iznos od 
10A, možemo se uvjeriti da ćemo imati više 
uskih maksimuma koji će se ponavljati u 
krugu oko središta dvaju radijatora (Slika 
9.36). Razlog je očit: kako mijenjamo azi- 
mutni kut radijatori su periodično u fazi i 
izvan faze za т. 

Ovo ne mora biti poželjno, jer imamo 
mnoštvo maksimuma od kojih su neki mo- 
žda nepotrebni ili nepoželjni. Ovime smo, 
međutim, uglavnom iscrpili kombinacije s 
dva dipolana radijatora. Ako se odlučimo 
na upotrebu više radijatora možemo pro- 
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prema udaljenoj 
točki 


Slika 9.36: Intenzitet polja za dva dipola 
odvojena s 10А. 


matrati slučaj npr. 6 antena međusobno 
udaljenih za iznos po 2А (Slika 9.37). De- 
taljnije ispitivanje nam pokazuje da ćemo 
imati maksimum jakosti 36 za azimutni kut 
0%, koji će se ponoviti kod azimuta od 30% 
itd. 


Slika 9.37: Antenski niz sa šest dipola i dio 
njegovog dijagrama intenziteta. 


Razlog za maksimum na simetrali uređaja 
je očit, ali što je s onim kod azimuta od 300? 
Vidimo da bi antene 1. i 6. dale maksimum 
samo par stupanja dalje od simetrale, ali 
su antene 2. i 4. ovdje otprilike A/2 izvan 
faze s obzirom na 1. i 6. Intenziteti polja se 
gotovo, ali ne sasvim poništavaju. Negdje, 
ipak, svi su valovi opet u fazi (ovdje na 
30%) pa tu dobijemo opet maksimum. Ako, 
međutim, antene postavimo tako da su im 
međusobne udaljenosti manje od A, možemo 
se uvjeriti da ćemo sada imati samo po jedan 
maksimum kod 0° i kod180%. Ovo je slučaj 
koji ćemo obraditi kod optičke rešetke. U 
radio navigaciji suprotni maksimum može 
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biti poželjan, ali i nepoželjan. Nije se teško 
uvjeriti da će dva reda bliskih (< A) antena, 
pažljivo ugođenih da rade izvan faze, ispuniti 
uvjet za jedan jedini maksimum. 


9.5.5 Matematička obrada interferencije 
Pretpostavimo da imamo dva oscilatora, čije 
su amplitude A; i Аз. Oscilatori nisu u sin- 
kronizaciji, već između njih postoji razlika 
u fazi a. Nadalje, pretpostavimo da je frek- 
vencija oscilacija za oba oscilatora jednaka. 
Općenito, tražimo sumu 


r = A1cos(wWt+01)+A2cos(wt+p2) 


U slučaju kad imamo posla s jednakim am- 
plitudama, problem je lako riješiti trigono- 
metrijski: 


В = А [соз (wt + ф1) + соз (wt + ((وڼ‎ 


a to je: 
R= Jine- 5 (%1 — фә) cos C =фі+ = 562) 
s obzirom da je: 
1 1 
cos A + cos В = 2cos 5 (А+ В) сов 2 (A-B) 


Vidimo da ćemo imati novi val čija ampli- 
tuda AR iznosi: 


Ав =2Acos ) (фі = фә) 


ра је tada: 
R= Арсоѕ شا‎ (52) 


Vidimo da je faza novonastalog vala sred- 
nja vrijednost faza komponenata. Ovaj se 
rezultat može prikazati geometrijski (Slika 
9.38). Svaka kosinusna funkcija od wt može 
se prikazati kao projekcija rotirajućeg vek- 
tora. 

Pretpostavimo da je A vektor koji rotira 
oko ishodišta kutnom brzinom w (rad/s). U 
trenutku t = 0 položaj vektora A, će biti 
kako je prikazano na Slici 3.63. Isto tako, 
vektor A2 је u istom trenutku u položaju 
LEONTIĆ: 
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Slika 9.38: Geometrijska metoda za kombi- 
niranje dva kosinusna vala. Cijeli dijagram 
rotira u smjeru suprotnom od kazaljke na 
satu s kutnom frekvencijom w 


gdje zatvara kut фә s osi x. Budući da oba 
vektora rotiraju istom brzinom, razlika faza 
između njih ostaje ista, tj. фо — фі. Ako 
sumiramo ova dva vektora i dobijemo vektor 
A R, vidimo da će r-projekcija ovog vektora 
biti jednaka sumi «-projekcija vektora A 
i A2. U specijalnom slučaju kad je A1 = 
A2 = A onda dobijemo rješenje kao prije. 
Ako A i 42 nisu jednaki onda, naravno, 
možemo uvijek problem riješiti kako je to 
prikazano na slici 9.38, ali je mnogo jed- 
nostavnije i lakše naći izraze koji će nam 
dati isto što i slika. Vektore možemo, na- 
ime, prikazati kompleksnim brojevima. Re- 
alni dio ovih brojeva će odgovarati fizikal- 
nim veličinama. Tako prvi val možemo na- 
pisati kao A;e'(wt+%1) (realni će dio biti 
A1cos(wt+g1)) a drugi kao Ае? з). 
Tada je: 


R = Ауе) | Ave*(twt+02) 


= (Are: + Азеї®) سال‎ 
Možemo kraće napisati 


R = Аџе?Ф1 + Аде??? = Ane'?a 

Ovo je traženo rješenje jer smo dobili veli- 
činu amplitude Ap i njenu fazu фр. Ako 
idemo dalje, vidimo da Ар možemo naći 
tako da pomnožimo kompleksni broj s nje- 
govim kompleksnim konjugatom pa ćemo 
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dobiti kvadrat tražene veličine: 
А2, = (Ae: + Аз) 
х (дет + Азет*з) 
= А2 + А2 
+ АА» (не) + gen 


Znamo da је е! ې‎ م۱١‎ = 2cos0 , tako da 
dobijemo opet realnu veličinu: 


АФ کل‎ + АЗ +2A1 A2 cos (фә — 61) 


Da je ovo točno možemo se uvjeriti iz pret- 
hodne slike. 

Vidimo da je kvadrat novonastale ampli- 
tude suma kvadrata A, i A2 plus još jedan 
miješani član kojeg nazivamo članom inter- 
Jerencije. Dakle, kad imamo dva vala, inten- 
ziteti se ne zbrajaju na jednostavan način, 
već imamo nešto dodatno što može pojačati 
ili oslabiti novonastali val. Interferenciju 
možemo stoga nazivati bilo konstruktivnom 
ili pozitivnom, bilo destruktivnom ili nega- 
tivnom u ovisnosti je li treći član gornje jed- 
nadžbe pozitivan ili negativan. 

Ovu općenitu formulu koju smo našli za 
AR možemo upotrijebiti za slučaj oscilatora 
koji interferiraju. Pretpostavimo da su an- 
tene oscilatora međusobno udaljene za iznos 
а i izvan faze za kut а. Uzmimo slučaj jed- 
nakih amplituda. Azimutni kut s obzirom 
na liniju simetrale označimo s 6 (Slika 9.39). 

Vidimo da će val 2. prostorno kasniti za 
valom 1. za iznos dsin6 pa će razlika u fazi 
između 1. i 2. zbog nejednakosti putova biti 
2ndsin0/A. 

No oscilatori sami imaju razliku u fazi 
tako da je ukupna razlika u fazi između 1. i 
2. 
bement ې‎ 
Ako ovo uvrstimo u jednadžbu za Ap do- 
bijemo intenzitet za bilo koji slučaj dvaju 
izvora. Tako možemo opet uzeti jedan od 
prethodnih primjera gdje su oscilatorske an- 
tene bile na međusobnoj udaljenosti له‎ 
Za azimutni kut 0 = 30% imamo dsin0 = А/4 
ра je фә — фі = т/2 i interferencija je točno 
nula, tj. Ah = 24? Intenzitet zračenja je 
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prema udaljenoj 
točki 


Ae i(ot+a) 


Slika 9.39: Dva oscilatora jednake amplitude 
i s faznom razlikom a između njih. 


onda 2 u smjeru azimuta od 30% što smo 
tom prilikom i spomenuli. 


9.6 Difrakcija 


Između interferencije i difrakcije ne postoji 
neka bitna fizikalna razlika. Naziv inter- 
ferencije najčešće koristimo kad se radi o 
dva, tri ili manjem broju izvora, dok na- 
ziv difrakcija koristimo obično kad se radi o 
mnoštvu izvora. Fizikalno, radi se o istom 
fenomenu. Promatrajmo, dakle, situaciju u 
kojoj se zračenje širi iz većeg broja izvora. 
Izvori su oscilatori koji svi osciliraju istom 
frekvencijom, ali se susjedni oscilatori me- 
đusobno razlikuju u fazi za neki konstantni 
iznos. Ova međusobna razlika u fazi može 
doći bilo od samih oscilatora, bilo zbog toga 
što ravni niz oscilatora, koji inače osciliraju 
u fazi, promatramo pod izvjesnim kutom 
s obzirom na taj niz. U svakom slučaju, 
ukupnu amplitudu možemo napisati kao 


R = А [соѕит + cos (wt + Ф) + cos (wt + 20) 
+... +cos(wt + (n — 1)¢)] 


gdje je ф konstantna razlika u fazi između 
pojedinih susjednih oscilatora. Općenito, 
možemo napisati da je: 


240 
A 


i uvrstiti u jednadžbu. Geometrijska me- 
toda Fresnela je, međutim, daleko priklad- 
nija (Slika 9.40). Vektore koji odgovaraju 
amplitudi A zbrajamo vodeći računa o tome 
da je svaki pod kutom od ф u odnosu na 
prethodni. 


ф=а+ 
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Slika 9.40: Rezultirajuća amplituda od n=6 
jednako razmaknutih izvora s uzastopnom 
faznom razlikom o 


Vidimo da je Ap suma svih vektora koji 
tvore dio poligona s n stranica i rezultantom 
AR. 

Pretpostavimo da је točka Q središte kruž- 
nice na kojoj se nalaze vrhovi vektora Ai. 
Budući da je kut OQS očito jednak 0, vi- 
dimo da je r dan izrazom 


JER JE = sin 


#8 = 
2 r 


NIS 


Kut OQT je jednak no pa je AR = 
2rsinno/2. Iz ovoga slijedi: 
ip no 
sin 2 


in ? 
sin 5 


AR=A 


a intenzitet je onda 


: 2 no 
sin 5 
Ф 
2 


I= 10 
sin? 


Iz svega ovoga se možemo uvjeriti da je za ve- 
like n intenzitet izvora vrlo dobro usmjeren, 
što smo već kvalitativno vidjeli na primjeru 
malog broja oscilatora. Ako је п velik, a ф 
je vrlo malen onda možemo pisati: 


I = Топ? 


jer je za vrlo male kutove ф sinus približno 
jednak kutu pa je sinno/2 = no/2 kao što 
је і ѕіпф/2 = 9/2. Ovo je očito i iz Fresne- 
love slike (vidi sliku 9.40) jer, ako je ф = 0, 
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n 
svi vektori su u istom smjeru i AR = У) А;. 
i 
Kako 4 raste omjer između sinusa počinje pa- 


dati i konačno dosegne nulu kad је пф/2 = т, 
jer је sinr = 0. Na Fresnelovom dijagramu 
to se dešava kad se svi vektori „smotaju” 
tako što opišu zatvoreni poligon, tj. AR =0, 
а пф 27 ili 0 ۰ 

Drugi maksimum nastupa kad je sin 22 = 
1, jer, za velike n, sin 22 mnogo brže raste 
od віп $. Dakle, tada je ZÉ = 37 ili p= 37. 
Ali, za veliki n vidimo da je 


sin? Зт 1 
23% مهم‎ 2 
sin“ کو‎ (37) 


iz čega slijedi da je intenzitet drugog maksi- 


muma 
4n? 


9л2 
Ako se sjetimo da je Гу = n?Ig možemo vi- 
djeti da је omjer ovih maksimuma 


Пт=1 


Im 4 
Ir 9л? 


Intenzitet drugog maksimuma je, dakle, 
svega oko 5% intenziteta prvog (Slika 9.41). 
Intenziteti viših maksimuma su još znatno 
slabiji. 


Slika 9.41: Intenzitet kao funkcija faznog 
kuta za veliki broj oscilatora jednake snage? 


Sada možemo ispitati konkretni fizikalni 
model mnoštva izvora. Pretpostavimo da 


5Može se pokazati da je ukupna površina ispod 
krivulje intenziteta, uključujući sve manje maksi- 
mume, jednaka površini pravokutnika označenoga 
isprekidanom crtom na slici 9.41. 
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se ravni niz izvora sastoji od n jednakih 
oscilatora čije su antene međusobno razmak- 
nute za iznos d (Slika 9.42). Pretpostavimo, 
nadalje, da je intrinzična razlika u fazi (tj. 
svojstvena samim oscilatorima) između po- 
jedinih oscilatora a. Zračenje izvora pro- 
matramo pod kutom 60 na pravac koji je 
ortogonalan na ravni niz antena. 


а= А/п= а ѕіпӨ 


а 
а ېن‎ 
: REM u 


Slika 9.42: Niz N jednakih oscilatora, pogo- 
njenih fazama as = sa 


Ukupna razlika u fazi je suma intrinzične 
i one koja nastaje zbog toga što promatramo 
niz pod kutom 6. Dakle, kao i prije pišemo: 


240 
A 


Za slučaj da је a = 0 imamo ф = kdsinð. 
Ako ovo uvrstimo u formulu za Г vidimo 
da je prvi maksimum kod ф = 0 tj. 6 =0 
što i očekujemo. Prvi minimum nastaje za 
ф= 22 što daje 


ф= а а + Каѕіп 0 


паѕіпӨ = А 


Zašto se ovdje nalazi minimum? Prije svega 
vidimo da je nd ukupna dužina cijelog niza 
izvora pa је ndsin = 1500 = A. Kad je 
А = dobivamo, dakle, minimum. Razlog je 
u tome što su doprinosi pojedinih oscilatora 
ravnomjerno raspodijeljeni u fazi od 0 do 27. 
Ako sve amplitude prikažemo vektorima, ovi 
će zatvoriti poligon (pogledaj sliku 9.40) pa 
je rezultanta jednaka nuli. Ako pogledamo 
formulu 


sin 
opažamo još nešto važno; ako uvećamo o za 
27, 47, 67 itd., formula daje isti rezultat. 
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Zaključujemo da ćemo dobiti velike maksi- 
mume kad god ф bude jednak 2r, 47, 67..., 


tj. 2mm, gdje је m cijeli broj. Uvjet za 
dobivanje maksimuma je, dakle: 

2rdsi 

rem = 2rm ILI dsin0 = mA 


Ovo nastaje uvijek kada je б = mA. Ovdje 
svi izvori doprinose intenzitetu u fazi (biti 
izvan faze za 27 je isto što biti opet u fazi). 
Ovakav uređaj generira, osim centralnog 
(m = 0) također i snopove višeg reda koje 
nazivamo prvim (m = 1), drugim (m = 2) 
itd. Vidimo također da, ako je d < А, onda 
jednadžba dsin = mA nema rješenja osim 
za m =0, tj. postoji samo centralni ili nulti 
snop. 


9.6.1 Difrakcijska (optička) rešetka 


Do sada nismo mnogo govorili o oscilatorima 
i antenama, pa su naši modeli opisivali neku 
općenitu napravu koja emitira elektromag- 
netske valove. U slučaju da imamo posla 
s radio odašiljačima, možemo lako urediti 
da svi oscilatori budu u fazi (a = 0). Ako 
koristimo svjetlost nemamo, općenito, takvu 
kontrolu nad svakim individualnim oscilato- 
rom, jer se radi o atomskim elektronima, ali 
ipak možemo načiniti uređaj koji će se pona- 
šati kao da se sastoji od mnoštva sinkronih 
oscilatora. 

Zamislimo mnoštvo paralelnih tankih žica 
svrstanih u ravan niz i jednako razmaknu- 
tih za udaljenost d. Pretpostavimo da ovaj 
uređaj izložimo zračenju iz nekog, relativno 
dalekog, izvora. Elektromagnetsko polje ko- 
jemu su žice izvrgnute pobudit će elektrone 
u žicama na oscilacije. Time će žice i same 
postati izvori elektromagnetskog zračenja. 
Ovaj fenomen se u fizici naziva raspršenjem. 
Svi materijali općenito raspršuju svjetlost 
time što njihovi atomi, pod utjecajem pri- 
marnoga zračenja, postaju sekundarni izvori 
zračenja.“ 


бКоа vrlo visokih temperatura, reda 105K i više 
vanjski elektroni atoma naprosto ispare. Ako se radi 
o elementima višeg atomskog broja, onda preostali 
unutrašnji elektroni apsorbiraju gotovo svako elek- 
tromagnetsko zračenje (osim energičnih y-zraka) jer 
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Ovo sekundarno zračenje ne mora imati 
istu frekvenciju ni spektralnu raspodjelu kao 
primarno zračenje. 

Ako kod naše naprave zračenje pada oko- 
mito na red žica naboji će u žicama oscilirati 
u fazi (tim više što je primarno zračenje više 
koherentno). Ako, k tome, imamo situaciju 
da je d = A imat ćemo, uz nulti maksimum, 
također i snopove zračenja višega reda. 

U optici koristimo svjetlost kao upadno 
zračenje (katkada i ,mekane" x-zrake) pa 
umjesto žica koristimo staklene ili kvarcne 
ploče na kojima su urezani ravni zarezi čija 
je međusobna udaljenost veća od valne du- 
žine svjetlosti koja se koristi. Ovi zarezi na 
ploči raspršuju svjetlost pa se formiraju mak- 
simumi pod određenim kutovima u ovisnosti 
o frekvenciji svjetlosti. Ovakav uređaj je na- 
ziva optičkom rešetkom. Kod ovih rešetaka 
zarezi su načinjeni s velikom preciznošću i 
ima ih reda veličine stotina po milimetru 
širine ploče. 

Ako na ovakvu ploču bacimo uski snop 
bijele svjetlosti, ovaj će kroz ploču proći, 
ali će se sa svake strane centralnog snopa 
pojaviti obojeni snopovi. Slika kolimatora 
ulaznog snopa bit će ,razmazana" u duginim 
bojama zbog toga što za razne vrijednosti 
A imamo različite kutove maksimuma. Iz 
izraza а5іп Ө = A vidimo da će prvi snop 
imati crvenu komponentu najviše otklonjenu 
(za razliku od loma kod prizme). Za m = 
2 imamo također snop, ali znatno slabijeg 
intenziteta koji nije od praktičnog interesa. 

Naša formula predviđa jednake intenzitete 
za snopove svih redova, ali je jasno da to 
neće biti slučaj, veći zbog toga što rasprše- 
nje svjetlosti na zarezima nije izotropno, ali 
i zbog toga što se zarezi u praksi namjerno 
naročito oblikuju da daju maksimalni učinak 
za prvi snop. Intenzitet centralnog snopa 
je, dakako, daleko najjači, ali ovaj snop nije 


je gustoća pobuđenih energijskih stanja za preostale 
elektrone gotovo neiscrpna. Ovakva materija se po- 
naša kao da je praktički idealno ,,crna" i neprozirna. 
Naprotiv, laki atomi (recimo od vodika do fluora) 
kod ovako visokih temperatura mogu izgubiti sve 
elektrone. Time materijal postaje idealno proziran 
pa se fenomen naziva izbljeđivanjem (engl. bleac- 
hing). Radijacija, dakle, takav materijal ,,ne vidi" i 
slobodno se kroz njega propagira. 
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od interesa jer je svjetlost bijela. Kvalitetne 
optičke rešetke imaju zareze asimetričnog 
profila tako da daju pretežno samo jedan 
snop za m = 1 i, osim centralnog snopa, go- 
tovo ništa više. 


d sinĝul 


— d — 


Slika 9.43: Razlika putanja za zrake raspr- 
šene od susjednih linija rešetke 


Naravno, ako primarni snop pada koso 
na rešetku kao na slici 9.43 onda se uređaj 
ponaša kao da su oscilatori međusobno izvan 
faze. Tada je a = 27۳4۹71260, /۸ ра je ukupni 
pomak u fazi: 


2mdsin6;, 2rdsin ôu 
A A 


ф= 


gdje su 641 i 0;„ ulazni, odnosno izlazni ku- 
tovi snopova. Jasno je da će se maksimumi 
i dalje pojavljivati uz uvjet da je ф = 27т 
(m =0,1,2,..). 

Zadržimo se sada još na par slučajeva koji 
su od interesa. Pretpostavimo da је d < A. 
U tom slučaju postoji samo centralni snop 
(m = 0) što znači da je sin6;, =sin0,. Valja 
pri tome napomenuti da se ne radi ovdje o 
svjetlosti koja naprosto prolazi kroz ploču, 
već o novoj sekundarnoj svjetlosti koja može 
u stvari i interferirati s upadnim snopom. 
Ona je, dakle, generirana raspršenjem. To 
ne znači, dakako, da uz ovu sekundarnu 
svjetlost nemamo i popratnu primarnu koja 
samo prolazi kroz ploču. Za sekundarnu 
svjetlost imamo i drugo rješenje za kut iz, 
tj. onaj koji je suplement бщ, jer je sinus 
suplementarnog kuta jednak sinusu danog 
kuta. Kut raspršenja je jednak kutu upada! 
Ovo je reflektirani snop. 

Pretpostavimo da d > 0 tako da je fazni 
pomak oscilacija sve manji (svjetlost upada 
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koso na rešetku). Vidimo da je пф = Ф, 
tj. ukupni pomak u fazi je isti iako n > 
со. Kako ф ج‎ 0, tako ѕіпф > ф pa za uvjet 
maksimuma imamo 


Р Ion? sin? "Ф дї sin? £ 
ne m g2 


gdje smo u prvom izrazu na desnoj strani 
umetnuli n? u brojniku i nazivniku, tako da 
možemo kraće pisati Im = Ion?. 

Vidimo da se ovakav kontinuirani „zid” 
oscilatora ponaša poput uređaja gdje je d = 
A, ali ovdje nemamo snopova višeg reda. 

Promatrajmo sada ravninu koja sadrži je- 
dan cijeli niz oscilatora (cijeli zarez) (Slika 
9.44). (Presjek kroz zid oscilatora prikazuje 
samo jedan red, ali ostali redovi su u i izvan 
ravnine). 


Slika 9.44: Intenzitet kontinuirane linije osci- 
latora ima jedan izraženi maksimum i puno 
manjih maksimuma višeg reda 


Imamo li kolimaciju snopa u ovoj rav- 
nini? Lako se uvjerimo da imamo. Intenzitet 
snopa će opadati naglo čim kut promatra- 
nja odstupa od smjera ortogonalnog na red 
oscilatora. Ovo nam pokazuje da umjesto 
»kratkih antena" možemo imati i ,duge an- 
tene" (u našem slučaju čitave makroskop- 
ski duge zareze) u kojima naboji osciliraju 
samo preko male udaljenosti. Duge antene 
ili dugi zarezi automatski kolimiraju snop 
ortogonalno na ravninu oscilatora. Ovo smo 
uostalom i očekivali. 


9.6.2 Moć razlučivanja rešetke 

Optička rešetka i analogni uređaji spadaju 
među najmoćnije analitičke naprave u po- 
vijesti fizike. Bez ovih analitičkih uređaja 
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teško je zamisliti razvoj fizike u suvremenu 
eksperimentalnu znanost. Stoga je od naro- 
čitog interesa posvetiti nešto vremena pro- 
blemu rezolucije optičke rešetke. Formula- 
cija problema rezolucije je vrlo jednostavna. 
Pretpostavimo snop svjetlosti koji se sastoji 
od dviju vrlo bliskih valnih dužina. Kako 
bliske moraju ove valne dužine biti pa da 
rešetku „ргеуагіто” te ih ona registrira kao 
jednu jedinu valnu dužinu? 

S tim u vezi poslužimo se Rayleighovim 
kriterijem.“ Kriterij je isto jednostavan: 
dvije valne dužine ćemo razlikovati kao raz- 
ličite ako prvi difrakcijski minimum jednog 
snopa padne na maksimum drugoga (Slika 
9.45). Ako su snopovi bliži rešetka će ih 
, očitati" kao jedan. 


Slika 9.45: Ilustracija Rayleighovog kriterija. 
Maksimum jednog uzorka pada na prvi mi- 
nimum drugog. 


Lako je izračunati koliko različite valne 
dužine moraju biti da bi se jedan maksimum 
poklopio sa susjednim minimumom. Uvjet 
maksimuma za valnu dužinu A, udaljenost 
A mora biti nA, a za snop reda m to je 
mnà pa je tada ndsin6 = тпл. Drugi snop 
valne dužine А! treba kod tog kuta imati 
minimum. Dakle, za ovu valnu dužinu A 
mora biti točno za jednu valnu dužinu № 
veća od mnA , tj. A = mnA' + A = mna ili, 
ako nazovemo А = А+ AA, onda 


АХ 1 А 
ж ШШ ili — = 
AA 


mn 
A mn 


Omjer À naziva se moć razlučivanja re- 
šetke. Pretpostavimo da je AT razlika u 


TLord Rayleigh (1847-1919). Rođen kao John 
William Strutt, baron od Rayleigha, dobitnik Nobe- 
love nagrade 1904. 
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vremenu puta krajnjih zraka snopa, tj. 


AT=5 тА 


C С 


Razlika u frekvenciji Која odgovara ,, greški" 


AA u valnoj dužini je Av = sta (jer v = CA). 
Dakle Av = 5 = + ili 
AvA\=1 


što je vrlo lako zapamtiti. 


9.6.3 Antene za radioastronomiju, radar, 
satelite itd. 


Lociranje izvora radiovalova iz svemira jedan 
je od problema od velikog interesa za astrofi- 
zičare. Jedna od mogućnosti koja se tradici- 
onalno koristila je postavljanje niza antena 
koje primaju signal u sinkronizaciji. Antene 
se jednako ponašaju kao prijemnici i kao 
predajnici pa su principi koje smo upravo 
obradili jednako primjenjivi. To proizlazi iz 
principa reciprociteta. 

Ako je, dakle, radioizvor točno u smjeru 
okomitom na red antena signal će biti u fazi 
za sve antene i, ako su antene spojene za 
prijemni krug u fazi, signal će biti maksi- 
malnog intenziteta. Ako pretpostavimo da 
je radioizvor kod kutom 0 na normalu reda 
antena, pitamo se koliki je 6 kad je signal 
nula. Тада je A/L = , gdje је L dužina 
reda antena, a A mora tada biti jednaka A, 
tj. 0 = A/L. 

Parabolične antene često vidimo kao dio 
satelitskih prijemnika. Parabolična metalna 
ploha reflektira valove u žarište iz kojega 
se valovodima dovode u prijemnik. ovakve 
antene se u radioastronomiji koriste već go- 
dinama i općenito su vrlo velike. Kod njih 
isto vrijedi izraz za kut rezolucije, ali se, 
zbog kružnog oblika antene, koristi izraz 
0=1.22A/L, gdje је L dijametar antene. 
Dolazak na scenu digitalnih računala i sa- 
telitskih komunikacija omogućio je radioas- 
tronomima da se služe ,interferometrijom 
široke baze" tj. sinkronim prijemom signala 
u antenama koje su na različitim dijelovima 
Zemlje (npr. u Australiji i SAD) pa se time 
realizira moć rezolucije kao da je L reda di- 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


jametra Zemlje. Ista tehnika se može primi- 
jeniti korištenjem sinkronog prijema signala 
na antenama koje su u putanji oko Zemlje, 
s još boljom rezolucijom. Na taj način mo- 
guće je ostvariti preciznost lokacije izvora u 
svemiru reda djelića kutne sekunde. Tehnike 
interferometrije široke baze brzo se razvijaju 
i koriste se veći u optičkom dijelu spektra 
pa čak i u području x-zraka. 


9.6.4 Boja tankih listića 

Interferencija svjetlosti dovodi do raznih po- 
java gdje detalji samog procesa mogu biti i 
dosta složeni. Tako npr. kad svjetlost pro- 
lazi iz jednog medija u drugi, dio svjetlosti 
biva reflektiran na granici između tih me- 
dija. S razlogom i detaljima ove refleksije 
pozabavit ćemo se kasnije. 


(b) 


kut inklinacije Ө 
prikazan je uvećano 


Slika 9.46: (a) Boje tankih listića. (b) In- 
terferencija svjetlosti na tankom sloju zraka 
između staklenih ploča inkliniranih pod vrlo 
malim kutom. 


Kad svjetlost prolazi kroz ploču nekog ma- 
terijala, jedan mali dio (nekoliko postotaka) 
se reflektira prilikom ulaska u medij i pri- 
likom izlaska (Slika 9.46b). Ako se radi o 
tankom filmu, kao npr. ulju koje pliva na 
vodi, reflektirane zrake će biti paralelne i 
vrlo blizu jedna drugoj, ali one koje se reflek- 
tiraju na izlaznoj plohi bit će izvan faze za 
dodatni put svjetlosti u filmu. 

Ako se radi o širokom snopu svjetlosti, 
interferencija će nastati u cijelom području 
preklapanja snopa (jer svaki snop možemo 
promatrati kao da se sastoji od bezbroj tan- 
kih snopova). Hoće li interferencija biti kons- 
truktivna ili destruktivna ovisit će o kutu 
upada svjetlosti i o njenoj valnoj dužini pa 
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će za neke boje svjetlosti i neke kutove in- 
terferencija biti konstruktivna, odnosno des- 
truktivna. takvi filmovi će nam pri danjoj 
svjetlosti izgledati obojeni duginim bojama. 
Ove boje će se mijenjati u ovisnosti o kutu 
pod kojim promatramo film. 

Difrakciju možemo koristiti i tako što nam 
svjetlost (ili radijacija općenito) poznatih 
osobina daje podatke o napravi na kojoj se 
difrakcija odvija. Iz oblika i konfiguracije 
raspršene svjetlosti možemo mnogo toga doz- 
nati o strukturi sistema odgovornog za pro- 
ces difrakcije. Tako, npr. ako neka rešetka, 
daje samo nulti snop, znamo da jed < А. 
Ako su maksimumi asimetrični, znamo da 
su tako i zarezi. Ako mjerimo kutove ras- 
pršenja i znamo iznos A možemo izračunati 
d itd. Bitno je da zareze ne moramo ni vi- 
djeti! Ovaj princip se koristi za mjerenje 
međusobne udaljenosti atoma u kristalima. 
Dakako, atomi u kristalima tvore trodimen- 
zionalnu rešetku pa je situacija s analizom 
nešto složenija. Osim toga, atomi su u kris- 
talima međusobno udaljeni samo nekoliko 
desetinki nanometra pa se umjesto svjetlosti 
koriste općenito x-zrake. 


9.6.5 Difrakcija па neprozirnoj ргергесі 


Pretpostavimo da imamo komad napete alu- 
minijske folije i u njoj rupu s dimenzijama 
koje su velike u usporedbi s valnom duži- 
nom svjetlosti. Ako foliju osvijetlimo tako 
da rupa baca sjenu na udaljeni zastor, kako 
će ta sjena izgledati? Dobit ćemo, naravno, 
sjenu rupe na zastoru, ali kakva će biti struk- 
tura sjene? U stvari, odgovor na ovo pita- 
nje ćemo dobiti do visokog stupnja točnosti 
ako pretpostavimo da je otvor rupe prekri- 
ven ravninom jednoliko raspodijeljenih os- 
cilatora (Slika 9.47) koji osciliraju u fazi! 
Ovo je, na prvi pogled, gotovo apsurdna 
pretpostavka, jer je rupa mjesto gdje oscila- 
tora sasvim sigurno nema. Ipak, ovaj model 
nam daje točan opis onoga što možemo lako 
mjerenjem utvrditi. 

Promatrajmo, dakle, osvjetljenje zastora 
kod mjesta koje se nalazi u blizini ivice rupe 
(točka Р na slici). Pitamo se: koliki je in- 
tenzitet svjetlosti (u točki P) koju zrači sloj, 
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neprozirna 
prepreka 


zaslon 


Slika 9.47: Udaljeni izvor svjetlosti baca 
sjenu neprozirnog objekta na zaslon. 


visoke površinske gustoće jednoliko raspo- 
dijeljenih oscilatora? То nas podsjeća na 
problem koji smo već jednom obradili, ali 
ovdje imamo dodatnu komplikaciju što je 
zastor na koji svjetlost pada na konačnoj 
udaljenosti od rupe. Da bismo dobili inten- 
zitet osvjetljenja u točki P valja sumirati 
ukupni doprinos svih oscilatora. Počnimo 
stoga najprije s oscilatorom koji je točno 
nasuprot točki P , tj. kod točke D (Slika 
9.47). Ako sada redom sumiramo doprinose 
oscilatora u okolini točke D, vidimo odmah 
da se faza mijenja, jer kad dođemo primje- 
rice do točke Е, udaljenost PE je očito veća 
od PD. (Valjalo bi također uzeti u obzir 
i pad intenziteta zbog same udaljenosti iz- 
vora, ali ako je zastor na udaljenosti znatno 
većoj od dijametra rupe ovo možemo za sada 
zanemariti). 

Razlika u putu PD — PE је h?/2s, što 
smo već ranije vidjeli, iz čega opažamo da je 
fazni pomak proporcionalan kvadratu udalje- 
nosti oscilatora od točke D, tj. kvadratu А. 
(Vidimo da je ovaj slučaj različit od onoga 
gdje je s bio = co pa je fazni pomak bio 
linearno proporcionalan s udaljenosti h). Za 
razliku od slučaja u kojemu je fazni pomak 
linearno proporcionalan s h, što dovodi do 
jednakog faznog kuta između pojedinih osci- 
latora pa vektori amplituda tvore zatvoreni 
kružni poligon, ovdje fazni kut raste kva- 
dratom duljine krivulje koju vektori tvore. 
Analitički opis ovako nastale krivulje zahti- 
jeva malo težu matematiku, ali možemo lako 
prikazati krivulju grafički tako što nanosimo 
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vektore „гер na glavu" uz stalno rastuće 
fazne kutove (Slika 9.48). Na taj način do- 
bijemo krivulju koja se naziva Cornuova 
spirala s kojom smo se već ranije sreli. 


Slika 9.48: Zbrajanje amplituda puno oscila- 
tora u fazi čija fazna kašnjenja variraju kao 
kvadrat udaljenosti od točke D 


Ako hoćemo znati intenzitet kod točke 
P (Slika 9.48) moramo sumirati sve dopri- 
nose intenziteta pojedinih oscilatora od ivice 
rupe do točke D i dalje od D do druge ivice 
rupe. Pretpostavimo da doprinos oscilatora 
na donjoj ivici rupe odgovara točki Bp na 
Cornuovoj spirali (Slika 9.48). Odatle idemo 
prema Bio sve do druge strane rupe ili, ako 
je ova daleko, do B;x. U ovom drugom 
slučaju amplituda će biti dana vektorom 
B Poo: Točka infleksije krivulje uvijek odgo- 
vara točki D, tj. nasuprot točki P. To znači 
da će točka Bp ovisiti o položaju točke P, 
što nadalje znači da će vektor B Poo imati 
više maksimuma i minimuma (Slika 9.49). 
Ovo, dakako, vrijedi za slučaj u kojemu je 
točka P iznad ivice rupe. U protivnome, 
ako mjerimo intenzitet svjetlosti primjerice 
kod točke Q, tj. ispod , geometrijeske sjene" 
rupe, onda samo vektori na jednoj polovini 
Cornuove spirale doprinose intenzitetu pa će 
početna točka u tom slučaju biti na strani 
spirale desno od D (točka BQ) i odgovara- 
jući vektor rezultante BQo će biti sve manji 
kako zalazimo dalje u sjenu. Koliki je inten- 
zitet? Za očekivati je da nas najviše zanima 
distribucija svjetlosti u okolici ,, geometrij- 
ske sjene" gdje promatramo ogib svjetlosti 
(Slika 9.49). Točno nasuprot ivici rupe in- 
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tenzitet je lako izračunati; on iznosi točno 
1 upadnog intenziteta, što је očito ако ро- 
gledamo sliku 9.48. 


1 4 
Io 
1.0 


0.25 


Slika 9.49: Intenzitet zračenja blizu ruba 
sjene. Geometrijski rub sjene je na хо. 


Tada je, naime, početna točka upravo kod 
D pa je vektor B točno polovina onoga koji 
bi predstavljao amplitudu u točki P daleko 
od ivice. Amplituda je, dakle, polovina am- 
plitude upadnog snopa pa je intenzitet svje- 
tlosti na ivici „geometrijske sjene” jednak 
jednoj četvrtini upadnog intenziteta. Preos- 
taje nam da izračunamo apsolutni intenzitet 
svjetlosti iza rupe. 

9.6.6 Intenzitet elektromagnetskog polja 
ravnine oscilatora 


Analiza koju smo upravo koristili dala nam 
je kvalitativne podatke relativnom intenzi- 
tetu zračenja. Zanima nas apsolutni iznos 
polja koje zrači ravnina gusto, ali jednoliko, 
raspodijeljenih oscilatora. 

Pretpostavimo, dakle, ravninu koja sadrži 
jednoliko i gusto raspodijeljene oscilatore 
koji svi osciliraju u fazi jednakom amplitu- 
dom. Valja naći iznos polja u nekoj točki 
na konačnoj, ali ipak znatnoj, udaljenosti 
od ravnine (Slika 9.50). (Ne smijemo biti 
suviše blizu oscilatora, jer bi izračunavanje 
polja bilo komplicirano). 

Označimo ravninu oscilatora s ху koor- 
dinatama tako da mjerimo intenzitet polja 
u točki koja se nalazi na z-osi. Pretposta- 
vimo da svaki oscilirajući naboj ima iznos g i 
da svi osciliraju u fazi harmonički jednakim 
amplitudama istog smjera, a površinsku gus- 
{оби oscilatora označimo s 7. Neka kretanje 
svakog naboja oko svoje vlastite točke ravno- 
teže bude dano izrazom zg coswt ili, u našem 
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oscilirajući naboj 


ploča oscilirajućih 
naboja 


Slika 9.50: Polje zračenja ploče oscilirajućih 
naboja 


uobičajenom načinu zapisa, хое‘. Polje u 
točki P na osi z koje daje oscilirajući naboj 
u točki Q (Slika 9.50) bit će proporcionalno 
akceleraciji -w2%xge'=? koja je ista za svaki 
naboj. 

Polje u točki P je, dakako, retardirano, 
jer se u trenutku t odnosi na akceleraciju u 
vremenu € =t—r/c. Polje u Р će, dakle, 
biti proporcionalno 

—ш?тре“”®— 8) 
Iz ovoga i naše formule za polje imamo polje 
naboja kod Q u točki P koje iznosi približno 


; t 
q wget t-i) 


Ае Arege? r 

Ovaj izraz je samo približno točan jer smo 
zapravo morali uzeti komponentu akcelera- 
cije ortogonalnu na r. Za naboje koji su 
udaljeni za iznos p od osi z, gornji izraz će 
biti tim točniji što je više ispunjen uvjet da 
je r> р. Gornji izraz će se odnositi na sve 
oscilatore koji se nalaze na kružnom prste- 
nastom elementu ravnine radijusa p i širine 
dp. (Iako to nije toliko bitno, valja imati na 
umu da svi ti oscilatori neće imati istu kom- 
ponentu akceleracije okomitu na r. Ovaj 
nedostatak možemo otkloniti tako da super- 
poniramo više ravnina oscilatora različitih 
smjerova oscilacije). Doprinos polju takvog 
prstena u točki P će biti 2rpdpA Еот, dok 
će cijela ravnina oscilatora davati polje u P 


iw(t— 1) 


оо 2 
Е= | ы 2 да -2r pndp 
o 47є0с r 
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Za vrijeme integracije, t = konst. pa inte- 
griramo samo od p = 0 do p = оо. Dio koji 


e—iwr/c 


integriramo je h -—pdp. Budući da 
je r? = р? + 22, vidimo da је 2rdr = 2pdp. 
Tako naš integral postaje 


o iwr с 
J e c dr =—— |е 
z iw 


gdje smo umjesto مه(ګ)‎ stavili samo مه‎ 
se svodi na isto. Postavlja se pitanje: što 
je e-/**? Njegov realni dio je соз(—оо), što 
je nedefinirano i može biti bilo koji broj iz- 
među +1 1-1. Na osnovi našeg fizikalnog 
modela, međutim, nije teško vidjeti da in- 


što 


tegral [*e-“€ dr možemo prikazati kao 
sumu kompleksnih vektora od kojih svaki 
ima iznos Ar, dok mu je kut, u odnosu na 
realnu os jednak - ۰ Tako је kut prvog u 


ит. 
odnosu na realnu os 0 = — 2, kut drugoga 
na istu os je 0 ۸0 = — 2 — 222 itd. (Slika 
9.51). Ako ovako nastavimo, opisat ćemo 


poligon i doći opet u ishodište. 


= = imaginarna os 
oAr 
== _ a 
„2° 3 в) realna os 
r ML 
/ АӨ 
LA = 
| c S 
I e АӨ 
\ \ 
٢ M 
\ 
М 
S 
7 
Slika 9.51: Grafičko rješenje integrala 
نه‎ — iwr 
Pee dr 


Ovako bismo se vrtjeli po kružnici radijusa 
Ar/A0 а da integral ne dobije bilo kakvu 
određenu vrijednost. No, fizikalna situacija 
nalaže drukčiji zaključak. Kako p raste tako 
s njim i r pa su oscilatori sve udaljeniji od 
točke Р , a projekcija vektora akceleracije 
na ravninu okomitu na r sve je manja. Iako 
je gornja granica integrala beskonačna, očito 
je da će doprinosi udaljenih oscilatora bivati 
sve manji, što zbog zakona inverznog kva- 
drata, što zbog sve manjeg doprinosa kom- 
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ponente akceleracije naboja. Možemo stoga 
zamisliti da vektorići Ат bivaju efektivno 
sve manji, pa umjesto kružnice na slici 9.51 
imamo spiralu koja završava u središtu kruž- 
nice (Slika 9.52). Rezultanta A je jednaka 


iwz 


po iznosu radijusu kružnice tj. e е što 
bismo dobili pretpostavkom da je u prvobit- 
nom integralu e7% = 0. 


imaginarna os 4 З 
početak; г=2 


= 
realna os 


Slika 9.52: Grafičko rješenje integrala 
f Je ne “€ dr 


Vratimo se sada početnoj jednadžbi i iz- 
računajmo ukupno polje u točki P : 


Ер = -э коше ”@-®) 


єс 


iw(t— 


Vidimo da је 6 £) jednako brzini 


naboja pa možemo pisati 


gdje jet“ =t— z/c. Ovo nam izgleda malo 
čudno, jer retardacija ispada da je kons- 
tantna iako r varira od z do co. Račun je 
ipak točan. Što više, iako je fizikalni model 
zasnovan na velikim udaljenostima 2, gornja 
formula je točna i za male z pa čak i za 
2 — А! 
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10. Fizikalna optik 


Эл 
A 


rap) 


10.1 Podrijetlo indeksa loma 


U dosadašnjim razmatranjima optičkih feno- 
mena stigli smo do točke kad je nužno rasvi- 
jetliti jednu, na prvi pogled, paradoksalnu 
činjenicu. Naime, iako foton kao elektro- 
magnetski fenomen uvijek putuje brzinom 
svjetlosti pa i onda kad prolazi kroz ma- 
teriju, Fermatov princip na kojem počiva 
geometrijska optika implicira da se svjetlost 
kroz materiju kreće reduciranom brzinom 
с/т. Lako se uvjerimo da ovaj zaključak 
proizlazi direktno iz valnih svojstava svje- 
tlosti. Promatrajmo prolaz vala svjetlosti 
kroz granicu dvaju medija (slika 10.1). Va- 
lovi iz vakuuma (ili rjeđeg medija) ulaze u 
gušći medij. 


upadna 
zraka 


vakuum 


krijeste vala 


lomljena 
zraka 


Slika 10.1: Odnos između kuta loma i pro- 
mjene brzine svjetlosti. (Crtkanom linijom 
označene su krijeste vala, odnosno valna, 
fronta.) 


Ako promatramo valne krijeste i prisje- 
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timo se da će val prilikom prolaska kroz 
granicu između medija očuvati koherenciju 
(tj. frekvenciju i fazu) to je očito da će uda- 
ljenost između krijesta u vakuumu biti A, 
dok će promjena smjera vala prilikom prola- 
ska u gusti medij zahtijevati da udaljenost 
između krijesta u tom gustom mediju bude 
manja, recimo A'. Pri tome, dakako, kri- 
jeste vala na granici medija zadržavaju svoj 
kontinuitet. to znači da valovi ispunjavaju 
uvjet: 
2тс 


wn 
dok je A = 2тс/ш. 

Jedini način da valovi prilikom prolaska 
kroz granicu medija i dalje ,,pašu", tj. da 
očuvaju koherenciju, jest upravo da se lome, 
tj. da bude sin6,,/sin8; = п, što je Snellov 
zakon. 

Da bismo ovaj fenomen pobliže objasnili, 
moramo krenuti s dvije pretpostavke: 

Sa Da ukupno polje u nekoj točki prostora 
možemo uvijek prikazati kao sumu po- 
lja svih naboja u svemiru. 

$b Da je radijacijsko polje nekog naboja 
uvijek dano njegovom akceleracijom u 
retardiranom vremenu (т/с). 

Kako to da nemamo retardaciju zasno- 
vanu na c/n kad se radi, primjerice, o staklu? 
Točno jest da svjetlost prividno putuje br- 
zinom c/n, ali polje proizvode svi naboji, 
dakle i oni u staklu. Ukupno polje i dalje 
putuje brzinom c, a ipak svjetlost izgleda 
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kao da putuje brzinom c/n. U to se sada 
moramo uvjeriti. 

Počnimo s jednostavnim modelom izvora 
koji zrači. Zračenje prolazi kroz ploču gus- 
tog medija i biva detektirano u točki koja se 
nalazi iza ploče (Slika 10.2). Nazovimo iz- 
vor zračenja 1 ,vanjskim". Svjetlost prolazi 
kroz ploču gustog medija koja je relativno 
daleko od izvora Г i stiže do točke Р gdje je 
detektirana. Pretpostavimo da je točka P 
opet dosta daleko od ploče gustog medija. 


Я dolazni transmitirani 

izvor 

zračenja I val “al 

“| Р 
u = کر‎ o 
-— Va Da 


polje u točki P = ? 


reflektirani staklena ploča 


Slika 10.2: Električni valovi prolaze kroz sloj 
prozirnog materijala. 


Prema spomenutom principu Sa polje u 
točki P će biti vektorska suma polja koje 
proizvode oscilatori u ,vanjskom'" izvoru kod 
I i svih naboja u ploči, time da svako po- 
lje ima svojstvenu retardaciju kod brzine c. 
Pretpostavimo da je doprinos svakog naboja 
neovisan o prisutnosti drugih naboja. (Ovo 
„aproksimacija rijetkog medija" je donekle 
kontradiktorna, s obzirom da smo za pro- 
vidnu ploču uzeli ,gusti" medij. U stvari, 
ovo radimo da bismo pojednostavnili račun, 
a da pri tom zaključak naše analize ni malo 
ne mijenja fizikalnu sliku, pa vrijedi kvali- 
tativno i za guste medije kao npr. staklo). 
Dakle 


е? = 
E= ۷ ESVAKI NABOJ 
SVI NABOJI 
= = 
E = Er+ ESVAKI NABOJ 


SVI OSTALI NABOJ 


gdje je E, polje koje daje izvor kod P. U 
našoj aproksimaciji ovo polje je isto kakvo 
bi bilo da ploče i nema. Polje u P je, dakle, 
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rezultat još dodatnog polja ostalih naboja u 
ploči. 

Pitamo se: zašto naboji u ploči titraju? 
Svaki materijal sadrži elektrone pa prisut- 
nost izmjeničnog električnog polja u njemu 
tjera te elektrone da osciliraju pa i oni pos- 
taju sekundarni generatori zračenja. Nji- 
hovo zračenje doprinosi ukupnom polju kod 
P. Kad se ovo uzme u obzir onda rezultat 
daje polje u P kao da se zračenje u ploči 
kretalo brzinom c/n. 

Rješenje problema gustog medija u svom 
egzaktnom obliku je složeno, jer određeni 
naboj, primjerice u staklu, ne osjeća samo 
polje Er , veći polje ostalih naboja, u prvom 
redu i ostalih elektrona u istom atomu, što 
opet ovisi o ponašanju prvobitnog naboja 
itd. Princip ostaje ipak isti pa ćemo ostati 
pri modelu ,rijetkog medija" iako je on, u 
usporedbi s vakuumom ,, gust". Ovako pojed- 
nostavljen problem implicira pretpostavku 
da je utjecaj Er dominantan i da je n ~ 1.1 
Polje u točki P će se sastojati od polja iz- 
vora E, i polja Ea koje proizvode naboji u 
materijalu. U odsutnosti ploče imali bismo 
kod P samo polje Er: 


Ет = Був) 


što se dogodi ako pretpostavimo da polje 
putuje sporije u ploči? Neka debljina ploče 
bude Az. u odsutnosti ploče ovu udaljenost 
bi polje prešlo za vrijeme Az/c, ali u prisut- 
nosti ploče to vrijeme je nAz/c, tj. imamo 
dodatno vrijeme At = (n—1)Az/c. Izvan 
ploče pretpostavljamo da svjetlost nastav- 
lja put brzinom c pa dodatno vrijeme ,,kaš- 
njenja" u ploči možemo uzeti u obzir tako 
da umjesto t u jednadžbi stavimo t— At ili 
t—(n—1)Az/c. Dakle, polje „poslije ploče? 


IMožemo opaziti da kretanje naboja u ploči pro- 
izvodi polje koje će se kretati u svim smjerovima pa 
i natraške prema izvoru. To je pojava raspršenja i 
refleksije. Zbog sačuvanja koherencije u prozirnom 
mediju raspršenje je zanemarivo, ali refleksija nije. 
Ona je koherentni utjecaj kretanja naboja u cijelom 
mediju, ne samo na površini. Upravo zbog kohe- 
rentnosti ukupan efekt je takav kao da se svjetlost 
reflektira na površini. U našem modelu n = 1 pa 
refleksiju možemo zanemariti. 
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ili Epp je 
Epp = Epe” w[t-(n—1) 52 2] 


što možemo napisati Као 


Epp = е0" 1( Eve iw(t—2) 
iz čega se vidi da se polje iza ploče može do- 
biti od polja Er tako da ovo posljednje pom- 
nožimo s faktorom e-i»(n-1)4ž Znamo, 
međutim, da ako neku oscilirajuću funkciju 
pomnožimo s faktorom poput ,هم‎ mi joj 
time promijenimo fazu oscilacije za kut б, 
a to je, naravno, upravo ono što se uistinu 
dešava kad val prođe kroz ploču! U ovom 
slučaju faza se pomakla za w(n—1) Аа, (Ма1 
je retardiran jer je predznak u eksponentu 
minus.) 

Ranije smo rekli da će oscilatori u ploči 
, dodati" neko polje iza ploče. Energijski 
gledano, dakako, naboji ne mogu načiniti 
polje jačim. Umjesto toga dobijemo samo 
faktor promjene faze. To možemo dobiti i 
tako da dodamo neki prikladni kompleksni 
broj. To je lako ukoliko je Az malen, ako se 
sjetimo da za neki mali broj т, e“ je gotovo 
isto što i 1 + pa možemo napisati 


Tražena jednadžba tada postaje 


Epp = Epei“(t-2) —tw(n—1) == 
gdje је prvi član jednak E, dok je drugi 
član jednak Æa. Dakle, polje ,,poslije ploče? 
se može prikazati kao suma polja upadnog 
zračenja i „dodatnog” polja koje proizvode 
naboji u ploči. Ovo dodatno polje je, kako 
smo i očekivali, funkcija indeksa loma n i 
veličina Az i z kao, naravno, i Eg. Ovo se 
lako prikaže u kompleksnoj ravnini (Slika 
10.3) u kojoj se predominantno kompleksni 
karakter polja E, jasno vidi. 

Retardacija u fazi w(n — 1) 2+ može se 
prikazati kao dodatak vektoru E, upravo 


imaginarna os 


kut=o(n-1)Az/c 


realna os 


Лак, 
on Ploče = 


Slika 10.3: Dijagram transmisijskog vala kao 
funkcija (t,2) 


značenje broja ‘ i u faktoru ispred Есе?” w(t-£) 
kod izraza za Ёл. Drugim riječima, ako je EL 
realan onda je E, negativan i imaginaran, ili, 
općenito, Eri Ё, su uglavnom ortogonalni. 


10.1.1 Polje koje nastaje zbog materijala 
Budući da se u jednadžbi 


; z A 
Epp = Epe- 2) _ iw(n—1)— 
с 


javlja veličina n kao jedini nefundamentalan 
broj, postavlja se pitanje: odgovara li polje 
Ea, onom što bismo očekivali od oscilatora 
u materijalu? Ovo moramo provjeriti. 

Ako je izvor I dovoljno daleko, možemo 
reći da je kod ploče val uglavnom ravan i u 
fazi posvuda u ploči. Ako pretpostavimo da 
je kod ploče 2 = 0, onda je 

Er = Ege“ / KOD PLOČE */ 

Ovo će polje djelovati na elektrone u materi- 
jalu i tjerati ih na oscilacije. (Pretpostavimo 
da je Eg vertikalan). Sila koja djeluje na na- 
boje je gE. Ovdje koristimo vrlo uproštenu 
klasičnu sliku u kojoj su elektroni elastično 
vezani uz atom i osciliraju harmonički, tj. 
otklon je proporcionalan sili. Ovaj jednos- 
tavni model daje dosta dobre rezultate kad 
je u pitanju svjetlost. Pretpostavimo, dakle, 
da elektrone vuče prema položaju ravnoteže 
sila koja je proporcionalna otklonu pa je 
jednadžba gibanja tada 


tog vektora Fa koji zauzima gotovo okomit da F 
položaj na realnu os. To, dakako, i jest de +шт = 
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gdje je m masa elektrona, a F' je sila koja 
djeluje na elektron. Ovo je situacija tjeranog 
oscilatora. Sila F' je dana izrazom 


Е = дЕ = qe Eoe™* 
što daje jednadžbu gibanja 
ат ; 
т (= +uže) = 4.Еде? 


gdje je ge naboj elektrona. Rješenje ovakve 
jednadžbe znamo: 


ж = roe™* 
što uvršteno u izvornu jednadžbu daje 


deEo 
m («2 Е w?) 


то = iwt 


Pri tome imajmo na umu da je točka oko 
koje elektroni osciliraju za svaki oscilator 
na drugom mjestu. Sada valja naći polje 
Ea. Budući da smo pretpostavili da je ploča 
tanka, možemo koristiti izraz za polje koje 
proizvodi ravnina oscilatora. tj. 


nq 
Vq (t') 


2є0с 
gdje je vy, brzina naboja retardirana za vri- 
jeme 2. Moramo naći brzinu elektrona i 
uvrstiti je u ovu jednadžbu. Brzina je deri- 
vacija 2-а po vremenu pa imamo 


E,=- 


qe Eo 
m (w — 4) 


Ea = e iw 
2€0C 


iw(t—2) 


Vidimo da ovo polje putuje u istom smjeru 
kao i Еу (što se vidi iz faktora e'“(t-£)), 
Kako smo očekivali, ovo polje ovisi o ņ i o 
Eg. Dobivenu formulu možemo usporediti s 
izrazom za polje Ea koji smo dobili pod pret- 
postavkom da je val ,usporen" u materijalu. 
U stvari izraz 


će biti identičan s onim koji smo upravo 
izveli ako je ispunjena jednakost: 


таг 


_1)Az= е 
жш 2eom (соб — w?) 
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Sjetimo se da je т bio simbol za površinsku 
gustoću naboja. Za tanku ploču to je uglav- 
nom isto što i NAz, gdje је N broj naboja 
u jedinici volumena. Dakle, ako stavimo 
NAz = т] dobijemo: 


Ova formula nam ,objašnjava" odakle po- 
tječe indeks loma n. Ilustrirajmo to i nekim 
primjerima! 


10.2 Disperzija 


Iz formule za indeks loma vidimo da on 
ovisi ne samo o parametrima materijala, veći 
o frekvenciji svjetlosti. Ova formula nam, 
dakle, pokazuje da, osim što svjetlost kasni u 
fazi u materijalu, to kašnjenje ovisi o njenoj 
frekvenciji. 

Iako je formula samo kvalitativno točna, 
zbog relativno grubih aproksimacija koje 
smo koristili, ona nam ipak daje uvid u 
osnovni mehanizam loma svjetlosti u „пе 
odviše gustim medijima" tj. plinovima. Kod 
većine ,običnih" plinova, kao npr. vodika, 
helija i dušika, rezonantna frekvencija elek- 
trona u atomima wg je u daljem ultraviolet- 
nim području što znači da možemo reći da je 
wo >> w, tako da је п gotovo konstantan u po- 
dručju vidljivog spektra. Za guste prozirne 
supstance rast vrijednosti w dovodi do rasta 
n. Plava svjetlost se lomi više od crvene. 
To objašnjava dugine boje i kako staklena 
prizma daje obojeni spektar. Ovaj fenomen 
ovisnosti n o frekvenciji naziva se disperzija, 
jednadžba za n u kojoj se javlja frekvencija 
naziva se jednadžba disperzije. 

Disperzijska jednadžba nam pokazuje još 
nešto. Ako w > шо, tj. ako se približavamo 
rezonantnoj frekvenciji, n raste do vrlo ve- 
likih vrijednosti i divergira kad шо i w po- 
prime istu vrijednost. Što se dakle dešava 
ako obasjavamo neki materijal sa svjetlošću 


2Ovi nazivi nisu ograničeni samo na svjetlost pa 
čak ni samo na elektromagnetsko zračenje, već se 
koriste općenito i u kvantnoj mehanici. 
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sve viših frekvencija? Idemo najprije u po- 
dručje vrlo visokih frekvencija. Obasjajmo 
staklo r-zrakama. 


Iz formule vidimo da je za 2-7гаКе w S шо 
za običnu materiju pa možemo u formulu 
staviti da je wg = 0. Iako su mnogi materijali 
neprozirni za svjetlost, prozirni su, u većoj ili 
manjoj mjeri, za x-zrake pa možemo govoriti 
o njihovom indeksu loma. No vidimo da 
je, prema formuli za n, taj indeks manji 
od 1. Slično dobijemo i za plin slobodnih 
elektrona! U stratosferi postoji mnoštvo 
slobodnih elektrona koji nastaju kao rezultat 
ionizacije viših slojeva atmosfere od strane 
ultraljubičastih zraka sa Sunca. Budući da 
je za slobodne elektrone wg = 0 jer nema 
povratne sile, to je očito za ovakav plin n < 1. 
Znači li to da elektromagnetski valovi sada 
putuju brže od c? Dakako da fotoni ne mogu 
putovati prostorom brže od c pa je jasno da 
se implicirana brzina veća od c može odnositi 
samo na faznu brzinu. Drugim riječima, za 
radijaciju kod koje је п < 1 fazni pomak 
elektromagnetskih valova, pri prolasku kroz 
materiju, je pozitivan. Znači li to da se 
signal može, u tom slučaju, slati kroz prostor 
brže od c? 


Signal se ne sastoji od jedinstvene frek- 
vencije, jer bismo u tom slučaju imali posla 
s beskonačnim ravnim valom, a on nije sig- 
nal. Signal implicira neku ,,oznaku" na valu 
kojom se on dade identificirati pa je očito 
da ta oznaka mora sadržavati skup više frek- 
vencija. Brzina kojom se signal može, dakle, 
propagirati ovisit će o indeksu loma kod više 
različitih frekvencija. Brzina c/n, o kojoj je 
ovdje riječ, je brzina kojom valne krijeste 
putuju prostorom. No, signal se ne kreće 
samom krijestom, već val moramo na nekom 
mjestu „označiti”, tj. uvesti izobličenje kon- 
ture vala da bismo tu oznaku mogli detekti- 
rati. Može se pokazati, a to ćemo i učiniti, 
da brzina signala ne ovisi o n već o dn/dw. 
Možemo odmah vidjeti, kvalitativno, o čemu 
se radi. 

U slučaju kad je w >> wo opažamo da je 
kretanje naboja suprotno u fazi od polja. 
Kako to? Podsjetimo se da smo u klasičnoj 
mehanici to već provjerili kod harmoničkog 
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oscilatora. U slučaju prodiranja elektromag- 
netskog zračenja u materiju, sasvim je si- 
gurno da kad polje stigne do naboja ovaj ne 
krene odmah u smjeru suprotnom od polja! 
Ono što se događa je analogno slučaju meha- 
ničkog oscilatora; tek nakon što je tranzient 
prošao, kretanje naboja poprimi pozitivni 
pomak u fazi i nastavi oscilirati suprotno od 
polja. Tada faza propuštenog polja brza is- 
pred faze upadnog polja. Zbog ovog brzanja 
u fazi, kažemo da je fazna brzina veća od c. 
Brzina fotona pri tome i dalje ostaje c. Ovo 
možemo prikazati grafički kao na slici 10.4. 
Kad naglo ,upalimo" svjetlosni val (zapravo 
onaj x-zraka) vidimo da ni u kom slučaju 
neće početak signala (tj. početak vala) stići 
brzinom većom od с, bez obzira što jen < 1. 


početak 


(a) E 
val u vakuumu 


(b) E 
transmitirani val 
u sredstvu sa п>1 


(с) E | 
transmitirani val 
u sredstvu sa 1 
mel 
brzanje u fazi 


Slika 10.4: Valni signal 


10.3 Prigušenje elektromagnet- 
skog zračenja 


Disperzijska jednadžba koju smo izveli na 
osnovi vrlo prostog modela ima očitih ne- 
dostataka. U prvom redu vidimo da nema 
prigušenja, što je svakako suprotno opaža- 
njima (inače bi sve supstance bile idealno 
prozirne; vidi napomenu o „izbljeđivanje” 
materije pod ekstremnim uvjetima). Dakle, 
nazivnik jednadžbe bi trebao sadržavati iz- 
raz (02 — w? +iqw) umjesto (wê —w?), gdje 
je y koeficijent prigušenja. Osim toga materi- 
jali imaju općenito više od jedne rezonantne 
frekvencije. Ovo dolazi od kvantnomeha- 
ničkog karaktera elektronske veze u atomu. 
Da ne bismo komplicirali naš jednostavni 
model, možemo uvesti u disperzijsku jed- 
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nadžbu parametar N; koji nam označava 
broj elektrona u jedinici volumena materi- 
jala, gdje se k odnosi na dane rezonantne 
frekvencije u tom materijalu. Pri tome pret- 
postavljamo da svaki određeni elektron ima 
određenu rezonantnu frekvenciju, što ne od- 
govara stvarnosti ali efektivno dobro opisuje 
opažanja. Naša disperzijska jednadžba onda 
postaje 


Nk 


n=14 


д2 
е 
2em >, w? — ш? + iypw 


(U kvantnoj mehanici ovaj oblik jed- 
nadžbe također je valjan ali, umjesto Ук 
pišemo № ,ما‎ gdje је № broj atoma u jedinič- 
nom volumenu, a fx je faktor koji se naziva 
snagom oscilatora i označava kako jako 
se neki atom dade pobuditi određenom rezo- 
nantnom frekvencijom шк). Ako grafički pri- 
kažemo ovisnost n o frekvenciji upadne svje- 
tlosti w vidimo (Slika 10.5) da je za wo S w 
ponašanje indeksa loma ,normalno", tj. on 
je veći od 1 i nagib krivulje je pozitivan; to 
je područje normalne disperzije. 

U području u kojemu је w = wọ , ili malo 
manja, nagib krivulje je negativan i to je 
područje anomalne disperzije (naziv „апо- 
шаша” dolazi od pomanjkanja razumijeva- 
nja njenog porijekla u vrijeme kad je opa- 
žena). 


10.4 Арѕогрсіја 
Naš novi izraz za n je, kako vidimo, komplek- 
san broj. Sto to znači? Možemo napisati 
т=п! +in" 
gdje su n' i n" realni brojevi. Jednadžbu 
Epp 25 یپ ۳ ول‎ 


preuredimo tako što umjesto n uvrstimo 
kompleksni izraz 


Epp=e wn" Az e ")د‎ 1) 42 
تپتپآنرنننا‎ 


. Eget” 8) 
B 


i prvi faktor na desnoj strani nazovemo A, a 
ostali dio B. Vidimo da B ima isti oblik kao 
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izvorna jednadžba i predstavlja val koji je 
pomaknut u fazi za w(n' — 1)22. Prvi član 
A je eksponencijalna funkcija s realnim eks- 
ponentom (jer smo imali dva 7) pred kojime 
imamo negativan predznak, što pokazuje da 
polje opada proporcionalno s Az. Val stoga 
slabi kako prolazi kroz materijal. Dio polja, 
dakle, biva apsorbiran pa val gubi dio ener- 
gije. Ovo nije ništa čudno, jer time što smo 
uveli koeficijent prigušenja (što odgovara tre- 
nju u mehaničkom analogu) očekujemo da 
će dio energije elektromagnetskog vala biti 
utrošen u savladavanju ,trenja" atomskog 
oscilatora i pretvorit će se u toplinu. To je, 
znamo, u skladu s opažanjima. Imaginarni 
dio n" kompleksnog indeksa loma predstav- 
lja, dakle, apsorpciju (ili atenuaciju) vala pa 
se često naziva indeks apsorpcije. 

Imaginarni dio indeksa loma također uzro- 
kuje skretanje vektora E, prema ishodištu 
što je vidljivo iz dijagrama na slici 10.3, a 
time i smanjenje iznosa vektora električnog 
polja u točki P poslije ploče za (Slika 10.2). 

U slučaju kad imamo vidljivu svjetlost 
u optičkom staklu ili npr. metil metakrilat 
polimeru (,Pleksiglasu") apsorpcija је mala 
jer je faktor tyw mali u usporedbi s fakto- 
rom («2 –а?). Kako frekvencija upadne 
svjetlosti raste i w postaje usporediva 5 шк, 
faktor («2 —u?) postaje malen i indeks n 
postaje velik i gotovo potpuno imaginaran. 
Apsorpcija postaje tada dominantna. Ovo 
je upravo efekt koji dovodi do tamnih linija 
u sunčevom spektru. Svjetlost koja krene 
s površine Sunca prolazi kroz njegovu at- 
mosferu i zatim kroz atmosferu Zemlje, te 
biva apsorbirana od strane hladnih atoma 
odnosno njihovih elektrona kod rezonantne 
frekvencije. Upravo promatranja tih tamnih 
linija u spektru (Slika 10.6) omogućava nam 
da dobijemo uvid u sastav atmosfera Sunca 
i ostalih zvijezda. Zaključak istraživanja je 
taj da je materija Sunca i zvijezda vrlo slič- 
nog (ali ipak ne istog) sastava kao ona na 
Zemlji. 


10.4.1 Energija elektromagnetskog vala 


Budući da se imaginarni dio indeksa loma 
odnosi na fenomen apsorpcije, možemo to 
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normala (а) | (b) 
E' kx = kx = ki igl 
к=к = К sli R 
en 
Ke тео = Pad 
кп +0 1,4. 
E 1 
n= пе іп = p'+ in" б 1.2: 
коко 9 f 
Ф 
к= (кё; о; кёк") | B 0.6: Іт п 
u Az EE : 
E,, = Вхехр[-оп".22] же 
2 g 03. 
sredstvo 1 
atenuacija (apsorpcija) 0 
vala u z-smjeru 
k" 
Og frekvencija 


Slika 10.5: Indeks loma kao funkcija frekvencije. 


koristiti da nađemo energiju koju val svje- 
tlosti sadrži. 

Već smo ranije zaključili, na osnovi 
općenitih argumenata, da je energija 
elektromagnetskog vala proporcionalna 
E?, tj. srednjoj vrijednosti (po vremenu) 
kvadrata električnog polja. Pad u iznosu E 
mora, dakle, značiti gubitak ove energije 
uslijed ,,trenja" što u ovom slučaju završava 
pretvaranjem dijela svjetlosti u toplinu. 
Ovu bilancu možemo ukratko izraziti kao: 


UKUPNA 


IZLAZNA nE IZLAZNI 
ENERGIJA ENERGIJA 


RAD 


_Lijevu stranu možemo pisati za sada kao 
аЕ?, gdje је faktor proporcionalnosti koji 
povezuje vrijednost srednjeg kvadrata E i 
energije. Za prvi član na desnoj strani mo- 
žemo onda pisati: 


a(Er+ Ea) m a(E?+2E;E, + ЕЗ) 


Vratimo li se našoj bitnoj pretpostavci da 
materijal nije jako gust, tj. da je n = 1, vi- 
dimo da je Ea < Er pa možemo ispustiti 
član E2. (Netko bi mogao reći: „опаа is- 
pustimo і Ет Ев, jer je i taj mnogo manji od 
E? ", To je istina, ali ako to ispustimo onda 
potpuno ignoriramo prisutnost materijala!). 
Postupamo isto kao da kažemo da ispuštamo 
članove koji su proporcionalni s (NAz)? (ili 
više potencije), a zadržavamo one proporci- 
onalne s NAz. Ovo je, dakle, aproksimacija 
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niske gustoće. Vidimo da ovom aproksimaci- 
jom ignoriramo reflektirani val, što je u redu 
jer je amplituda ovog vala proporcionalna s 
NAz, a time mu je energija proporcionalna 
s (NAz)?. 

Sada nam preostaje izračunavanje člana 
koji nam daje rad koji polje vrši na savlada- 
vanju ,trenja" elektrona. Rad је sila х put, 
a nama zapravo treba snaga, tj. F. V, što u 
ovom slučaju možemo izraziti običnim pro- 
duktom jer su sila i brzina istoga smjera. Za 
neki osrednji atom možemo uzeti д. Ето, što 
je srednja vremenska vrijednost rada. Broj 
atoma po jedinici površine je NAz pa je zad- 
nji član naše energijske bilance NAz д: Ето. 
Ova bilanca sada izgleda ovako: 


aP? = аЕ? + 2aErEa + NAzqe Erv 
ili 
2aErEa+NAzaqeErv = 0 


Vidjeli smo да је, za velike 2, 


NA 
Шер шы 


26 6 
Prvi član energijske bilance može se onda 
napisati kao: 


NAzqe 


—2 
К 2€0C 


Er(Kop z) :0(#) 
No, Er(Kop z) je isto što i Еу(кор ATOMA) 
retardiran za z/c. Srednja vremenska 


vrijednost je, po definiciji, neovisna o 
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GRAPH OF A SPECTRUM 


Hydrogen 


u 
u 
Ф 
= 
= 
= 
о 
= 
са 


Peaks and valleys аге labeled 
with the elements and compounds 
that caused them 


(might be labeled as intensity, 
counts, flux, power, absorbance, 
transmittance or reflectance) 


(often labeled as wavelength, but 
can also be labeled as energy or 
freguency) 


Wavelength (nanometers) 


Slika 10.6: Svjetlost sa zvijezda može se razdvojiti na pojedine boje. Tako formirani 
spektar otkriva detalje u intenziteta zvjezdane svjetlosti koji nisu vidljive golim okom. 


Detektori u teleskopu mogu mjeriti preciznu 


svjetlinu pojedinačnih valnih duljina. Ti se 


podaci mogu iscrtati na grafikonu svjetine u odnosu na valnu duljinu. Koristeći taj grafikon 
mogu se otkriti brojni podaci o temperaturi, sastavu, kretanju i drugim karakteristikama 
zvijezde. Kredit NASA, ESA, Leah Hustak (STScI) 


vremenu pa prema tome i o retarda- 
ciji. Dakle, Er(kop ATOMA): v je isto što i 
E;(kop z) v(t’). 

Ako, dakle, usporedimo jednadžbu ener- 
gijske bilance, proizlazi da mora biti: 


æ 


= ILI 
єс 


a = egc 
Vidimo da je energija u jedinici vremena, 
koju donosi elektromagnetski val, tj. snaga 


vala ili ono što nazivamo intenzitet vala S 
dana izrazom: 


للم = 5 


gdje povlaka iznad simbola znači srednja vre- 
menska vrijednost. Ovo je koristan rezultat. 


10.4.2 Difrakcija svjetlosti kroz rupu u 
neprozirnom zastoru 
Ranije smo vidjeli da, kad imamo rupu u 
neprozirnom zastoru, onda distribuciju svje- 
tlosti koja prolazi kroz tu rupu možemo do- 
bro opisati modelom koji se zasniva na pret- 
postavci da je rupa prekrivena jednolikim 
slojem oscilatora. Drugim riječima, situacija 
je ista kao da je rupa izvor zračenja. Ovo 
moramo objasniti, jer na rupi svakako ne- 
mamo oscilatora. Prije svega odgovorimo 


na jedno relevantno pitanje: što je to ,ne- 
proziran zastor”? 

Ako je zastor neproziran, onda u točki 
Р , koja se nalazi iza zastora u odnosu па 
izvor, nema polja (Slika 10.7a.). Možemo se 
pitati zašto. Rekli smo da polje E, proizvodi 
oscilacije u materijalu zastora, tj. njegovim 
atomima, a ovi djeluju kao sekundarni izvori 
novog polja. Ako je zastor neproziran, onda 
ovo sekundarno polje mora upravo poništiti 
doprinos polja Er kod točke Р. 


(a) 
I E=E E=0 ФР 
Е ; ~ neproziran zastor 
1 (b) 
ix Е-Е ЕГЕТНЕ op 
——— rupa 
zid 
će) (c) 
ІЖ eP 
Е = Е; Е = Er + Еа + E'čep = 0 
—— zid 


Slika 10.7: Difrakcija na pukotini 


Mogli bismo pomisliti: ,kakva slučajnost 
da se ova polja upravo poništavaju! Što 
ako se ne poništavaju". Dakako, ako se ne 
poništavaju, onda će u točki Р biti nešto 
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polja. Ako je debljina zastora dovoljna polje 
će se poništiti, zastor će imati veliki i imagi- 
narni indeks loma i val će eksponencijalno 
trnuti u materijalu. (Napomenimo da su 
svi materijali u dovoljno tankim slojevima 
prozirni!). Što ako imamo rupe u zastoru 
(Slika 10.7b.)? Pojavit će se polje u P koje 
možemo prikazati kao sumu polja E I izvora 
I i polja koje daje zid zastora. Dakako da 
će oscilacije naboja u zidovima zastora biti 
komplicirane, no njihovo polje možemo lako 
naći. 

Pretpostavimo da smo rupe začepili istim 
materijalom (Slika 10.7c). Tada možemo 
reći da je polje u P jednako opet nuli, ali 
također sada znamo i to da, po našoj logici, 
mora biti: 


Ер = Ет + Ела 
kad su гире otvorene, і 


Ep = Er + Elia t Ех 


čep 7 


0 


kad se rupe zatvorene, gdje su Е i E' raz- 
ličita polja, dok je Er, dakako, isto polje 
bez obzira jesu li rupe začepljene ili otvo- 
rene. Subtrakcijom ovih dviju jednadžbi 
dobijemo: 

Ep= (Ezia m Е! а) = Ečep 
kad su rupe otvorene. 

Ako su rupe male (nekoliko A u dijametru) 
polje zida neće se suviše razlikovati od polja 
kod zatvorenih rupica osim malo u blizini 
samih rupica pa možemo tada pisati: 

Ема =E, 


zid 
Iz toga slijedi da je: 


Ep=—E; S) 
Iz ovoga proizlazi da je polje u P u prisut- 
nosti rupica jednako onom koje bi proizvo- 
dili oscilatori u materijalu čepova na rupi- 
cama. (Izuzev za negativni predznak koji 
nam nije interesantan jer nas zanima iznos 
intenziteta, a taj je proporcionalan kvadratu 
polja). Ovaj je rezultat donekle čudan, no 
ipak sasvim točan za male ali ne premale, 
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rupice. Polje £4,,, se može izračunati ako 
se sjetimo da je polje proizvedeno u ostalom 
dijelu zastora upravo takvo da poništi polje 
u Р. Ako ovo polje znamo, dovoljno је da 
dodamo polje oscilatora u čepovima. 

Rekli smo da je ovaj model dobar za male, 
ali ne premale rupice. Naime, ako su rupice 


suviše male, onda je polje E!_, tako malo da 


ce 

je reda veličine Eja — ЕЁ”. No, sjetimo se 
da smo, u našoj aproksimaciji, ovu veličinu 
izjednačili s nulom, iako to ona nije sasvim 
bila, jer je reda veličine ےئ‎ ili čak veća. 
U slučaju suviše malih rupica model, dakle, 
nije više valjan. 


10.5 Otpor zračenja 


Vidjeli smo već kako se izračunava energija 
zračenja oscilirajućeg naboja. Ako s S oz- 
načimo količinu energije koja prolazi kroz 
jedinicu površine (npr. m?) na sekundu i 
okomito na tu površinu, onda možemo pi- 
sati: 

5 = coc (E?) 


Svaki oscilirajući naboj, dakle, pa tako i an- 
tena koju tjera generator, zrači energiju koju 
valja nadoknaditi ukoliko želimo da oscila- 
tor postojano emitira. Kod antene energiju 
nadoknađuje električna struja koja teče iz 
generatora kroz žice do antene. S točke gle- 
dišta generatora antena očito djeluje kao 
otpor. U slučaju običnog otpora, energija 
završava kao toplina. U slučaju antene, ener- 
gija prelazi u prostor kao zračenje. S točke 
gledišta teorije krugova efekt je isti, tj. an- 
tena se ponaša kao otpor, iako je načinjena 
od dobrog vodiča. U stvari, što je antena 
bolja, to se ponaša sve više kao čisti otpor, 
minimalno kao iduktancija ili kapacitancija. 
Ovaj otpor nazivamo otpor zračenja. 

Ako struju koja ide u antenu označimo s 
I, onda je srednja snaga koju antena uzima 
od generatora produkt kvadrata struje i ot- 
pora zračenja. Nas ovdje zanima podrijetlo 
ovog otpora, tj. njegov mehanizam. Netko 
bi mogao reći: „Već smo izračunali energiju 
pa je sve u redu”. To je istina, ali jedno 
je izračunati energiju, a drugo je odgovoriti 
na pitanje koja je to sila protiv koje oscila- 
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tor vrši rad. U slučaju elektrona odgovor 
na pitanje je kompliciran i još nedovoljno 
jasan, ali u slučaju antene detalji procesa 
su nam jasni; polje koje proizvodi jedan dio 
antene djeluje na naboje u gibanju u dru- 
gom dijelu antene. Ove sile se, u principu, 
mogu izračunati. Ako, međutim, imamo 
osamljeni elektron koji oscilira, pitanje je 
kako taj osamljeni naboj može sam na sebe 
djelovati. 

U klasičnoj teoriji elektron je predstavljen 
kao loptica pa bi u tom modelu jedan dio 
loptice djelovao na drugi. Zbog zakašnje- 
nja djelovanja polja, sila nije sasvim u fazi 
s gibanjem. Naime, ako je elektron u sta- 
nju mirovanja, sve su sile u ravnoteži. Ako 
se on ubrzava, onda sila kojom prednji dio 
djeluje na zadnji nije ista kao ona kojom 
zadnji dio djeluje na prednji (upravo zbog 
ovog kašnjenja) pa imamo kašnjenje u fazi. 
Danas znamo da elektron nije mala loptica 
pa nam ovaj model nije od velike koristi. Ot- 
por zračenja elektrona možemo, međutim, 
izračunati indirektno. 


10.5.1 Snaga zračenja ubrzanog naboja 
Znajući polje, možemo, dakle, izračunati 
snagu zračenja ili intenzitet. Često nas za- 
nima ukupna energija koju ubrzani naboj 
zrači. Općenito, pretpostavimo da se naboj 
može ubrzavati bilo kako, ali nerelativistički. 
Ako je smjer akceleracije recimo vertikalan, 
polje je dano produktom iznosa naboja i 
komponente retardirane akceleracije ortogo- 
nale na smjer promatranja, podijeljenim s 
udaljenošću. Znajući polje znamo i snagu 
po jedinici površine na koju zračenje pada, a 
to je egc(E?). Veličina єс često se sreće u 
vezi s radiovalovima. Njezina recipročna vri- 
jednost naziva se impedancija vakuuma. 
Ovaj broj je lako zapamtiti jer iznosi: 


1 
=> = AI 
є0с 


Sjećamo se da је polje oscilatora bilo dano 
izrazom: 


E(t) = —ga(t')sin6 


(т/с */ 


4птєос2т 
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što daje snagu koji oscilator zrači po m? u 


smjeru 6: 
له ې‎ ѕіп? 0 
= 1 


/* a'=a(t) */ 


Vidimo da ova snaga (intenzitet) opada kva- 
dratom udaljenosti, što znamo da mora biti. 
Ukupna energija koju oscilator zrači na sve 
strane je onda integral S po svim smjero- 
vima. To lako izračunamo pomoću geome- 
trijske predodžbe (Slika 10.8). Površina 
sfernog segmenta je dA = 27т2 ѕіп 040 (jer 
2mrsin6 je opseg kružnice radijusa rsin, a 
۳00 je širina segmenta). 


Slika 10.8: Površina sfernog segmenta, 


Ukupna snaga je onda 


7 دل ې 
р= / SdA = 5 f sin? 0‏ 
po kugli ۴6 0‏ 


Možemo provjeriti da je Jo sin? 000 = 3 
(ako počnemo s time da je sin?6 = (1— 
cos? 9) вїп Ө ). Iz toga slijedi: 


К да? 
бтєдєЗ 


Ovaj izraz moramo dobro razumjeti. U pr- 
vom redu vidimo da је a’? zapravo a'-a', tj. 
kvadrat vektora ili kvadrat iznosa vektora. 
Nadalje, vidimo da smo upotrijebili retardi- 
ranu akceleraciju, tj. akceleraciju koja je iz- 
azvala zračenje koje sada prolazi kroz sfernu 
plohu (Slika 10.8). Je li energija oslobođena 
tada u to ranije vrijeme? Možemo reći da 
je to približno točno. Vrijeme oslobađanja 
energije ne može se točno definirati; jedino 
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što možemo točno izračunati je ono što se 
događa za vrijeme jedne potpune oscilacije, 
ili kad akceleracija prestane. Tok energije je 
tada dan, kako vidimo, kvadratom srednje 
akceleracije za vrijeme ovog perioda oscila- 
cije (akceleracije). Dakle, ako imamo kreta- 
nje čiji je period takav da je na početku i 
na kraju akceleracija jednaka nuli, onda ono 
što bismo u našoj jednadžbi trebali imati 
je vremenski integral jednadžbe za P. Kao 
primjer možemo uzeti slučaj harmoničkog 
oscilatora: 


2 


a= -W е 


roet” 
Srednja vrijednost akceleracije implicira tra- 
ženje srednje vrijednosti cos?wt , što iznosi 
4. Dakle, 


iz čega slijedi izraz za snagu zračenja akce- 
3 


leriranog izvora:' 


10.5.2 Prigušenje radijacije 

Sada vidimo da će oscilirajući naboj, prepu- 
šten samom sebi, prestati oscilirati nakon što 
energija oscilacije prijeđe u energiju izrače- 
nog vala. Pitamo se: kako brzo? Preciznije 
rečeno, zanima nas Q-faktor oscilirajućeg 
sistema. Sjetimo se da je Q-faktor, po de- 
finiciji, omjer ukupne energije oscilatora u 
bilo kojem trenutku i energije koju oscilator 
gubi po radijanu u jednom periodu oscilacije: 


E W _wW 
17 сүү و٥‎ 
аф dt 


3Sve formule koje koristimo relativno su moderne 
i dobro su poznate. U starijim knjigama odgovara- 
juće formule su pisane u starijem (CGS) sistemu jedi- 
nica. Da bismo starije formule mogli slijediti valja se 
sjetiti tih starijih jedinica. Pri tome postoji općenito 
pravilo: Iznos 2/47٥ gdje je ge naboj elektrona u 
coulombima, ranije pisan Као e?, tj. e? = 2/40 
što u SI jedinicama iznosi 1.5188 x 10— 14. Tako bi u 
starijim zapisima izraz za P izgledao ovako: 


3 e2a/? 
283 
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jer je: 

dW dW dt dW 

dọ Ф do wdt 
Budući da oscilator ,, gubi" energiju, možemo 
pisati 


aW ے‎ oW 
d О 


što ima rješenje 
_ ШЕ 
W = Woe Q 


gdje je Wo energija oscilatora u t = 0 

Dakako, dW/dt je veličina koju dobijemo 
iz izraza za P (jer to je isto) pa Q možemo 
izračunati. No, koliki je W za oscilator? 
Kinetička energija oscilatora је 1/2mv?, a 
srednja energija je onda 1/47۰ .هس‎ Sjetimo 
se da je ukupna energija oscilatora u duljem 
vremenskom intervalu podijeljena podjed- 
nako između kinetičke i potencijalne. То 
znači da je srednja vrijednost ukupne ener- 
gije oscilatora jednaka dvostrukoj srednjoj 
vrijednosti bilo kinetičke, bilo potencijalne 
energije. Možemo stoga pisati 

W = muža? 

Što staviti za vrijednost frekvencije? Ako 
je Q relativno velik, možemo koristiti pri- 
rodnu frekvenciju шо, jer to je uglavnom 
frekvencija koju atom zrači. Za m koristimo 
masu elektrona me. Dobit ćemo 


1 _ 4те? 
O 3" 
gdje je: 
2_ 42 wo 7# 


Areo c A 


Dakako, Q je broj bez dimenzija pa je očito 
da je veličina e?/mec? (ovisna samo o na- 
boju i masi elektrona) po dimenziji dužina. 
Ova veličina ima svoj naziv; to je klasični 
radijus elektrona. Ovo ime potječe od starih 
atomskih modela koji su nastojali objasniti 
otpor zračenja na osnovi slike elektrona kao 
male kuglice. U tom modelu, kako smo već 
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spomenuli, jedan dio elektrona bi djelovao 
na drugi, a dimenzije kuglice potrebne da 
bi se dobio točan odgovor bile su tog reda 
veličine. Numerički to je 


e2 


ro = = 2.82 x 10715m 


тес? 


Danas znamo da elektron nema ovakav ra- 
dijus pa ova veličina gubi svoj eksplicitni 
fizikalni smisao.“ 

Izračunajmo Q za neki atom, npr. atom 
natrija. Natrijeva žuta linija je reda veličine 
А = 6000 A. Iz toga 


ЗА 


= a 5x 107 
4тго 


4 


Vidimo da su O-faktori atoma reda veli- 
čine 105, što znači da će atom oscilirati oko 
108 radijana ili ~ 107 puta dok mu епег- 
gija ne padne za faktor 1/e. Frekvencija 
jev=c/A œ~ 1015 hertza. Iz toga dobijemo 
da je vrijeme potrebno da energija oscila- 
tora padne na 1/e početne vrijednosti reda 
1078 sekunde. Dakle u ,običnim" prilikama, 
slobodni atom zrači ovako dugo. Naravno, 
ako je atom u čvrstom tijelu, postoji me- 
đudjelovanje atoma i dodatno prigušivanje. 
Možemo izračunati još nešto. Sjetimo se da 
jey=wo/Q, a y nam daje širinu rezonantne 
krivulje! To znači da možemo izračunati 
širinu neke određene spektralne linije što je 
lako mjerljiva veličina: 


_2mcAw _2тсү _ 2me 


A = 
i E w Ош 


Ww 


А Атто 


Q 


Ako se sjetimo da je A reda veličine 1076 
m, vidimo da su spektralne linije vrlo uske. 
Zanimljivo je da ove vrijednosti, izračunate 
na osnovi sasvim klasičnog i vrlo naivnog mo- 
dela, nisu daleko od stvarno izmjerenih, iako 


1.18 x 10 4 m 


4Suvremeni model elektrona, kao uostalom i dru- 
gih nabijenih leptona (u i т) danas zasnivamo na 
predikciji teorije polja. U toj slici se elektron zas- 
niva na kompozitnoj strukturi koja bi sadržavala 
centralni ,,goli" naboj okružen nabojima ,,polariza- 
cije vakuuma" poput nekog ,,ježa". 
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su izmjerene vrijednosti znatno veće zbog ne- 
izbježnog međudjelovanja, kako intra- tako 
i inter-atomskih elektrona. 


10.5.3 Neovisni izvori 

Jedan оа naših ciljeva је ispitivanje procesa 
raspršenja svjetlosti pa je jasno da moramo 
pri tome razmotriti još jedan aspekt inter- 
ferencije svjetlosti. Pitamo se, naime: pod 
kojim okolnostima ne opažamo interferen- 
ciju? 

Već smo vidjeli da dva izvora svjetlosti 
čije su amplitude A1 i A2, a faze njihovih 
signala $1 i фә, zrače u određenom smjeru 
energiju koja je proporcionalna iznosu 


А2, = А2 + 42 +241 A2 соз(Фу — фә) 


Treći član je interferencija i, ako je ovaj član 
odsutan, onda imamo jednostavan rezultat 
da je ukupan intenzitet jednak sumi intenzi- 
teta pojedinih izvora. Naravno, interferen- 
cija u prirodi uvijek postoji, no ima slučajeva 
kad je ne opažamo, bar ne tako lako. Uz- 
mimo neke takve primjere. 

Pretpostavimo da imamo dva izvora koji 
su udaljeni za mnogo valnih dužina. Za bilo 
koji položaj detektora u prostoru postoji 
neka određena fazna razlika između valova. 
Ali dovoljno je pomaknuti detektor samo 
malo u nekom smjeru (za par valnih dužina) 
pa da se faza brzo, i viš puta, izmijeni pa 
kosinus brzo poprimi prosječnu vrijednost, 
koja je nula. Ako je apertura detektora veća 
od par valnih dužina, interferencija neće biti 
mjerljiva ni u principu.(Zjenica našeg oka 
je dijametra reda par tisuća valnih dužina 
vidljive svjetlosti). U ovakvim slučajevima, 
dakle, čak i za mala područja prostora, faza 
se mijenja tako brzo da vidimo (ili mjerimo) 
samo srednji intenzitet svjetlosti pa interfe- 
rencija, u praktičnom smislu, ne postoji. 

Još češći slučaj je onaj kod kojega su izvori 
neovisni ili ne osciliraju sasvim istim frek- 
vencijama ili, pak, imamo kombinaciju jed- 
noga i drugoga. Neovisni izvori, po definiciji, 
nemaju međudjelovanja pa ih je nemoguće 
sinkronizirati. (Kažemo za njih da su neko- 
herentni). Kako frekvencije ne moraju biti 
sasvim jednake imamo ,udare", tj. valovi su 
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čas u fazi čas izvan faze. Intenzitet varira 
u vremenu, ali ako su vremena promatranja 
ili mjerenja relativno duga u usporedbi s 
vremenima oscilacija (a u optici to redovito 
jesu), onda opet imamo posla sa srednjim 
intenzitetom bez utjecaja interferencije. U 
praksi, atomskih oscilatora je uvijek jako 
mnogo pa je utjecaj njihove nekoherentnosti 
tim veći. (U kvantnomehaničkoj slici neko- 
herentnost izvora je još očitija; atom zrači 
samo vrlo kratko vrijeme, reda 1078s. pa su 
izvori nekoherentni i onda ako su frekvencije 
vrlo bliske). 

Pri svemu ovome valja napomenuti da 
je interferencija ipak prisutna i može je se 
zaista opaziti ako su mjerenja dovoljno vre- 
menski kratka. Vidimo da ova mjerenja va- 
lja obaviti u toku bar jedne nanosekunde 
ili čak za kraće vrijeme! Današnji elektron- 
ski i optički instrumenti mogu lako razlučiti 
vremena reda femtosekunde (10-15s.) ра 
vidimo da nema problema oko provjere či- 
njenice da je interferencija uvijek prisutna. 


10.5.4 Raspršenje svjetlosti 


Ono što smo upravo konstatirali dovodi nas 
do zanimljivog fenomena koji nastaje u ne- 
uređenim medijima zbog toga što su u njima 
atomi nasumično razvrstani bilo vremenski 
(dinamički nered) bilo prostorno (neuređe- 
nost strukture) bilo kombinacijom jednoga i 
drugoga. 

Kad smo proučavali indeks loma, vidjeli 
smo da atomi zrače kao sekundarni izvori 
kad na njih djeluje vanjsko elektromagnet- 
sko polje. Ovo sekundarno zračenje naziva, 
se raspršenjem (što je već jednom bilo spo- 
menuto). Upadno polje tjera elektrone na 
oscilacije, a ovi onda zrače. Kod materijala 
poput stakla ovo raspršeno zračenje se onda 
kombinira s upadnim tako da daje snop u 
istom smjeru, ali s pomaknutom fazom i 
to je bila suština fenomena loma svjetlosti. 
Već smo prije postavili pitanje što je s osta- 
lim smjerovima. Normalno je za očekivati 
da će uredno postavljeni atomi u kristalnoj 
rešetci vrlo malo raspršiti svjetlost u smje- 
rovima izvan glavnog snopa jer bi u tom 
slučaju imali situaciju, koju smo već proma- 
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trali, gdje zbrajamo mnoštvo vektora čija se 
faza stalno mijenja, s rezultatom da se val 
poništava. 


upadni snop 
(nepolariziran) 


raspršeno | zračenje 


Slika 10.9: Zračenje pada na atom i uzro- 
kuje pomicanje naboja (elektrona) u atomu. 
Elektroni koji se kreću zrače u različitim 
smjerovima. 


Ako, međutim, imamo posla s medijem 
u kojemu su atomi nasumično postavljeni u 
prostoru, onda očekujemo da će svaki od njih 
zračiti u svim smjerovima nekoherentno pa 
će ukupni intenzitet zračenja biti suma svih 
intenziteta svakog atoma zasebno. Tako, 
primjerice, atomi zraka se stalno giblju pa 
je interferencija u prosjeku nula (kosinusi 
u članu interferencije su u prosjeku nula). 
Intenzitet raspršenja u nekom uzorku zraka 
možemo onda nači tako da izračunamo in- 
tenzitet za jedan atom i rezultat pomnožimo 
s brojem atoma u tom uzorku. Kao rezultat 
onoga što dobijemo, vidimo da je nebo plavo 
zbog toga što se svjetlost Sunca raspršuje na 
atomima zraka. Možemo lako vidjeti zbog 
čega je ta svjetlost plava. 

Prikažimo upadno polje kao 


E = Eget 


Ovo će polje proizvesti oscilacije elektrona 
u atomu s amplitudom 


deEo 
— 42 + iwy) 


T = 
2 

m (w 
Mogli bismo, dakako, dodati i više rezonant- 
nih frekvencija, no cilj nam je naći neki 
jednostavni izraz iz kojega ćemo dobiti po- 
lukvantitativni uvid u ono što nas zanima. 
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Pretpostavimo da zanemarimo prigušenje. 
Tada se izraz reducira na 

deBo 
т (шд — w?) 


= 
za = 


Mogli bismo sada naći intenzitet svjetlosti 
tako da za bilo koji smjer upotrijebimo izraz 
2124.2 0 
g= La sin 
16л2є0с3т2 ` 
ipak, ukupan intenzitet zračenja atoma u 
svim smjerovima tako da vidimo ukupni uči- 
nak. Ukupni intenzitet je bio dan formulom 


2,2 3 تې 
P = = = —‏ 
127єосЗ 2 с‏ 


No lakše nam је izračunati, 


Ako ovo kombiniramo s formulom za zg i 
regrupiramo, dobijemo 


کت هم 


za ukupno raspršenje u svim smjerovima. 
Vidimo da je ono proporcionalno kvadratu 
upadnog polja. No, budući da je S = 
€0c(E?), a (E?) = 2 Ед, to je prvi član jed- 
nadžbe jednak intenzitetu zračenja upadne 
svjetlosti. Ovo je očito; što Sunce jače sije, 
to je nebo sjajnije! 

Koliki dio svjetlosti je raspršen? Pretpos- 
tavimo da postoji neka ,,meta" površine с 
izložena upadnom snopu svjetlosti. Radi 
se, naravno, o zamišljenoj meti. Ukupna 
energija koja bi prošla kroz tu metu je 


1 
P= EGE) o 


Ovdje vidimo ideju udarnog presjeka. Ka- 
žemo da atom rasprši ukupni dio intenziteta 
koji je jednak produktu upadnog intenzi- 
teta zračenja koje pada na zamišljenu ge- 
ometrijsku površinu i te geometrijske povr- 
šine. Udarni presjek, dakle, ne ovisi o inten- 
zitetu upadnog zračenja. On jednostavno 
daje omjer između upadnog i raspršenog in- 
tenziteta. (Ova definicija udarnog presjeka 
je univerzalna za sve procese raspršenja pa 
i one u kojima imamo posla s česticama). 
Dakle, kad bi energija upadnog vala koja 
pada na ovu površinu zračila u svim smjero- 
vima, to bi bilo upravo jednako energiji koju 
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atom raspršuje. Otuda i naziv ,udarni pre- 
sjek za raspršenje". Kako smo rekli, ova 
površina je čisto fiktivna; naziv ne implicira 
da oscilator posjeduje bilo kakvu stvarnu po- 
vršinu. U ovom našem slučaju, dakle, udarni 
presjek za raspršenje je 


85 а 
su т 2 ә 
(w — 4) 


Or = 


Ovu formulu možemo malo ,iskušati“. Za- 
mislimo jedan sistem u kojemu je wg vrlo 
niska ili, u slučaju slobodnog elektrona, nula. 
Tada je udarni presjek konstantan i neovi- 
san o frekvenciji upadnog zračenja. Ovaj 
udarni presjek ima svoj naziv; to je udarni 
presjek za Thomsonovo raspršenje. On 
iznosi red veličine 10—90 m? što je vrlo mali 
broj. 

S druge strane, ako imamo posla sa zra- 
kom, znamo da je ww S w pa u nazivniku 
možemo zanemariti w. Tada je nazivnik 
konstantan i jednak “д. Vidimo da је tada 
udarni presjek ovisan o četvrtoj potenciji 
frekvencije upadnog zračenja. Dakle, svje- 
tlost frekvencije koja je dvostruka od neke 
dane frekvencije raspršuje se 16 puta jače. 
Plava svjetlost ima uistinu frekvenciju koja 
je gotovo dvaput viša od frekvencije crvene 
svjetlosti. Zbog toga je nebo plavo! 

Naš model nam mora objasniti i druge 
fenomene. Primjerice, zašto su oblaci bijeli? 
(Oblaci su, doduše, katkada i ,crni", ali to je 
zbog njihove apsorpcije svjetlosti, kao i od 
prisutnosti prašine itd.). Oblaci se sastoje 
od vrlo malih kapljica vode ili kristalića leda. 
(Vodena para u plinovitom stanju ponaša se 
slično kao i ostali plinovi zraka). Kapljice ili 
kristalići raspršuju daleko više svjetlosti jer 
se sastoje od guste tvari. Ovo se lako može 
razumjeti. Pretpostavimo da imamo dva 
atoma koji su vrlo blizu u usporedbi s val- 
nom dužinom svjetlosti. Pretpostavimo da 
su vezani nekom silom (npr. molekularnom). 
Ako na njih djeluje polje, oba atoma će zati- 
trati zajedno i koherentno. Raspršeno polje 
će sada biti suma polja dvaju atoma u fazi, 
tj. amplituda će biti suma dviju amplituda 
kojom bi individualni atomi oscilirali. Ener- 
gija zračenja će biti četverostruka u odnosu 
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na onu koju bi emitirao jedan atom. Kap- 
ljice ili kristalići se sastoje od golemog broja 
atoma koje na okupu drže intramolekularne 
i intermolekularne sile pa očekujemo da će 
ovakve grupe atoma raspršavati kudikamo 
više svjetlosti od individualnih molekula du- 
šika, kisika i vodene pare, koji, u okviru 
našeg modela, djeluju uglavnom kao indi- 
vidualni nekoherentni izvori. Pretpostavili 
smo da su ovi izvori podosta udaljeni jedan 
od drugoga (nekoliko A) i stalno se giblju 
u nasumičnim smjerovima. U kapljici su 
atomi blizu i giblju se, doduše nasumično, 
ali za male udaljenosti pa još uvijek zrače ko- 
herentno. Interferencija je pozitivna i velika. 
Ako se kapljica sastoji od N atoma (ili mo- 
lekula) očekujemo da će intenzitet raspršene 
svjetlosti biti proporcionalan N?, dok bi isti 
broj atoma u stanju pare doprinosio inten- 
zitetu nekoherentno tj. proporcionalno N. 
Ovo je sve istina tako dugo dok je nakupina 
atoma mala u usporedbi s valnom dužinom 
zračenja. Što je s velikim kapljicama? 


Kad kapljica naraste do veličine koja je 
reda A ili više od toga, oscilatori na jednom 
dijelu kapljice će zračiti izvan faze s onima 
na drugim dijelovima. Intenzitet raspršenja 
kapljica, dakle, opada kako kapljice rastu 
u veličini. Isto tako je jasno da će se feno- 
men nekoherentnosti početi javljati ranije 
kod plave svjetlosti s obzirom na njenu ma- 
nju valnu dužinu. Ovo dovodi do toga da 
se raspršenje crvene svjetlosti održava u sta- 
nju koherentnosti dulje kako kapljice rastu 
u veličini. Ovo uvelike kompenzira jače ras- 
pršenje plave svjetlosti što doprinosi bijeloj 
boji oblaka. Usput možemo napomenuti da 
je, kod zapada Sunca, svjetlost raspršena na 
oblacima i prašini uvelike crvena zbog toga 
što Sunčeve zrake tada prolaze kroz znatno 
deblji sloj atmosfere pa je pri tome plavi 
dio spektra svjetlosti koja dopire do nižih 
slojeva (koji sadrže oblake) znatno „оѕігота- 
беп” prethodnim raspršenjem па atmosfer- 
skim plinovima u velikim visinama. Iz istog 
razloga sjaj Sunca na zapadu (i pri izlasku) 
je znatno slabiji od sjaja po danu. 


Na kraju obratimo pažnju na jedan feno- 
men koji je od znatnog interesa. Radi se 
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o tome da je raspršena svjetlost općenito 
polarizirana, a polarizacija ovisi o kutu ras- 
pršenja. Očito je, naime, da će elektron 
u atomu težiti da zatitra u istom smjeru 
koje ima i pobudno polje. Pretpostavimo da 
promatramo raspršenu svjetlost koja do nas 
dolazi iz smjera koji je pod pravim kutom 
na smjer upadne svjetlosti. Kako je vektor 
polja ortogonalan na smjer upadnog vala, a 
pobuđeni oscilatori zrače samo smjeru koji 
je ortogonalan na vektor akceleracije, to je 
očito da će svjetlost koja do nas dopire imati 
polarizaciju okomitu na ravninu koja sadrži 
upadni i reflektirani snop (Slika 10.10). Kod 
kutova raspršenja koji su manji ili veći od 
90% polarizacija svjetlosti sadrži doprinos 
i onih oscilatora koji osciliraju i u drugim 
smjerovima pa je cjelokupni učinak manji da 
bi kod 0% i kod 180% polarizacija bila nula. 


k elektron se giba 


Pa u ravnini L na К 


upadni snop 
(nepolariziran) 


zračenje raspršeno u smjeru 
1 па k je linearno polarizirano 


Slika 10.10: Ilustracija podrijetla polariza- 
cije zračenja raspršenog pod pravim kutom 
na upadnu zraku 


Ovu pojavu možemo lako opaziti korište- 
njem Polaroid filma ili Nicolove prizme. Po- 
većana vidljivost koju dobijemo pri upotrebi 
Polaroid naočala dolazi opravo od toga da 
propušta samo jedan smjer polarizacije, a eli- 
minira sekundarnu raspršenu svjetlost koja 
potiče od sumaglice i sl. 


10.6 Polarizacija 


Činjenica da je električno polje vektor impli- 
cira neke fenomene koje ćemo sada razmo- 
triti. 
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Do sada nismo obraćali mnogo pažnje na 
smjer oscilacija električnog polja izuzev u 
kvalitativnom smislu. Tako smo rekli da je 
električno polje uvijek okomito na smjer šire- 
nja elektromagnetskog vala i pokazali kako 
se širi raspršeni val, te njegovu dominantnu 
polarizaciju. Sada pogledajmo malo pobliže 
kako osobine svjetlosnog vala ovise o smjeru 
električnog vektora. 

U slučaju monokromatske svjetlosti, 
znamo da električno polje ima neku 
određenu frekvenciju, no, budući da х- 
komponenta i y-komponenta mogu neovisno 
oscilirati, moramo pogledati što dobijemo 
superpozicijom ovih komponenata oscilacije 
kad im faze i smjerovi nisu isti. 


10.6.1 Električni vektor svjetlosti 


Ako su faze x i у komponenata iste, dobijemo 
ukupno polje koje može biti pod kutom na 
obje osi, što će ovisiti o mjeri do koje su 
smjerovi jedne i druge osi zastupljeni (Slika 
10.11). 


Slika 10.11: Superpozicija x-vibracija i y- 
vibracija s pomakom u fazi. 


Ako x i y komponente nisu u fazi, onda se 
električni vektor okreće oko z-osi i opisuje, 
općenito, elipsu u ху ravnini. Ovo možemo 
pokazati grafički (Slika 10.12) s time da se 
podsjetimo da vrijednosti komponenata mo- 
žemo obilježiti u realnom ili kompleksnom 
zapisu. 

(Pri tome vodimo računa da su z i у kom- 
ponente realnog polja, dok kompleksni zapis 
nema s ж i у komponentama nikakve veze!). 

Kažemo da je svjetlost linearno polarizi- 
rana onda kad polje oscilira u pravcu (kao u 
prvoj, petoj i devetoj poziciji na slici 10.12. 
LEONTIĆ: 
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a 


Ex=cos ot; 1 


02 


cos ot; lo 
cos о е!л/4 


Еу = cos ot; 1 -sin ot; i 
> 3, 


A cos ot; cos 01; 1 
E, = cos (ot+3F); 2144 -cos cot; ү -cos (®ї+@); -e!m4 


/ 


E,=cos ot; 1 cos O 


E =sin ot; -i -cos (ot+2E); зла cos ot; 1 


FIZIKA 


Slika 10.12: Superpozicija x-vibracija i y- 
vibracija u fazi. 


Kad kraj električnog vektora opisuje elipsu, 
onda kažemo da je svjetlost eliptično po- 
larizirana. U specijalnom slučaju kad vrh 
vektora slijedi kružnicu, kažemo da je svje- 
tlost cirkularno polarizirana. Zamislimo da 
promatramo svjetlost tako da smo okrenuti 
u smjeru izvora, tj. tako da svjetlost dolazi 
prema nama. Ako se električni vektor vrti u 
smjeru kazaljke na satu, onda kažemo da je 
svjetlost lijevo cirkularno polarizirana (Slika 
10.12с). U suprotnom slučaju radi se o desno 
polariziranoj svjetlosti (Slika 10.12g). Ova 
konvencija je u skladu s ostalim definicijama 
polarizacije ili smjera spina (npr. elektrona 
і аг.). 

Kako sada prikazati, u okviru našeg mo- 
dela, nepolariziranu svjetlost? Dakako, već 
smo se pozabavili s pitanjem ,,nepolarizi- 
rane" svjetlosti, pa je očito da ćemo svje- 
tlost u kojoj su svi smjerovi polarizacije 
podjednako zastupljeni opažati uglavnom 
kao „nepolariziranu” u ovisnosti o trajanju 
vremena mjerenja i/ili rezolucije detektora. 
Ovo će uglavnom biti slučaj kad su izvori 
nekoherentni. (Imamo, primjerice, makro- 
skopski izvor u kojemu atomi individualno 
emitiraju svjetlost u „bljeskovima” koji traju 
reda 1078s, nakon čega se , gase", da bi 
drugi atomi u međuvremenu emitirali itd.). 
Dakako, nekoherentni izvor proizvodi svje- 
tlost koja je ,nepolarizirana" u statističkom 
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smislu pa bi mjerenja u vrlo kratkim vre- 
menskim intervalima pokazala fluktuirajuće 
osobine izvora. 

Vratimo se sada na pitanje polariziranosti 
raspršene svjetlosti. Promatrajmo tako svje- 
tlost sa Sunca koja je, u spomenutom smislu, 
nepolarizirana. Električno polje upadne svje- 
tlosti će pobuditi atome zraka na oscilacije i 
oni će emitirati raspršenu svjetlost s maksi- 
malnim intenzitetom u smjeru koji je okomit 
na smjer osciliranja. Budući da je upadna 
svjetlost nepolarizirana, to ni atomi zraka 
neće imati neki preferirani smjer osciliranja. 
Promatrač će, međutim, vidjeti samo svje- 
tlost s onih atoma koji osciliraju u smjeru 
okomitom na smjer opažanja (Slika 10.10). 
Ako svjetlost sa Sunca dolazi npr. s desna 
od nas, onda je svjetlost polarizirana verti- 
kalno. 


10.6.2 Pojava dvoloma 


Postoje materijali kod kojih indeks loma 
ovisi o smjeru polarizacije upadne svjetlosti. 
Radi se o posebnoj kategoriji neizotropnih 
struktura koje možemo prikazati jednostav- 
nim modelom. 

Pretpostavimo tvar koja se sastoji od du- 
goljastih molekula. Pretpostavimo, nadalje, 
da su ove molekule poredane u materijalu 
tako da su im duge osi paralelne. Što se 
dogodi kad oscilirajuće polje prolazi kroz 
ovakav materijal? Pretpostavimo da elek- 
troni osciliraju različitim prirodnom frekven- 
cijama uzduž duge, odnosno kratkih osi. U 
tom slučaju očekujemo da će elektromagnet- 
sko polje pretrpjeti različit fazni pomak u 
smjeru duge osi u odnosu na smjer okomit 
na os. Nazovimo, zbog jednostavnosti, os 
koja je paralelna s dugom osi molekula op- 
tičkom ost. Kad je polje u smjeru optičke osi, 
dakle, materijal će pokazivati drukčije op- 
tičko ponašanje od onoga koje će pokazivati 
kad je polje paralelno s jednom od kratkih 
osi. Ovo dovodi do dvoloma. Materijal 
ima dva indeksa loma u ovisnosti o smjeru 
kojim se svjetlost u materijalu širi. Kubični 
kristali su uvelike izotropni pa ne pokazuju 
dvolom, ali materijali s velikim stupnjem 
asimetrije mogu pokazati osobinu dvoloma. 
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Fazna brzina svjetlosti će, dakle, biti u ma- 
terijalu različita, ovisno o smjeru električnog 
vektora svjetlosti u odnosu na smjer optičke 
osi. Pretpostavimo da smjer električnog vek- 
tora tvori kut od 45%a smjerom optičke osi. 
Polarizaciju pod kutom od 45° па т і у osi 
možemo razlučiti na komponente u smjeru 
tih osi. Budući da sada komponente tako 
razlučene svjetlosti putuju različitim brzi- 
nama kroz kristal njihove će se faze različito 
mijenjati pa će električni vektor rotirati u 
prostoru, iako se prije ulaska u kristal nala- 
zio u jednoj ravnini. Ako je kristal upravo 
toliko debeo da uvede promjenu u fazi iz- 
među т і у komponente od 90°, onda će, pr- 
vobitno linearno polarizirana, svjetlost izaći 
cirkularno polarizirana. Ploča ovakve deb- 
ljine definira se kao ploča od 1/4), gdje se 
A odnosi na valnu dužinu dotične svjetlosti. 
Ako svjetlost, linearno polarizirana pod 45°, 
prođe kroz dvije ploče od 1/4۸ onda će po- 
novno izaći iz njih linearno polarizirana, no 
u smjeru ortogonalnom na prvobitni. Ovaj 
fenomen se može lako demonstrirati pomoću 
Celofana. Celofan je sintetička folija koja se 
sastoji od dugačkih molekula celuloze, pre- 
težno orijentiranih u smjeru izvlačenja folije 
iz otopine. Polariziranu svjetlost dobijemo 
tako da običnu, nepolariziranu propustimo 
kroz Nikol prizmu ili foliju Polaroida. I jedna 
i druga naprava (koje ćemo naknadno detalj- 
nije opisati) imaju osobine da propuštaju 
samo onu svjetlost koja ima vektor pola- 
rizacije paralelan s ,propusnim smjerom" 
naprave. Izlazni snop je, dakle, linearno po- 
lariziran. Ako sada postavimo u snop drugi 
Polaroid okrenut tako da mu je propusni 
smjer ortogonalan na propusni smjer prvog, 
svjetlosni snop neće proći kroz ovu kombi- 
naciju. To je, dakle, položaj skrižanih Pola- 
roida (Slika 10.13). Dvolom Celofana sada 
demonstriramo tako da foliju (odabrane deb- 
ljine, tako da je oko 1/4А) unesemo između 
skrižanih Polaroida. 


Opazit ćemo da će nešto svjetlosti prola- 
ziti kroz cijelu kombinaciju bez obzira na me- 
đusobni položaj propusnih smjerova dvaju 
Polaroida (Slika 10.14). Postoje, međutim, 
dva posebna, međusobno okomita, položaja 
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celofan 


polaroid 


Slika 10.13: Eksperimentalna demonstra- 
cija dvoloma celofana. Flektrični vektori u 
svjetlu označeni su isprekidanim linijama. 
Prolazne osi polaroidnih listova i optičke osi 
celofana označene su strelicama. Upadna 
zraka je nepolarizirana. 


Celofana kod kojih se Polaroidi mogu ukri- 
žati tako da pri tome potpuno obustave pro- 
laz svjetlosti. 


propuštena amplituda 


kut između optičkih osi Е = E cos 


polarizatora i analizatora 


analizator fotoćelija 


polarizator 


blokirana amplituda 
E, = ع‎ 6 


ираапа \ 
سنا‎ 
svjetlost 


linearno polarizirana svjetlost 
nakon prolaska kroz polarizator 
može se rastaviti na komponente 
E i E} s obzirom na os analizatora 


Slika 10.14: Prolaz nepolarizirane svjetlosti 
kroz dva polarizatora. Malusov zakon 


Ove dvije specijalne orijentacije folije Ce- 
lofana odgovaraju smjerovima koji su pa- 
ralelni, odnosno ortogonalni na optičku os 
folije. Svjetlost, dakako, prolazi različitim 
faznim brzinama u jednom i u drugom slu- 
čaju, no nema promjene u ravnini polari- 
zacije. Ako okrenemo foliju Celofana tako 
da joj je optička os pod 459 na ravninu po- 
larizacije svjetlosti, dobijemo najveći efekt 
cirkularne (ili, u praksi češće, eliptičke) po- 
larizacije. Tada će drugi Polaroid propu- 
štati svjetlost bez obzira na svoju orijenta- 
ciju. (Sasvim je slučajno da komercijalna 
proizvodnja Celofana dovodi do folija koje su 
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otprilike debljine ZA za većinu boja vidljive 
svjetlosti pa je strogo cirkularno polariziranu 
svjetlost teško dobiti na ovaj način. Najčešće 
se desi da komercijalna folija okrene linearnu 
polarizaciju za 90% pa skrižani Polaroidi pro- 
puštaju svjetlost kad takvu foliju postavimo 
pod kutom od 459). Dakako, ako koristimo 
bijelu svjetlost za naš pokus, onda će samo 
za jedan dio spektra Celofan imati debljinu 
od, recimo, zA. Snop koji bude izlazio kroz 
skrižane Polaroide imat će boju ovog dijela 
spektra. Boja će ovisiti o debljini folije i 
možemo je mijenjati tako da foliju nagnemo 
u odnosu na smjer snopa. Boja propuštene 
svjetlosti će se onda mijenjati i na taj na- 
čin možemo podešavati osobine ovog „filtra”. 
Šta više, na ovaj način možemo načiniti i 
specijalne filtre za svjetlost koji onda imaju 
i tu osobinu da propuštaju svjetlost neke 
određene boje kad su Polaroidi skrižani, a 
svjetlost komplementarne boje kad su Pola- 
roidi paralelni. 


Primjena ovih optičkih osobina dugih mo- 
lekula u tehnologiji je značajna. Plastični 
materijali ili plastici" su polimeri koji sa- 
drže duge molekularne lance. Ovi lanci se 
općenito prostiru izotropno ili usmjereno, u 
ovisnosti o prirodi materijala i njegove fa- 
brikacije. Izotropni materijal (poput dobro 
termički otpuštenog metil-metakrilat poli- 
mera; tzv. Plexiglasa) neće imati nikakve 
neobične optičke osobine i ponašati će se 
poput čistog stakla. Ako uzorak ovakvog 
materijala podvrgnemo čak i maloj mehanič- 
koj deformaciji, izgubit će se optička izotrop- 
nost i uzorak, ako je izložen bijeloj svjetlosti 
između skrižanih Polaroida, pokazivati će 
obojene pruge unutar strukture na mjestima 
gdje su nastale deformacije. Broj pruga i 
njihova boja ovisit će o načinu i iznosu de- 
formacije. Ova tehnika analize deformacije 
kompliciranih struktura pod utjecajem sila 
još se uvijek koristi u inženjerstvu i naziva, 
fotoelasticimetrija, iako se u novije doba 
u tu svrhu koriste numeričke metode simu- 
lacije pomoću kompjutora (npr. metoda ko- 
načnih elemenata). Ako se koristi fotoelas- 
ticimetrija, valja načiniti uzorak u obliku 
mehaničkog prototipa točnog oblika (ali ne 
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nužno iste veličine; uzorak može odgovarati 
i jako umanjenom prototipu) i podvrgnuti 
ga odgovarajućim silama koje se očekuju u 
praksi. 


polarizator P1 


nepolarizirana 


svjetlost polarizator P2 


ćelija ispunjena nitrobenzenom 


(pod naponom postaje dvoloman) 


senzor svjetla 
signal = 0 


senzor svjetla 
\Z signal > 0 


0 


polarizator 1 


polarizator 2 


Slika 10.15: Kerrova ćelija je uređaj u ko- 
jem se dvolom svjetlosti ostvaruje s pomoću 
električnoga polja. Upotrebljava se za mo- 
dulaciju svjetlosnog snopa u specijaliziranim 
instrumentima. 


Dalja primjena opisane optičke anizotro- 
pije je tzv. Kerrova ćelija. Naprava se sas- 
toji od prozirne posude (,,kivete") u kojoj 
držimo tekućinu dugoljastih molekula koje 
imaju i dodatnu osobinu da posjeduju elek- 
trični dipolni moment. Prepuštena sama 
sebi tekućina je optički izotropna jer ter- 
malno gibanje stalno održava molekule na- 
sumično orijentirane. Ako tekućinu stavimo 
u električno polje, molekule će se djelomično 
orijentirati u smjeru polja i tekućina će pos- 
tati optički anizotropna (Slika 10.15). Po- 
moću dvaju Polaroida i posude s ovakvom 
tekućinom postavljenom između elektroda, 
možemo načiniti uređaj koji će propuštati 
svjetlost samo onda kad uspostavimo elek- 
trično polje. Ovakva naprava tada djeluje 
kao vrlo brzi optički zatvarač (npr. za ul- 
trabrzu fotografiju). Ovaj fenomen (da te- 
kućina postaje neizotropna pod utjecajem 
vanjskog električnog polja) naziva se Kerrov 
efekt. 


10.6.3 Polarizatori 


Do sada smo opisivali materijale koje imaju 
različite indekse loma za različite smjerove 


polarizacije svjetlosti. Postoje tvari koje, ne 
samo imaju različite indekse loma za razli- 
čite smjerove polarizacije, već im je koefi- 
cijent apsorpcije svjetlosti za te smjerove 
različit. Fenomen se može lako razumjeti u 
okviru istog modela koji smo koristili kod 
analize dvoloma, time da ovdje dodamo i 
prigušenje svjetlosti koje je daleko jače u 
smjeru neke molekularne osi. Turmalin je 
klasični primjer takvog prirodnog materijala, 
dok Polaroid predstavlja modernu primjenu 
spomenute osobine. Polaroid je kombina- 
cija plastičnog materijala u kojemu se nalazi 
velik broj orijentiranih kristalića herapatita 
(organski spoj joda).čije su duge osi para- 
lelne. Ovi kristali jako apsorbiraju svjetlost 
ako joj je električni vektor u jednom smjeru, 
a vrlo malo ako je ortogonalan na taj smjer. 


Pretpostavimo da imamo linearno polari- 
ziranu svjetlost čiji električni vektor pravi 
kut 6 s ,propusnim smjerom" Polaroida. Ko- 
liki će intenzitet svjetlosti proći kroz Po- 
laroid? Amplituda propuštene svjetlosti 
će biti Acos6, a apsorbirane Asin (gdje 
je A amplituda upadnog vala). Intenzitet 
prolazne svjetlosti će onda biti A? cos? 0, 
dok će intenzitet apsorbirane svjetlosti biti 
A? sin? 0. Na osnovu ove analize možemo 
se lako uvjeriti da, ako između ukrižanih 
Polaroida (koji tada ne propuštaju svjetlost) 
stavimo treći pod kutom od 45%, onda će ne- 
što svjetlosti proći kroz cijelu kombinaciju! 


Jedna od interesantnih posljedica koje pro- 
izlaze iz naših analiza je i pojava polarizacije 
svjetlosti koja se reflektira na granici dielek- 
tričnih medija (ali ne i s metalnih površina, 
npr.zrcala!). Objašnjenje je jednostavno i 
lako se prikaže slikovito (Slika 10.16). Brews- 
ter je opazio da je polarizacija reflektirane 
svjetlosti potpuna kad reflektirana i upadna 
zraka tvore pravi kut. 


Ako je upadni snop polariziran tako da mu 
električni vektor leži u ravnini loma, onda 
nema refleksije! To je lako razumjeti ako se 
sjetimo da upadna svjtlost dovodi do oscila- 
cija naboja u gustom mediju. Reflektirani 
snop može doći jedino od oscilatora koji os- 
ciliraju transverzalno. Ako je refraktirani 
snop polariziran u ravnini loma, ne može 
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reflektirana zraka 
(polarizirana) 


upadna zraka 
(nepolarizirana) 


lomljena zraka 
(blago polarizirana) ~ 


Slika 10.16: Reflektirani snop nepolarizi- 
rane svjetlosti potpuno je polariziran ako 
su reflektirana i lomljena zraka pod pra- 
vim kutom. Smjerovi polarizacije označeni 
su strelicama (u ravnini papira) i točkama 
(normalna na ravninu papira). 


proizvesti tranverzalne oscilacije pa nema 
reflektiranog snopa. 


10.6.4 Optički aktivni materijali 

Postoji još jedna pojava koja nastaje kad 
polarizirana svjetlost međudjeluje s materi- 
jom koja sadrži asimetrične molekule. Po- 
seban slučaj asimetričnosti je oblik koji je 
komplement svoje zrcalne slike. Primjerice, 
molekula koja je helikoidalnog oblika imat 
će svoju zrcalnu sliku suprotnog smisla; ako 
se radi o desno zavijenom obliku, slika u zr- 
calu će imati lijevo zavijen oblik. Tako dugo 
dok materijal sadrži jednaki broj molekula, 
jednog i drugog oblika ponašati će se kao 
da je izotropan. Ali, ako se u materijalu 
nalazi višak jednih ili pak isključivo jedna 
vrsta, doći će do optičke aktivnosti. Kon- 
kretno, u ovakvom slučaju ravnina polariza- 
cije upadne svjetlosti će, prilikom prolaza 
kroz sloj ovakve materije, biti zakrenuta za 
iznos koji ovisi o detaljima oblika i elektron- 
ske strukture molekula kao o broju molekula 
s kojima je svjetlost, prilikom prolaza kroz 
taj medij međudjelovala. Iako postoji bez- 
broj molekularnih konfiguracija koje ispunja- 
vaju uvjet ove određene kategorije asimetrič- 
nosti, najlakše ćemo analizirati kako ravnina 
polarizacije biva zakrenuta ako pretposta- 
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vimo da je molekula helikoidalna kao na 
slici 10.17). Pretpostavimo da je električni 
vektor upadne svjetlosti paralelan s y-osi, a 
svjetlost putuje u smjeru z-osi. Elektroni 
u molekuli će biti natjerani na oscilacije u 
smjeru električnog polja, ali će također imati 
težnju da se lakše kreću u smjeru spiralne 
okosnice molekule. Ovo će dovesti do slože- 
nog gibanja elektrona u smjeru koji je malo 
nagnut u odnosu na smjer električnog vek- 
tora upadne svjetlosti i to prema okosnici 
spirale (Slika 10.17). Drugim riječima poja- 
viti će se, uz y-komponentu, i z- komponenta 
gibanja elektrona. 


Y signal na detektoru — 
x - E, 
2 gm zire | E, 
| E 
nepolarizirana Ey E NN 
svjetlost \ 
\ 1 izlazni podesivi 
polarizator 
\ л 
` svjetlosni ` ulazni ćelija ispunjena 


ni ү 
ЫЫЫ 2 izvor polarizator kiralnim molekulama 


Slika 10.17: Molekula asimetrična na zrcalnu 
simetriju. Snop svjetlosti, linearno polarizi- 
ran u y-smjeru, pada na molekulu. 


Ako s a označimo dijametar molekule, vi- 
dimo da će struja oscilirajućih elektrona sjeći 
2-08 kod, recimo, 21 i kod 21 +a i to jednom 
u jednom smjeru, a drugi put u drugom. Iz 
ovoga bi se moglo zaključiti da u smjeru osi 2 
neće biti zračenja, jer su struje po prednjem 
i stražnjem dijelu spirale u suprotnim smje- 
rovima. No, tu postoji i razlika udaljenosti 
za dijametar molekule. Onaj dio molekule 
koji je bliži nekoj danoj točki (21) zrači polje 
čija će retardacija biti različita za a/c, dakle, 
čija će razlika u fazi biti т + wa/c (kad ne 
bi bilo ove retardacije razlika u fazi bi bila 
т, jer su struje suprotnog smjera). Ova dva 
polja, generirana na suprotnim stranama spi- 
rale, ne poništavaju se sasvim i ostaje nam 
mala r-komponenta. Ova z-komponenta se 
sada kombinira s upadnom y-komponentom 
i daje zakretanje ravnine polarizacije. Kako 
se svjetlost širi kroz materijal, tako se rav- 
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nina polarizacije rotira. Možemo se uvjeriti 
da će smjer zakretanja ovisiti o obliku mo- 
lekule (u smislu lijeve, odnosno desne sime- 
trije, a ne o orijentaciji molekule u prostoru. 
Molekule mogu, dakle, biti nasumično ori- 
jentirane, kao npr. u tekućini. 


10.6.5 


Pogledajmo sada kako koeficijent reflektiv- 
nosti ovisi o kutu. Pretpostavimo da snop 
svjetlosti pada na površinu gustog medija 
poput stakla (Slika 10.18). Promatrajmo 
svjetlost jediničnog intenziteta koja je po- 
larizirana okomito na ravninu loma (Slika 
10.18a). 


Intenzitet reflektirane svjetlosti 


staklo staklo 


Slika 10.18: Upadni val jedinične amplitude 
odbija se i lomi na staklenoj površini. U 
(a) upadni val je linearno polariziran nor- 
malno na ravninu papira. U (b) upadni val 
je linearno polariziran u smjeru prikazanom 
isprekidanim strelicama. 


Označimo amplitudu reflektiranog vala s 
b, a refraktiranog s a. Dakako da će oba 
vala, reflektirani i refraktirani, imati tako- 
đer polarizaciju okomitu na ravninu upada 
i svi će električni vektori biti paralelni. Pro- 
matrajmo sada analogni slučaj loma sa zra- 
kom kojoj je električni vektor paralelan s 
ravninom upada (Slika 10.18b). Nazovimo 
odgovarajuće amplitude refleksije i loma s B 
i A. Zanima nas jakost reflektiranih snopova 
kao funkcija kuta upada. 

Već smo vidjeli da u drugom slučaju neće 
biti reflektiranog vala ako je kut između lom- 
ljene i ,reflektirane" zrake pravi kut. Znamo, 
naime, da upadno polje proizvodi oscilacije 
u materijalu koje proizvode, općenito, dva 
vala. Kad ove inducirane oscilacije nebi pos- 
tojale, upadni val bi nastavio svoj put ravno 
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kroz materijal (crtkana linija na slici 10.18b). 
Ovaj val se ne pojavljuje, iz čega zaključu- 
jemo da struje u materijalu (tj. izazvane os- 
cilacije) proizvode polje ukupne amplitude -1 
koje je jednako i suprotno prvobitno zamiš- 
ljenom polju (označenom crtkanom linijom). 
Upotrebom ovog modela možemo izračunati 
amplitude a i A. 

U prvom zamišljenom pokusu vidimo da 
su naboji u kretanju u staklu proizveli po- 
lje, izvan stakla, amplitude b. Ovi naboji 
titraju zbog polja amplitude a u staklu. Iz 
ovoga zaključujemo da je b proporcionalno a. 
Možemo li isto reći za B i A? Je li, naime, 
B/A = bJa? Očito nije! Smjerovi polariza- 
cije nisu isti u drugom slučaju. Moramo, 
dakle, uzeti komponentu amplitude A koja 
je paralelna s amplitudom B. Dakle: 


b B 
= 10.1 
a Acos(8,+0;) Шы) 
Sada možemo koristiti naš model. U oba 


slučaja kažemo da električno polje stvara 
oscilacije koje opet proizvode polje ampli- 
tude -1, a koje je polarizirano u istom smjeru 
(paralelno) kao i upadni snop i koje slijedi za- 
mišljeni pravac upada. No, iz našeg drugog 
crteža vidimo da samo komponenta ampli- 
tude A ortogonalna na crtkanu liniju može 
proizvesti ovu polarizaciju, dok je iz prvog 
crteža vidljivo da cijela amplituda a sudje- 
luje u generiranju polja jer je paralelna sa 
smjerom polarizacije upadnog vala. Dakle 
valja napisati: 

Acos(0,, — 01) _ = (10.2) 


a = 


jer obje amplitude moraju proizvesti val am- 
plitude -1. Iz jednadžbi 10.1 i 10.2 dobi- 


vamo: 
В соѕ(0, +01) 


b cos(0u—01) 


Vidimo da, u slučaju kad je (0, + 6;) = 90%, 
onda je B = 0 što znamo iz Brewsterovog 
rezultata. 

Budući da je amplituda upadnog vala 1, to 
je |B|? koeficijent refleksije valova polarizira- 
nih u ravnini upada, а |b|? je isti koeficijent 
za valove polarizirane okomito na ravninu 


(10.3) 
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upada. Naša jednadžba nam daje omjere 
ovih koeficijenata. Energija refraktiranog 
vala je očito 1— |b|? u prvom, а 1— |В}? 
u drugom slučaju. Omjer ovih energija je 
isti kao omjer kvadrata amplituda a i A, pa 
pišemo: 


(10.4) 


Iz jednadžbe 10.2 znamo desnu stranu. Ta- 
kođer možemo eliminirati B pomoću jed- 
nadžbe 10.3 pa jednadžbu 10.4 možemo pi- 
sati ovako: 
2 
ELE: И 
1-7 соѕ2(0,, — 01) 


što nam daje rješenje za b i u uvrštavanjem 
za B: 


sin? (Du == 01) 


БШ телш. 
| | sin?(0, +01) 
IB? _ tan? (0u — 01) 

tan? (04 +01) 


Može se, odgovarajućim argumentima, do- 
kazati da je b realan. Analizom pomoću 
modela u kojemu svjetlost simultano dolazi 
iz dvaju pravaca prema površini medija do- 
bivamo rezultat 


_sin(0, — 61) 


ж sin(04 +01) 


Može se također ustanoviti predznak tako da 
se analizira slučaj vrlo tankog sloja gustog 
medija i promatra refleksija s prve u druge 
plohe. Dobiva se 


СЛЫЛ _  tan(0,—0;) 


— sin(0, +61) ~ tan(0,+0;) 


Ovo su poznate Fresnelove formule za 
refleksiju. 

Za svjetlost koja gotovo normalno upada, 
ĝu i 0; su gotovo nula, tako da je В? = b? = 
(9—01)? /00,,4+ө1)2 , što vrijedi za obje polari- 
zacije. No sin0u/sin6; = n , a kad su kutovi 
mali, onda је 6/0; = n. Tako, za normalnu 
incidenciju (normali upad): 
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Za vodu п = 4/3 pa je koeficijent refleksije 
(1/7)? 22%. (Ovo može biti ugodno ili ne- 
ugodno. U tihoj noći, po mjesečini, lijepo 
je gledati u potpuno mirno more i s broda 
vidjeti dno zaljeva kao da brod i promatrač 
lebde u prostoru, ali pilotiranje hidroavi- 
onom u slijetanju na potpuno mirnu vodenu 
površinu iziskuje vrlo veliko iskustvo i hlad- 
nokrvnost!) 


10.6.6 Anomalni lom 


Anomalni lom svjetlosti, specijalan je slu- 
čaj dvoloma, a nastaje onda kad duga os 
molekula nije paralelna s plohom na koju 
svjetlost okomito upada. Ovaj fenomen je 
jedan od najranije poznatih optičkih efekata 
povezanih s polarizacijom i otkriven je kod 
kristala koji je, upravo zbog toga, dobio 
naziv Islandski dvolomac. Kristal ovog mi- 
nerala je posebna modifikacija kristaličnog 
kalcijevog karbonata i ima osobinu da, gle- 
dajući kroz njega, vidimo dvostruku sliku 
predmeta. Pretpostavimo da imamo blok 
od ovakvog materijala, ali tako oblikovan 
da mu je optička os pod kutom na plohe 
(Slika 10.19a). Ako kroz takav blok pus- 
timo svjetlost koja je linearno polarizirana u 
smjeru okomitom na optičku os, očekujemo 
da će elektroni titrati okomito na os i da 
će svjetlost prolaziti kroz blok onako kako 
bi prolazila kroz bilo kakav obični prozirni 
materijal. 


valna 
fronta 


optička 
OS 


Slika 10.19: (a) Prolaz ordinarne zrake kroz 
dvolomac. (b) Prolaz ekstraordinarne zrake 
kroz dvolomac. 
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Fazna brzina, označimo je s 01, će biti 
slična onoj kod „normalnog” materijala. Isto 
tako, valna fronta će biti dana konturom 
svih valnih fronta pojedinih točaka na ulaz- 
noj plohi, tj. za ravnu plohu upada, imat 
ćemo ravni val paralelan s tom plohom, a 
zraka koja upada okomito tako će isto izaći 
iz bloka. Ovo je, dakle, normalno ponašanje 
svjetlosne zrake i zato je nazivamo ordi- 
пагпа zraka, što znači „obična”. 


Ako je, međutim, upadna svjetlost line- 
arno polarizirana tako da optička os leži u 
ravnini polarizacije, onda će komponenta 
svjetlosti koja putuje u smjeru optičke osi 
imati faznu brzinu ,ره‎ jer je njezina kom- 
ponenta polarizacije okomita na tu os, dok 
će ona komponenta svjetlosti koja putuje 
okomito na optičku os imati faznu brzinu vj, 
jer će biti polarizirana paralelno s osi (Slika 
10.19b). 


U dvolomnom materijalu znamo da vi # 
vj. Pretpostavimo li da je vj > vj (može 
biti i suprotno), onda će valne fronte iz po- 
jedinih točaka na upadnoj plohi imati oblik 
elipsoida (lako se uvjerimo u to) i to tako 
da će velika os elipsoida bit paralelna s op- 
tičkom osi. Očito je da će cijela valna fronta 
opet bit paralelna s upadnom plohom, ali 
će cijela zraka putovati smjerom koji je pod 
kutom na smjer upada, da bi konačno izašla 
opet paralelno sa upadnim smjerom, ali po- 
maknuta u odnosu na njega za neki iznos 
(pretpostavljamo da su plohe upada i izla- 
ska svjetlosti paralelne). Zraka će izgledati 
kao da је „хапеѕепа”. Ovo nije lom koji se 
odvija prema Snellovom zakonu pa se ova 
zraka naziva ekstraordinarna zraka, što 
znači ,neobična'. 

Kada snop nepolarizirane svjetlosti pro- 
lazi kroz ovako brušeni kristal dvolomca, 
onda se on podijeli na dva snopa, od ko- 
jih jedan nastavlja put kao ordinarni snop, 
a drugi se pomiče u stranu kao ekstraor- 
dinarni. Ova dva snopa onda izlaze opet 
paralelno jedan drugome s polarizacijama 
koje su međusobno pod pravim kutom. Ako 
kroz dvolomac gledamo predmete, vidimo 
dvije slike. Rotacijom kristala jedna slika se 
rotira oko druge (ordinarne). Od dvolomca 
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se lako napravi tzv. Nicol prizma tako da 
se isti dijagonalno prereže i ponovno slijepi 
materijalom nižeg indeksa loma. Ordinarna 
zraka će kroz ovakvu napravu proći ravno, 
dok će ekstraordinarna zraka, budući da u 
materijalu putuje pod kutom, pretrpjeti to- 
talnu unutarnju refleksiju i biti apsorbirana 
u držaču naprave. 

Tijekom razmatranja ovih modela služili 
smo se slobodno pravilima zbrajanja i raz- 
lučivanja vektora. Napomenimo da se ovo 
može uvijek raditi. Tako, npr., umjesto æ i y 
komponenti možemo upotrijebiti bilo koje. I 
linearno polarizirani snop možemo prikazati 
kao superpoziciju dvaju suprotno cirkularno 
polariziranih snopova jednakog intenziteta 
(Slika 10.20). Dva jednaka vektora koja ro- 
tiraju u suprotnim smjerovima daju, naime, 
jedan vektor čiji smjer oscilira na pravcu. 


i. 


i" 


Slika 10.20: Dva suprotno rotirajuća vektora 
jednake amplitude zbrajaju se da bi proizveli 
vektor u fiksnom smjeru, ali s oscilirajućom 
amplitudom. 


Optički aktivni materijali koji zakreću rav- 
ninu polarizacije su, dakle, u biti također 
dvolomni u smislu da imaju različite indekse 
loma za svjetlost desno cirkularno polari- 
ziranu u odnosu na onu lijevo cirkularno 
polariziranu. Naravno, superpozicija dvaju 
suprotno cirkularno polariziranih snopova 
različitog intenziteta dan će eliptički polari- 
zirani snop. 


10.6.7 Zakretni impuls 

Cirkularno polarizirana svjetlost ima još 
jednu važnu osobinu. Ona je nosioc zakret- 
nog impulsa koji ima smjer širenja svjetlosti. 
Ovo možemo lako prikazati grafički (Slika 
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10.21). Pretpostavimo da imamo atomski 
elektron koji može jednako oscilirati u x i у 
smjeru. 


Ne 


хү 


Slika 10.21: Naboj koji se kreće u krug Као 
odgovor na kružno polariziranu svjetlost. 


Ako na taj atomski elektron djeluje cirku- 
larno polarizirana svjetlost, elektron će biti 
pokrenut u smjeru električnog polja, tj. u 
smjeru т od komponente Е. і, u zaostatku 
u fazi za 90%, u smeru y od komponente Ey. 
To znači da će elektron rotirati brzinom w u 
skladu s rotirajućim električnim poljem. Na- 
ravno, smjer radijusa vektora elektrona, s ob- 
zirom na ishodište i smjer polja, na mora se 
poklapati ako postoji prigušenje, no oba vek- 
tora rotiraju zajedno. Polje E može, dakle, 
imati komponentu koja je ortogonalna na 
а і tada ono vrši rad na rotaciji elektrona 
kroz odgovarajući zakretni moment. Snaga 
na savladavanju ,trenja" rotacije elektrona 
je onda 7-6. U vremenu t rad iznosi 7-6 +t, 
a to je jednako energiji utrošenoj na podr- 
žavanju rotacije. No, T-t je zakretni impuls 
koji atomski elektron dobiva u vremenu t pa 
vidimo da cirkularno polarizirana svjetlost 
ukupne energije = posjeduje ukupni zakretni 
impuls £ čiji je smjer u pravcu gibanja desno 
cirkularno polariziranog snopa, a suprotan 
za lijevo cirkularno polarizirani snop. Kad 
ovako cirkularno polarizirani snop biva ap- 
sorbiran, zakretni impuls biva predan atomu 
materije. 


10.7  Relativistički efekti radijacije 


10.7.1 


Promatrajmo sada što se događa kada se 
izvor radijacije giblje relativno brzo, tj. us- 


Izvori koji se kreću 
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poredivo s brzinom svjetlosti. 
Sjetimo se izraza za polje naboja u giba- 
nju: 


Ё— q E 
~ Д4тєос? dt? 
2— 
dje je <" označavala drugu derivaciju 
gdje je 54 g j 


jediničnog vektora usmjerenoga prema pri- 
vidnom položaju naboja u gibanju. Ovo je 
suština retardacije; jedinični vektor ne po- 
kazuje u smjeru sadašnjeg položaja naboja, 
već prema točki iz koje je krenulo polje koje 
promatramo. Ovo je direktna posljedica 
kauzalnosti, tj. činjenice da se elektromag- 
netski val kreće brzinom c. 

Zajedno s električnim poljem putuje, da- 
kako, i magnetsko, smjera ortogonalnog na 
smjer električnoga, kao i na smjer širenja 
vala: 
= Er! X E 


C 


Do sada smo se ograničavali na slučajeve 
u kojima su kretanja bila nerelativistička, 
kao u posebnom slučaju gibanja izvora elek- 
tromagnetskih valova. Proširimo sada naša 
promatranja na slučajeve u kojima se jav- 
ljaju proizvoljna gibanja kako po smjeru, 
tako i po iznosu. Naš model ćemo još uvijek 
ograničiti na slučajeve relativno ,dalekog" 
izvora. К 

Već smo vidjeli da je u izrazu که‎ od bit- 
nog interesa komponenta u smjeru 6. Pret- 
postavimo da su koordinate naboja (x,y,z), 
gdje je smjer osi z prema točki opažanja 
(Slika 10.22). U nekom času, recimo т (mje- 
reno u lokalnom vremenu) koordinate na- 
boja neka budu 2(7),y(7),2(7). 

Budući da smo od naboja relativno daleko, 
to jer(T)=ro+z(7). No, smjer vektora 
€, ovisi uglavnom о х і y , a vrlo malo 
o 2. Transverzalne komponente jediničnog 


vektora su onda © і 2. Vidimo da je 
م1‎ 17 


= 

dr ті 
pa, ako smo daleko od naboja, možemo pi- 
sati 


1 dz 
r dt 


dz x 
dt r2 


q Фа! 


ЗЕЕ л а‏ نت روو 
С 4тєос2то dt?‏ 
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trenutni 
položaj 


yA 


Го 


retardirani položaj 
u vrijeme ٤-۶-۳۴ 


Slika 10.22: Put naboja koji se veoma brzo 
kreće. Pravi položaj u trenutku т је Т, ali 
retardirani položaj je u A. 


gdje uzimamo u obzir samo promjenu хі у, a 
pretpostavljamo da je r = rg pa ga uzmemo 
kao faktor. Također imamo 


а Фу 
4тєос2то dt? 


Е = 


Dakle, električno polje је izraženo Као kons- 
tanta pomnožena s drugim derivacijama т i 
y koordinata (dakako, pod pretpostavkom 
da je naboj negdje u blizini ishodišta!). 
Vidimo, iz prethodnog izraza, da su ko- 
ordinate mjerene u retardiranom vremenu 
pa je očito da koordinata z utječe na retar- 
daciju. Kolika je ona? Pretpostavimo da 
promatramo sistem u trenutku t kod točke 
Р. Tada vrijeme т na koje se ovo opažanje 
odnosi odgovara položaju naboja u točki A 
i retardirano je u odnosu na t za ukupnu 
daljinu koju je signal iz točke A prevalio do 
točke P podijeljenu s c. U prvoj aproksi- 
maciji to iznosi 70, što je konstanta i nije 
kao takva interesantna. No, u daljoj aprok- 
simaciji valja uzeti u obzir i promjenu u 
koordinati z, tj. vrijednost z u trenutku т, 
jer ako se naboj g u međuvremenu udaljio u 
smjeru osi z, onda imamo veću retardaciju. 
Ovo je efekt koji smo ranije zanemarili i on 
predstavlja jedinu dodatnu korekciju pa da 
naši rezultati budu valjani za sve brzine. 
Sad nam preostaje da krenemo od neke 
određene vrijednosti t u točki P i nađemo 
iznos т kojemu odgovaraju koordinate = i y 
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odakle je signal, koji je sada u točki P, kre- 
nuo. Te koordinate će biti naše retardirane 
koordinate x’ i y’. Njihova druga derivacija 
će nam određivati iznos polja u P u trenutku 
t. Znamo da je 


z(T) 


6 


t=r+ 9+ 
с 


dok je isto tako, po definiciji, 


Relevantne jednadžbe su složene, ali njihova 
rješenja možemo polukvantitativno prikazati 
grafički korištenjem jednostavne geometrij- 
ske slike i vidjeti kako rješenje problema 
izgleda. Pitanje je, dakle, kako predstaviti 
prividno gibanje. 

Problem se može znatno pojednostavniti, 
ako zanemarimo konstantni član 8 iz jed- 
nadžbe za t. Ovo je sasvim dozvoljeno, jer 
eliminacija ovog člana samo mijenja položaj 
ishodišta t-a. Tada imamo 
x'(t) =т(т), y(t) = y(T) 

(10.5) 
Sada valja naći x’ i y’ kao funkcije t, a ne 
T, što postižemo ovako: jednadžbe koje smo 
upravo napisali znače da valja uzeti istinsko 
gibanje naboja i dodati mu ст. Grafički to 
izgleda kao lokalno gibanje (Slika 10.23a) 
,rastegnuto" po ct osi (Slika 10.23b). 


ct=cT+2(T), 


х x'(t) او‎ = 2(т) 


гета 
ораѓаси 


Slika 10.23: Geometrijsko rješenje jednadžbe 
10.5 


Grafički dijagram izgleda kao da putanju 
naboja oko ishodišta na slici 10.23a nešto 
„zanosi” u pravcu suprotnome od točke Р br- 
zinom с. Na taj način dobijemo novo (zamiš- 
ljeno) ,, gibanje? po osi koja je u smjeru opa- 
žanja. Ova koordinata je сё (Slika 10.23b). 
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Vidimo da je sada horizontalna udaljenost 
jednaka ct(=cT+2(7T)), а ne stari iznos z 
(y-koordinatu smo, zbog jednostavnosti, ig- 
norirali). 

Sada smo našli grafički prikaz x’ (i, u prin- 
cipu, у”) kao funkciju t, a ne т. Da bismo 
našli polje kao funkciju t, valja naći akce- 
leraciju, tj. drugu derivaciju na određenim 
točkama krivulje. Možemo zamisliti da ova 
„ukrućena” krivulja putuje prema nama i 
pri tome probija nepomičnu ravninu orto- 
gonalnu na smjer njenog gibanja. Točka u 
kojoj krivulja prolazi kroz ravninu pokazuje 
prividnu akceleraciju koja je proporcionalna 
polju. Ovo rješenje, iako grafičko, je pot- 
puno točno. 

Ako je kretanje relativno sporo, npr. ako 
imamo oscilator koji oscilira gore-dolje pa 
onda ovo gibanje „translatiramo” brzinom с 
na već opisani način, dobijemo sinusoidu, što 
smo već promatrali prije, tj. dobijemo polje 
oscilirajućeg naboja. Međutim, brzo kreta- 
nje, koje ima znatnu komponentu u smjeru 
promatranja, je interesantno. Uzmimo ti- 
pičan primjer. Zamislimo elektron koji se 
brzo (tj. v = c) rotira po kružnoj stazi (Slika 
10.24a) u magnetskom polju. Ako gledamo 
u smjeru ravnine kružne staze, onda retar- 
dirana koordinata x'(t) izgleda kao na slici 
10.24b. 


x x' (t) 


> > 


Slika 10.24: Krivulja x'(t) za česticu koja se 
kreće konstantnom brzinom v=0.94c u krug. 


kakva je ovo krivulja? Zamislimo da smo 
malo produžili radijus vektor na slici 10.24a 
tako da stignemo do točke A koja se giblje 
po kružnici brzinom c. Ako bismo gibanje 
točke A translatirati po osi ct brzinom с 
nastala bi krivulja kakvu opisuje točka na 
obodu kotača koji se kotrlja po ravnoj plohi. 
To je cikloida. Ako tako zamislimo krug, na 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


kojemu se na obodu nalazi točka A , kako 
se ,kotrlja? po pravcu paralelnom s osi ct, 
onda točka koju definira radijus vektor elek- 
trona opisuje sličnu krivulju koja nije sasvim 
cikloida (zapravo je hipocikloida) ali je još 
uvijek jako ,,zašiljena" na dijelu blizu oboda 
kruga. Za naboj koji se giblje gotovo brzi- 
nom svjetlosti vrhovi krivulje su vrlo šiljasti 
(u graničnom slučaju, beskonačno šiljasti). 
Što znači vrlo šiljast? To znači da je druga 
derivacija funkcije u blizini šiljka vrlo velik 
broj. To u praksi znači da za vrijeme jednog 
okreta dobijemo vrlo kratki i jaki puls polja. 
Ovo je situacija vrlo različita od nerelativis- 
tičke, gdje bi ovakvo kretanje dalo otprilike 
sinusoidu. Ovdje, dakle, imamo oštre pul- 
sove vrlo snažnog polja koji se ponavljaju 
s periodom od Т, gdje је Т period rotacije 
naboja. Ovo jako polje biva emitirano u 
uskom konusu usmjerenom po tangenti na 
kružnu stazu u smjeru gibanja naboja. U 
suprotnom smjeru, tj. smjeru odmicanja 
naboja od točke P, zakrivljenost krivulje je 
mala i snaga polja minimalna. 


10.7.2 Sinkrotronsko zračenje 

Kad se elektroni vrlo brzo kreću po kruž- 
noj stazi u sinkrotronu, radijaciju koju smo 
upravo opisali možemo opaziti kao svjetlost 
ili x-zrake, što ovisi o energiji elektrona. 
Ovo se naziva sinkrotronskim zračenjem, 
iako se ne pojavljuje samo u sinkrotronu veći 
drugdje u prirodi. Analizirajmo pobliže ovaj 
proces. 

Pretpostavimo da se elektron giblje po 
kružnoj stazi u homogenom magnetskom 
polju. Sila na nabijenu česticu je tada 

F= gv х B 
Ova sila je okomita na U i na В (Slika 10.25). 
Zbog toga kinetička energija ostaje kons- 
tantna pa prema tome i brzina naboja. Mag- 
netsko polje, dakle, samo mijenja smjer im- 
pulsa p. 
U vremenu At promjena impulsa će biti 


Ap= FAt 
zbog čega će se pokretati za kut 
Ap _ qvBAt 


A0 = — 
р р 


JER ЈЕ F = gvB 
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p+Ap 
C 
D 
p Ap “= 
A >> Р 
A Е В 


Slika 10.25: Nabijena čestica kreće se po 
kružnoj (ili spiralnoj) stazi u jednoličnom 
magnetskom polju 


No, za ovo vrijeme put koji je čestica pre- 
valila je As = vAt. Budući da je F oko- 
mita na p, to se linije AB i CD sjeku u O, 
centar kružne staze radijusa А, tako da je 
As = RAO. Iz toga 


A6 gvBR 
R— = R = = 
At р 
iz čega 
B 
p=gBR І w= аы 
р 


Budući da је ovo točno u bilo kojem tre- 
nutku (tj. neovisno je o vremenu) to mo- 
žemo zaključiti da je staza kružna tj. da je 
R konstantan. Kutna brzina čestice je w. Iz 
radijusa zakrivljenosti staze čsetice možemo 
izračunati impuls p pod uvjetom da znamo 
iznos naboja i magnetskog polja B. Ako p 
izrazimo u elektronskim voltima, a ostale 
jedinice u SI sustavu onda možemo pisati 


рс= Š- ВЕ. (3 x 108) [eV] 
e 


Ovdje naboj čestice mjerimo u jedinicama 
elektronskog naboja, B u weberima po m? (1 
weber/m? = 10% gauss = 1 tesla). Praktična 
polja kod magneta sa željeznom jezgrom su 
reda 1 do 1.5 tesla (T), dok supervodljivi 
magneti mogu proizvesti polja reda 10-15 
T pa i više. Elektroni čiji impuls iznosi 
reda 109 eV kreću se u poljima magneta 
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sinkrotrona. To su redovno magneti sa že- 
ljeznom jezgrom koji proizvode polja reda 
1 Т pa su radijusi takvih mašina oko 3.5 
m. (Za usporedbu, radijusi velikih proton- 
skih akceleratora iznose na desetke kilome- 
tara!). Ukupna energija, uključujući tu i 
masu mirovanja čestice, u ovakvom sinkro- 
tronu је Etot = y p?c? + m?ct. Za elektrom 
s pe = 10? eV možemo zanemariti masu mi- 
rovanja (koja je svega 0.5 x10 eV) pa je u 
tom slučaju Etot = рс. 

Kakvo zračenje emitira elektron u akce- 
leratoru poput sinkrotrona radijusa 3.5 m.? 
U jednom krugu elektron prijeđe oko 20 m. 
Očekivali bismo, na osnovu nerelativističke 
slike, da će elektron emitirati radio valove 
dužine A = 20m. No, zbog relativističkog 
efekta koji smo opisali (radijus kružne staze 
je samo zi manji od one koju bi imao 
elektron da se kreće točno brzinom c) to 
su vrhovi hipocikloide vrlo oštri u odnosu 
na njihov međusobni razmak. Akceleracija 
koja odgovara drugoj derivaciji šiljka oko 
maksimuma daje nam faktor „relativističke 
kompresije" od oko 8 х 106 i to dvaput, jer se 
vremenska skala reducira za toliko sa svake 
strane šiljka. Očekujemo, stoga, da ćemo 
imati radijaciju valne dužine reda 64х1012 
puta manje od 20 metara, što je u području 
x-zraka. U stvari, čitav proces je malo slože- 
niji pa imamo potenciju od oko 3 umjesto 
kvadrata. I pored tog ograničenja, još uvijek 
smo dobro iznad optičkog područja.” 

U svakom slučaju, vidimo da elektron, koji 
bi u klasičnoj slici zračio radiovalove, zbog 
relativističkih efekata, zrači svjetlost ili radi- 
jaciju još viših frekvencija. Svjetlost ovako 


5Danas se grade vrlo moćni sinkrotroni, poput 
National Light Source (NLS) u SAD, i drugdje koji 
služe isključivo kao izvori dobro kolimiranih, vrlo 
intenzivnih izvora x-zraka. Ovi izvori služe za istraži- 
vanja morfologije materijala i ostale analize pomoću 
x-zraka. Prednost ovih izvora x-zraka pred konven- 
cionalnima (kao npr. cijevi i sl.) jest u intenzitetu 
(jačem za više redova veličina u odnosu na cijevi), 
jakoj kolimiranosti, polariziranosti, uskoj spektral- 
noj raspodjeli, mogućnosti vremenskog i prostor- 
nog strukturiranja snopova, te velikog broja radnih 
stanica koje su na raspolaganju istraživačima. Sin- 
krotroni nisu jedini izvori vrlo intenzivnih snopova 
x-zraka. Jedna od modernih naprava je i „Wiggler” 
koji može poslužiti i kao „laser” za x-zrake. 
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emitirana je polarizirana tako da je električni 
vektor ortogonalan na magnetsko polje u sin- 
krotronu. 

Pretpostavimo da jedan puls ovako nas- 
tale svjetlosti uperimo na difrakcijsku re- 
šetku. Što će se dogoditi; hoće li rešetka 
dati spektar? Budući da se radi o jednom 
pulsu, to će oscilatori u rešetci biti ,zalju- 
ljani", recimo, jednom gore i zatim dolje. 
Oni će proizvesti valove koji će se širiti iz 
izvora u prostor (Slika 10.26). Promatrajmo 
ove valove u točki P pod nekim kutom u 
odnosu na smjer ulaznog pulsa. 


Ze === elektronski puls 
e 
O 
e 
e zračenje raspršeno 
e pe 092 rešetci 
Be 
А ۰ 


Slika 10.26: Svjetlost koja pogađa rešetku 
kao jedan, oštar puls raspršena je u raznim 
smjerovima kao različite boje. 


Točka P je bliža jednom kraju rešetke 
pa će sekundarni val najprije stići iz najbli- 
žeg oscilatora kod A, zatim će za njim stići 
onaj iz B itd., da bi niz tih sekundarnih 
pulsova završio sa zadnjim iz oscilatora Z. 
Suma refleksija iz svih tih oscilatora izgleda 
kao niz valnih frontova, odnosno pulsova 
»Kvazi-periodičnog" oblika. Razmaci između 
krijesta odgovaraju udaljenostima između 
pulsova. Dobijemo, dakle, obojenu svjetlost, 
a boja ovisi o kutu 4 između upadnog pulsa 
i smjera promatranja sekundarnog niza pul- 
sova. Pitamo se: bismo li dobili boju s bilo 
kakvim monokromatskim pulsom? U našem 
prvobitnom modelu dobili bismo sekundarne 
pulsove koji izgledaju kao na slici 10.27a. No, 
ako je primarni puls zaobljen, dao bi nam 
nešto poput onoga na slici 10.27b. Vidimo 
da bismo dobili „izglađeno” polje jer super- 
ponirani pulsovi ne variraju jako u vremenu. 

Kako što smo već napomenuli, elektro- 
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Slika 10.27: Ukupno električno polje zbog 
niza (a) oštrih impulsa i (b) glatkih impulsa. 


magnetska radijacija koju emitiraju čestice 
sa svojih putanja u magnetskom polju (ho- 
mogenom ili ne) nazvana je, iz historijskih 
razloga, sinkrotronskom radijacijom. U pri- 
rodi se javlja uvelike svuda gdje postoje čes- 
tice u brzom kretanju u magnetskom polju u 
blizini zvijezda, pulsara i ostalih kozmičkih 
struktura. 


10.7.3 Kozmičko sinkrotronsko zračenje 


Najčešće se kozmičko sinkrotronsko zrače- 
nje javlja tamo gdje je u prošlosti došlo do 
eksplozije supernove. Tipičan primjer je Ra- 
kova Nebula odakle znatna količina vidljive 
svjetlosti (ali ne sva!) nosi porijeklo od sin- 
krotronskog zračenja. Svjetlost je lako raz- 
likovati od obične raspršene po njezinom 
smjeru polarizacije koji je okomit na mag- 
netsko polje Nebule. Malo teže je odgovo- 
riti na pitanje odakle elektronima energija 
potrebna za održavanje zračenja i koji su 
mehanizmi ubrzanja tih elektrona. Jedno 
moguće porijeklo ubrzanja bi mogao biti be- 
tatronski efekt promjenljivog magnetskog 
polja Nebule, ali nije sasvim jasno može li 
ovakav model dati prave redove veličina u 
pitanju. 


10.7.4 Zakočno zračenje ili Bremsstra- 
hlung 
Postoji još jedna važna pojava koja je dobila 
njemački naziv ,bremsstrahlung? (opet iz 
historijskih razloga, njem. Bremsstrahlung, 
zakočno zračenje), a koju smo upravo već 
objasnili, jer je potpuno analogna sinkro- 
tronskom zračenju, i nastaje također kad 
relativističke čestice na svom putu pretrpe 
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nagli otklon trajektorije procesom rasprše- 
nja. Bremsstrahlung se najčešće, ali ne uvi- 
jek, javlja u kondenziranoj materiji kad se 
nabijene čestice, obično elektroni, raspršuju 
u električnom polju atomskih jezgara (Slika 
10.28a). Pretpostavimo da imamo elektron 
u relativističkom kretanju kroz materiju. 


(a) 

Е 5-26 B A 
F4 اب‎ 

D 


Slika 10.28: Brzi elektron prolazeći blizu 
jezgre zrači energiju u smjeru svog gibanja. 


Ako se na svom putu elektron zatekne u 
blizini pozitivno nabijene jezgre, jako elek- 
trično polje jezgre će ga otkloniti. Prilikom 
tako pretrpljene akceleracije elektron će zra- 
čiti analogno kako bi zračio u magnetskom 
polju. Kako će izgledati to zračenje emiti- 
rano u smjeru deflektiranog elektrona? Pra- 
vilo po kojemu ćemo naći polukvantitativan 
odgovor već znamo. Krenimo od stvarnog gi- 
banja elektrona i translatirajmo ga unatrag 
brzinom c. Ovime dobijemo krivulju (Slika 
10.28b) čija je zakrivljenost proporcionalna 
polju zračenja. Sjetimo se da se elektron 
gibao brzinom v ~ с). Sada dobivamo ,,kom- 
primirano" gibanje natraške brzinom c— v. 
Ovo je mala brzina, tako da će krivulja imati 
vrlo nagli nagib u točki B (tj. imat će oš- 
tro ,koljeno"). Druga derivacija kod ovog 
,koljena" daje nam redovno velik iznos, tj. 
čestica ovdje emitira zračenje visoke ener- 
gije u smjeru svog gibanja. Relativistički 
elektroni tako emitiraju zakočno zračenje 
redovno kao "-zrake, ali i nižih spektralnih 
područja, iako u mnogo manjem intenzitetu. 


10.7.5 Dopplerov efekt 


Kad smo proučavali Specijalnu teoriju rela- 
tivnosti, vidjeli smo da gibanje izvora dovodi 
do Dopplerovog efekta. Ovaj fenomen mo- 
žemo sada analizirati više kvantitativno. 
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Pretpostavimo da neki atom oscilira frek- 
vencijom оо. Ako pri tome atom miruje, 
frekvencija zračenja koje pada na naš detek- 
tor bit će također wg. Pretpostavimo sada 
da se atom kreće prema nama brzinom v 
dok elektron pri tome oscilira frekvencijom 
ол. Stvarnu putanju takvo g elektrona u 
atomu možemo, u lokalnim koordinatama, 
predstaviti jednostavno sinusoidom (Slika 
10.29). Upotrebom našeg pravila translati- 
rajmo sada ovo gibanje natraške brzinom c, 
pri čemu dobijemo krivulju koja izgleda kao 
na Slici 10.29b). 


Slika 10.29: x-z i x'-t dijagrami pokretnog 
oscilatora 


U lokalnim koordinatama elektron je pre- 
valio put vr, dok je na dijagramu z’ © ct 
on prevalio put ع)‎ о) т. Broj oscilacija pr- 
vobitno sadržan u intervalu т sada će biti 
sadržan u intervalu (1— 2)7. To znači da 
ćemo vidjeti svjetlost više frekvencioje i to 
za faktor (1 — 2); 


W1 


= 


Ш 


Ovo se, naravno, može і drukčije analizirati. 
Pretpostavimo da atom emitira pulsove i to 
frekvencijom w1. Ako se sada izvor počne gi- 
bati prema nama, razmak između pulsova će 
se smanjiti, jer je u vremenu između emiti- 
ranja pulsova atom prevalio neku udaljenost 
pa je bliži nama. Samom geometrijskom ana- 
lizom možemo dobiti faktor za novu 


1 
10 
1 
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frekvenciju. Sjetimo se da smo prirodnu 
frekvenciju atoma nazvali s wg. Znači li to 


da bi nova frekvencija sad iznosila 12% ? 


Ne! Znamo, naime, da frekvencija w1 و‎ 
jom sada atom oscilira nije jednaka wg iz 
razloga relativističke dilatacije u vremenu. 
Ovu novu frekvenciju valja pisati kao 


= 


wo‏ = لا 
c2‏ 


Frekvencija koju opažamo je, dakle, 


Upravo ovaj pomak u frekvenciji je traženi 
Dopplerov pomak. Ako se izvor kreće prama 
nama svjetlost postaje više plava, a u su- 
protnom slučaju više crvena. No, pojava se 
očituje i onda kad se opažač kreće u odnosu 
na mirujući izvor. 

Pretpostavimo, dakle, izvor u mirovanju 
koji emitira val frekvencije wo, dok prema 
njemu putuje opažač brzinom v. Nakon vre- 
mena t opažač će prevaliti put vt. Kroz to 
vrijeme broj krijesta valova koje su prošle 
mimo neke nepomične točke je wot. U isto 
vrijeme opažač je prešao (zbog svog giba- 
nja) još dodatni broj krijesta, a taj dodatni 
broj је vtko (gdje je ko broj radijana po me- 
tru). Ukupni broj radijana u intervalu t, tj. 
kružna frekvencija je wi = wo + kov. 

Ovo je, dakako, analiza s točke gledišta 
neovisnog promatrača koji miruje. Kako ovo 
izgleda opažaču koji se kreće? Ovdje opet 
ulazi dilatacija u vremenu. Ovaj put mo- 
/1— = Ako 
je, dakle, kg valni broj, tj. broj radijana po 
metru u smjeru gibanja, onda je opažena 
frekvencija dana izrazom 


ramo frekvenciju podijeliti s 


wo + kov 
w = ~ 


2 
10 
1—2 


Za svjetlost је kg = 22 pa je opažena frek- 
vencija onda 
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što nam izgleda različito od one prvobitne 
formule za gibanje izvora prema opažaču. 
Ovo ne smije biti zbog principa relativnosti 
gibanja! Ako bolje pogledamo, ove dvije 
formule jesu iste. Zapravo, baš zbog toga 
što su formule iste, možemo zaključiti da 
je faktor vremenske dilatacije u Specijalnoj 
teoriji relativnosti potreban! 

Isti problem možemo, dakako, formalno 
analizirati direktnom primjenom Lorentzo- 
vih transformacija 


7 x+vt له‎ — vt 
az = FE ٥کپنټنا‎ = 
Е ree 
Z Z 
i 
VI / VE 
د‎ 5: ma 
v2 v2 
1— 2 1— 2 


koje nam daju odnos između položaja i vre- 
mena za dvojicu opažača koji se relativno 
giblju jedan prema drugome. 

Kad bismo stajali na miru, val bi imao 
oblik cos(wt— kt). Za opažača koji se kreće 
ovaj val se treba izraziti transformiranim 
koordinatama: 


cos (wt — kr) = 


7 


BE pam t‏ ام 
cos |w са ko =‏ 
v‏ 82 
mmm‏ 
što daje:‏ 
cos (wt — kr) =‏ 
w+ kv pa ў‏ 


COS = t = 3 
تد ولوا‎ || 
iL لتا‎ 

ол! 2 


Dobijemo, dakle val oblika cos(w't' - К'х”) 
koji ima frekvenciju w’ і valni broj k’ za 
opažača koji se giblje. Ove nove vrijednosti 
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za frekvenciju, odnosno za valni broj su 


= w+ kv a ER o 
2 2 
lis NT 


što je istovjetno izrazima koje smo dobili 
ranije. 


10.7.6 w i k kao četverovektori 

Vidjeli smo da izrazi za w' i k' pokazuju da 
je „поуа” frekvencija funkcija ,,stare" frek- 
vencije i „starog” valnog broja, a isto tako 
je „поуі” valni broj izražen kao finkcija ,,sta- 
roga" i ,stare" frekvencije. No valni broj 
predstavlja promjenu faze s obzirom na uda- 
ljenost, dok je frekvencija promjena faze s 
obzirom na vrijeme. U ovim izrazima nala- 
zimo, dakle, usku analogiju s Lorentzovim 
transformacijama položaja i vremena. Ako 
zamislimo w kao nešto poput vremena, a k 
nešto poput koordinate s podijeljene s e, 
onda će „novi” ш’ biti kao t', a ,novi" k’ će 
biti kao z'/c?. 

Iz toga zaključujemo da se w i k transfor- 
miraju relativistički jednako Као t i x. Kad 
neka veličina ima četiri komponente koje se 
transformiraju kao vrijeme i prostor, onda je 
ta veličina četverovektor. To bi bilo u redu, 
ali pitamo se koje su to još dvije komponente, 
pored w i k. Da bismo na ovo pitanje odgo- 
vorili moramo promatrati širenje svjetlosti 
u tri prostorne dimenzije. 

U tu svrhu pretpostavimo da imamo ko- 
ordinatni sustav x,y,z i val čije sukcesivne 
valne fronte prolaze pod nekim općenitim 
kutom na koordinate (Slika 10.30). Valna 
dužina je A, no val putuje u nekom općeni- 
tom smjeru koji se ne podudara ni s jednom 
koordinatom. Kako predstaviti komponente 
ovakvog vala? 

Možemo napisati cos(wt— ks), gdje je = 
27/۸, a s je udaljenost u smjeru kretanja 
vala. Ako је vektor koji nam označava 
položaj neke točke u prostoru, onda je s dan 
produktom 7+ €, gdje je €, jedinični vektor 
u smjeru gibanja vala, tj. s = соѕ(7, 6x). No, 
lakše je definirati vektor k koji ima iznos 
27/۸, a smjer mu je isti kao i smjer ёр, tj. 
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Slika 10.30: Ravni val koji putuje u zakoše- 
nom smjeru 


smjer gibanja vala: 


> 27-6 
k= S = Её; 


Val možemo, dakle, izraziti kao: 


COS (wt —k- ғ) 
ODNOSNO 


cos(wt— kzz — kyy — kzz) 


Pri tome se pitamo što, primjerice, znači kx. 
Naravno, kx je promjena prostorne faze s 
obzirom na os ж. Ako pogledamo sliku 10.30, 
vidimo da se faza mijenja s obzirom na os x 
kao da se u smjeru te osi širi val, ali dulje 
»valne dužine". 

Ova „valna dužina" u smjeru x-osi je dulja 
od stvarne valne dužine za iznos koji ovisi o 
kutu između osi i smjera širenja vala. Mo- 
žemo vidjeti da је A; = A, gdje je a kut 
između smjera širenja vala i osi х. To znači 
da je ke = ۶ cosa. 

Dakle, о, Е, Ку, К, se transformiraju u 
specijalnoj relativnosti kao četverovektori, 
gdje w odgovara vremenskoj koordinati, a 
kx,ky,kz trima komponentama prostornih 
koordinata 2.0.2. 

Vidjeli smo, kad smo diskutirali Speci- 
jalnu teoriju relativnosti, da je moguće na- 
činiti skalarni produkt četverovektora. Ako 
označimo s xy vektor položaja (gdje u stoji 
za četiri komponente; jednu vremensku i 
tri prostorne), a s ky valni vektor (gdje u 
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opet odgovara analognim komponentama) 
onda se skalarni (točkasti) produkt piše kao 
Укл". Ovaj skalarni produkt je invarijan- 
tan i neovisan o koordinatnom sustavu. Po 
definiciji, on je 


5 kz” = 2 8 =wt— یو‎ К„2 


Ovaj izraz je invarijantan na Lorentzove 
transformacije, jer je ky četverovektor, а 
pojavljuje se u kosinusu izraza za val pa 
mora biti invarijantan na Lorentzove tran- 
sformacije. Val, naime, ostaje isti bez obzira 
na koordinatni sustav. 


10.7.7 АБегасіја (astronomska) 

Каа smo izvodili jednadžbe Које su izraža- 
vale w i k’ u obliku starih veličina w i k, 
pretpostavljali smo da je ku smjeru gibanja 
izvora ili opažača. Ovo ne mora općenito 
biti slučaj. Pretpostavimo da teleskopom 
promatramo izvor svjetlosti poput zvijezde 
(Slika 10.31). Zemlja se kreće u odnosu na 
zvijezdu. Pretpostavimo da je to kretanje u 
smjeru ortogonalnom na smjer upada svje- 
tlosti sa zvijezde. 


ж 


stvarni —— 
položaj 


prividni 
položaj 


Slika 10.31: Udaljeni izvor S promatra se po- 
moću (a) stacionarnog teleskopa i (b) bočno 
pokretnog teleskopa. 


Pod kojim kutom valja postaviti teleskop 
u odnosu na smjer upada svjetlosti, tj. pod 
kojim kutom će opažaču na Zemlji izgledati 
da svjetlost upada? Formalno, trebali bi- 
smo napisati četiri komponente k,, i izvršiti 
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Lorentzovu transformaciju. Kvalitativno gle- 
dano, međutim, očito je da teleskop valja 
nagnuti u smjeru putovanja Zemlje da bismo 
vidjeli zvijezdu. Svjetlost putuje brzinom 
c, a Zemlja brzinom v pa imamo posla sa 
svojevrsnim složenim gibanjem. Svjetlost 
mora proći ,ravno" po osi teleskopa. Ako 
označimo s 6' kut nagiba leleskopa slijedi da 
je 
هوو‎ = © 
c 


Ovaj izraz je u redu, ali 6" nije kut nagiba 
teleskopa u odnosu na Zemlju! Kut 0' je 
kut nagiba koji bi vidio , nepomični proma- 
trač". Opažaču na Zemlji ovaj kut upada 
(nazovimo ga 6) je dan izrazom 

2 V 
= пш sin = — 


2 G 
v 
l= 


tan = 


Ovaj bi nam rezultat, dakako, dala i for- 
malna Lorentzova transformacija. (Načiniti 
za vježbu). 

Ova pojava koja iziskuje nagib teleskopa 
da bi se zvijezda mogla promatrati, naziva 
se astronomska aberacija za razliku od 
„optičkih aberacija" koje smo već proučavali. 
Kako se ova aberacija može ustanoviti; kako 
znamo gdje zvijezda mora biti? Drugim rije- 
čima, kako znamo da zvijezdu promatramo 
u prividnom položaju? Ovo se dade provje- 
riti eksperimentalno tako da istu zvijezdu 
promatramo u intervalima od 6 mjeseci pri 
čemu ćemo opaziti da teleskop valja nagnuti 
u suprotnom smjeru za isti iznos. 


10.7.8 


Do sada smo, u izvjesnom smislu, zanemari- 
vali djelovanje magnetskog dijela elektromag- 
netskog vala. Razlog je u tome što je utjecaj 
magnetskog dijela vala općenito vrlo malen. 
Postoji, međutim, jedna važna pojava ve- 
zana uz magnetski dio vala kojoj valja obra- 
titi pažnju. Pretpostavimo da električno 
polje vala djeluje na neki naboj, te ga tjera 
na oscilacije gore-dolje. Ako se smjer elek- 
tričnog polja podudara s osi x (Slika 10.32), 
onda će i naboj oscilirati po toj osi. 

U nekom trenutku položaj naboja je =, 
a brzina mu je v. Magnetsko polje B ima 


Impuls svjetlosti 
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svjetlosni 
izvor 


Slika 10.32: Magnetska sila na naboj koji 
pokreće električno polje je u smjeru svjetlos- 
nog snopa. 


smjer y-osi, jer je ortogonalno na E. Kako 
je V ortogonalno na B, pojavit će se sila na 
naboj u smjeru gibanja vala. Dakle, kad elek- 
tromagnetski val djeluje na naboj, pojavljuje 
se, uz električnu silu koja izaziva oscilaciju 
naboja, i magnetska sila koja , gura" naboj 
u smjeru vala. Pojavljuje se tlak zračenja 
ili, u slučaju svjetlosti tlak svjetlosti. Koliki 
je taj tlak? 

Znamo da je F = gvB. Ove veličine osci- 
liraju u vremenu pa nas zanimaju srednje 
vrijednosti: 

(F) =q (wB) = к JERJE B= Z 
No, qE je električna sila, a qv E je snaga koju 
troši električno polje na oscilaciju naboja tj. 
snaga koju atomski oscilator apsorbira zbog 
prigušenja ili sekundarnog zračenja. Ako 
sekundarno zračenje zanemarimo (što pojed- 
nostavnjuje analizu), onda vidimo da, gdje 
god dolazi do apsorpcije elektromagnetskih 
valova, pojavljuje se tlak. Sila povezana uz 
taj tlak je 


Svjetlost, dakle, uz energiju ima i impuls 
koji je jednak kvocijentu energije i brzine 
svjetlosti c. Ista pojava nastaje, dakako, i 
prilikom emisije svjetlosti; atom pri emisiji 
fotona osjeti „trzaj? u suprotnom smjeru 
od smjera emisije fotona (slično kao kad 
top ispali hitac). Ovaj impuls je p = W/c. 
Ako se svjetlost reflektira onda zrcalo dobije 
dvostruko veći impuls u smjeru normale. 
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U kvantnomehaničkoj slici uzimamo svje- 
tlost kao kvante energije (fotone) koje treti- 
ramo kao čestice. Za jedan foton 


W = hv = ħw 


No, p = W/c = ħw/c = hk Smjer impulsa se 
podudara sa smjerom k pa možemo pisati 


НК‏ و 


Energija i impuls čestice tvore, kako znamo, 
četverovektor pa, budući da w i k tvore za- 
jedno četverovektor, dobro je da izraz za W i 
za р sadrži istu konstantu ži. Stoga možemo 
pisati 
Pu = liku 

Ovaj izraz je mnogo općenitiji od izraza za 
svjetlost. U kvantnoj mehanici on vrijedi za 
sve čestice. To je dobro poznata de Brogli- 
eva relacija. 

Vidimo, dakle, da svjetlost, kad je cirku- 
larno polarizirana, nosi zakretni impuls koji 
je proporcionalan energiji vala. U kvantnoj 
slici, svaki foton nosi intrinsični zakretni im- 
puls (spin) koji iznosi 1 h. Vektor spina je 
na osi putanje fotona. 


10.8 Kvantno ponašanje 


Pri obradi problema Које smo do sada рго- 
učavali služili smo se uvelike klasičnim mo- 
delima. Samo povremeno smo spominjali 
fotone kao kvante energije elektromagnet- 
skog polja. 

Da bismo razumjeli pojave na temeljnoj 
razini, gdje mehanizmi fundamentalnih pro- 
cesa dolaze do izražaja, moramo se pobliže 
upoznati s tim mehanizmima. Tokom ovih 
razmatranja držat ćemo se čim više klasičnih 
ideja, no često ćemo ih morati napustiti, jer 
su mnoge postavke kvantne mehanike bez 
klasičnih analoga u slici prirode. 

Kvantna mehanika opisuje ponašanje ma- 
terije u svim svojim detaljima i to naročito u 
područjima dimenzija atoma, atomskih jez- 
gara i elementarnih čestica. Na ovako maloj 
skali dimenzija dolazi do izražaja ponašanje 
materije na način koji se ne da usporediti 
s bilo čime što nam je dostupno osjetilima 
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u makroskopskom svijetu. Kad god, dakle, 
pravimo usporedbe između ovih kvantno- 
mahaničkih sistema i kuglica, ili oblaka, ili 
opruga itd., moramo voditi računa o tome 
da te usporedbe samo služe da nam olakšaju 
neka objašnjenja, ali su inače potpuno na- 
ivne i netočne. Držimo, stoga, na pameti da 
ni foton (tj. kvant elektromagnetskog polja) 
ni elektron, ni ostale elementarne čestice, 
nisu ni valovi ni čestice (u klasičnom smislu) 
već ih samo katkada opisujemo na jedan, a 
katkada na drugi način. 


10.8.1 Atomska mehanika 


Postoji, međutim, jedna relativno sretna 
okolnost. Sve ove čestice (nazovimo ih tako) 
ponašaju se kvantno mehanički na isti na- 
čin, tj. kao ,čestice-valovi". Kad opisu- 
jemo, dakle, kvantnomehaničko ponašanje 
elektrona, onda se to opisivanje oćenito od- 
nosi i na ostale elementarne čestice. 

Razumijevanje kvantne mehanike počelo 
je poprimati definitivne oblike oko 1926. i 
1927. godine zahvaljujući naporima mnogih 
fizičara među kojima se ljudi poput Schrodin- 
gera, Heisenberga, Borna i Diraca najčešće 
spominju. 

Naše izlaganje kvantnomehaničkih pojava 
započeti ćemo opisom jedne pojave koja 
nema svoje analogije u klasičnom, makro- 
skopskom, svijetu. Upravo zbog tog pomanj- 
kanja usporedbe čini nam se ona misteri- 
ozna i nerazumljiva. Možemo je upoznati 
jedino putem apstraktnog prihvaćanja činje- 
nice. Pri tome ne možemo (i nećemo ni 
pokušavati) odgovoriti na pitanje zašto se 
priroda tako ponaša. 


10.8.2 Pokus s makroskopskim projekti- 
lima 

Razliku između mikroskopskog i makroskop- 
skog ponašanja materije možemo prikazati 
pomoću jednostavnog zamišljenog pokusa. 
Zamislimo pokus (Slika 10.33) u kojemu mali 
izvor izbacuje makroskopske projektile (veli- 
čine npr. zrnca pijeska) prema zastoru na 
kojemu su načinjene dvije rupice veličine 
usporedive s dijametrom zrnaca. 

Na drugom zastoru, postavljenom iza pr- 
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(a) POKRETNI (c) 
DETEKTOR 
P. 
( I ) 12 
А х 
4 Ta. 
РХ 4 mz 
сеа = = 
Sa 
“a 
IZVOR 
PROJEKTILA N 
N 
\ 
N 
в Pi2=P1+P2 
ZASTOR ZAUSTAVNI 
ZASTOR 


Slika 10.33: Interferencija. 
projektilima 


Eksperiment s 


vog, imamo ,detektor" projektila koji je 
jedna mala kutija u koju projektili upadaju i 
gdje ih možemo naći i pobrojiti. Detektor se 
može micati i postavljati na razna mjesta na 
zastoru. S obzirom na simetriju geometrije 
pokusa, možemo proces promatrati dvodi- 
menzionalno, pri čemu je jedino važno znati 
položaj detektora na određenim udaljenos- 
tima od osi simetrije i u ravnini koja sadrži 
obje rupice. Označimo ove udaljenosti de- 
tektora od središnje osi s x. Pomoću ovog 
uređaja možemo naći odgovor na pitanje ,,ko- 
lika je vjerojatnost da će projektil, koji krene 
iz izvora i prođe kroz rupicu u prvom zas- 
toru, stići na mjesto x na drugom zastoru?” 
Govorimo o vjerojatnosti, jer ne možemo 
unaprijed reći gdje će pojedini projektil za- 
vršiti. Pod time razumijevamo vjerojatnost 
da projektil doleti do detektora nakon što 
se, recimo, raspršio prolaskom kroz rupicu. 
Mjerenje možemo obaviti tako da postavimo 
detektor na neko dano mjesto na osi x i bro- 
jimo koliko zrnaca u njega upadne tokom 
nekog danog vremenskog intervala. Tada 
omjer između ovog broja i ukupnog broja 
projektila koji su udarili u drugi zastor daje 
traženu vjerojatnost. Druga mogućnost je 
da imamo izvor koji ravnomjerno emitira 
projektile pa će onda vjerojatnost biti pro- 
porcionalna broji projektila koji upadnu u 
detektor u nekoj jedinici vremena. U ovom 
idealiziranom pokusu pretpostavljamo da su 
projektili svi identični i ne mogu se, tokom 
procesa koji promatramo, razbiti u dijelove. 
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Dakle, projektil doleti u detektor ili ne do- 
leti; dio projektila ne postoji. Ako grafički 
prikažemo rezultat mjerenja (Slika 10.33.) 
tako da u smjeru osi nanosimo vjerojatnost 
kao funkciju položaja detektora х, dobijemo 
zvonaste krivulje; jednu simetričnu kad su 
obje rupice otvorene, a dvije odvojene kad 
je jedna od rupica zatvorena. 

Rezultate izrazimo kao gustoću vjerojat- 
nosti i nazovimo је Ро jer su projektili mogli 
proći ili kroz rupicu 1 ili rupicu 2 s jedna- 
kom vjerojatnošću. Prema očekivanju Pi2 
ima najveće vrijednosti kod x = 0, a opada 
kako т s obje strane osi raste. No, zašto 
je Рә najveća kod х = 0? Ovo ćemo lako 
odgonetnuti ako zatvorimo najprije jednu a 
zatim drugu rupicu. U jednom i u drugom 
slučaju dobit ćemo identične raspodjele, Р 
odnosno Р» , koje će imati svoje maksimume 
na produžetku pravaca koji idu od izvora, 
kroz odgovarajuću rupicu, do drugoga zas- 
tora. Možemo lako provjeriti da je 


Pia = Pi + Po 


što je važan rezultat. Naime, vjerojatnosti 
se zbrajaju. Kažemo da ovdje nemamo in- 
terferencije i to iz razloga koji će postati očit 
kad isti pokus ponovimo s valovima. 


10.8.3 Pokus s valovima 


Ponovimo, dakle, isti pokus s valovima, tako 
što ćemo umjesto izvora projektila imati iz- 
vor valova. Analognu aparaturu možemo 
zasnovati na valovima na vodi u plitkom ba- 
zenu koji podijelimo pregradom s dva otvora, 
a vibrator služi kao izvor valova (Slika 10.34). 
Valovi se mogu detektirati senzorom s druge 
strane pregrade gdje valovi stižu do „plaže” 
koja ih apsorbira. 

Senzor može biti načinjen da registrira vri- 
jednost proporcionalnu kvadratu amplitude. 
On će nam, dakle, mjeriti energiju ili ,toč- 
nije, snagu valova. Kako izgledaju rezultati 
ovakvog pokusa? 

U prvom redu vidimo da valovi mogu 
imati proizvoljnu amplitudu pa stoga i snagu, 
tj. detektor može pokazivati bilo kakve vri- 
jednosti intenziteta vala. To ovisi o tome 
kako jako oscilira vibrator kod izvora. Val, 
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Slika 10.34: Interferencijski pokus s vodenim 
valovima. 


dakle, ne donosi energiju u ,,grumenima" ili 
kvantima. 

Ako vrijednosti intenziteta koja nam de- 
tektor daje mjerimo kao funkciju položaja 
detektora x, dobijemo krivulju c) na slici 
10.34. Ovaj intenzitet nazovimo 112. 

Vidjeli smo već, prilikom proučavanja in- 
terferencije svjetlosti, porijeklo ove pojave. 
Ako pokrijemo najprije jednu, a zatim drugu 
rupicu, dobijemo raspodjele بل‎ i Г koje iz- 
gledaju kao krivulje b) na istoj slici. Jasno je 
da 112 nije suma Г і 12. Valovi očito interfe- 
riraju; tamo gdje postoje maksimumi,valovi 
su u fazi, a kod minimuma su van faze za 
т. Ovo već znamo; tamo gdje su udaljenosti 
između rupica i detektora različite za A, 2A, 
3A itd. imamo maksimume, a tamo gdje su 
razlike ۸/2, 3X/2, 5/2 itd. imamo minimume. 
Govorimo o konstruktivnoj ili destruktivnoj 
interferenciji. 

Kvantitativni odnos između Д, 12 i Дә 
također već znamo. Trenutnu visinu vala 
koji prolazi kroz rupicu 1 označimo kao 
Веће, gdje је amplituda h, općenito 
kompleksan broj. Intenzitet je onda dan 
kao [А2 2. Slično, za гири 2, intenzitet је 
|h2|2. Kad su obje rupe otvorene, visine va- 
lova se zbrajaju pa iznose Re(h; + ha)e'=?, 
a intenzitet је |hi + 22|2. Dakle, 

a شا‎ КО 
h= | | 


2 
ho | 


l = 


112 = in + о 
iz čega vidimo da је 


А ИМЕ; = a 12 1 9 2 m 
fu + fa = ħa +104 +2: |а| созд 
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gdje je 0 razlika u fazi između hu i he. In- 
tenziteti su dati relacijom 


lo =1+12+2VIl2:c0s6 


Ovaj zadnji član je član interferencije. Dakle 
vidimo da se valovi razlikuju bitno od ma- 
kroskopskih projektila po tome što: 

1. Mogu imati bilo kakav intenzitet 

2. Pokazuju interferenciju 


10.8.4 Pokus s elektronima 


Načinimo sada analogan pokus s elektro- 
nima. Pretpostavimo da izvor daje mlaz 
elektrona jednake energije (Slika 10.35). 
Elektroni prolaze kroz rupice u prvom zas- 
toru i padaju na drugi na kojemu se nalazi 
detektor, analogno kao u prethodnim poku- 
sima. 


(c) 


ELEKTRONSKI 
TOP 


20050072002 


ZAUSTAVNI 


2 
Р, = 
با :اح‎ =н]? 
ZASTOR | 


ZASTOR р,= | 4 


Slika 10.35: Pokus interferencije s elektro- 
nima. 


Ovakav pokus je vrlo teško na ovaj način 
ostvariti u praksi, jer rupice moraju biti vrlo 
sitne i udaljene za red veličina valne dužine 
elektrona. (Pokus je ipak izveden na ovaj 
način nedavno i dao je potpuno očekivane 
rezultate!). Nešto drukčiji i složeniji pokusi 
s elektronima koji se svode u biti na istu 
stvar vrše se lako i često. 

Prvo što opažamo kod ovog (i sličnih) po- 
kusa jest da elektroni stižu čitavi u detektor, 
tj. ne postoje dijelovi elektrona. Druga po- 
java koju uočavamo je da elektroni stižu u 
detektor neredovito tj. statistički, poput 
kapi kiše koje udaraju po listu stabla. Ako 
brojimo elektrone kroz dulji vremenski in- 
terval pa mjerenje ponovimo, dobijemo pri- 
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bližno isti rezultat. Tako možemo reći da 
elektroni upadaju u detektor nekim srednjim 
intenzitetom koji izrazimo kao broj elektrona 
u jedinici vremena. Kako detektor postav- 
ljamo u razne položaje ро osi x, intenziteti 
su različiti. Ako na zastor postavimo dva 
ili više detektora, možemo provjeriti da će 
samo jedan detektor u danom trenutku re- 
gistrirati elektron, tj. elektron koji krene 
iz izvora ne cijepa se u dvije ili više čestica 
pa se jedan jedini elektron ne može ,,raz- 
dijeliti" među detektore. (Dakako, postoji 
mogućnost da dva elektrona krenu iz izvora i 
stignu u vrlo kratkom vremenskom intervalu 
jedan za drugim, ali to je stvar statistike). 
Ukratko rečeno, elektroni uvijek putuju ,,u 
komadu" kao nedjeljivi ,,grumeni" materije. 


Sada se, kao i u slučaju makroskpskih 
projektila, pitamo kako izgleda raspodjela 
intenzitata elektrona Руз kao funkcija po- 
ložaja detektora х. Razultati su prikazani 
krivuljom a) (Slika 10.35). Elektroni se, vi- 
dimo, ponašaju kao valovi! 


Budući da elektroni putuju u nedjeljivim 
„grumenima” poput čestica materije, mo- 
ramo pretpostaviti da svaki elektron prolazi 
kroz jednu od rupica; zli rupicu 1, ili ru- 
picu 2. Ako je to tako, onda elektrone valja 
razdijeliti na dvije skupine: elektrone koji 
su prošli kroz rupicu 1 i one koji su prošli 
kroz rupicu 2. Po toj logici naša krivulja 
a) trebala bi biti suma intenziteta jedne i 
druge skupine elektrona. Ovo možemo po- 
kušati provjeriti tako da zatvorimo jednu pa 
drugu rupicu vršeći mjerenja samo kad je 
jedna od njih otvorena. Rezultat ovakvih 
mjerenja će dati raspodjele intenziteta Pi 
і Р» prikazane krivuljama b). Iz razultata 
zaključujemo da raspodjela Рә nije suma 
Р, і Po. Analogno slučaju valova, vidimo 
da postoji interferencija, tj. Рә £Pi+ Р». 


Dakako, mogli bismo početi s raznim pret- 
postavkama o tome putuju li elektroni kroz 
jednu ili dvije rupice raznim kompliciranim 
putanjama i sl. Eksperiment pokazuje, me- 
đutim, da zatvaranje jedne od rupica dovodi 
u stvari do povećanja intenziteta, elektrona, 
na nekim mjestima па т-оз1. S druge stane, 
posebno u točki х = 0, obje otvorene rupice 
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daju intenzitet elektrona koji iznosi više od 
dvostrukog intenziteta dobivenog s jednom 
otvorenom rupicom. Ovo izgleda kao da 
zatvaranje jedne od rupica smanjuje broj 
elektrona koji prolaze kroz onu drugu otvo- 
renu! Kako, pitamo se, ,znadu" elektroni, 
koji prolaze kroz jednu otvorenu rupicu, je 
li ona druga otvorena ili nije? 

Pojava je svakako misteriozna; ni jedan 
klasičan model kompliciranih putanja nije 
u stanju objasniti raspodjelu و۸‎ pomoću 
raspodjela Р i Р». Pa ipak, matematički se 
P12 dade lako prikazati analogno raspodjeli 
Тә kod pokusa s valovima. Ono što nam 
daje detektor na drugom zastoru možemo 
opisati pomoću dva kompleksna broja di 
фә koji su funkcija pozicije na osi z. Kvadrat 
apsolutne vrijednosti фі daje raspodjelu Pi, 
a kvadrat apsolutne vrijednosti фә daje Р», 
dok vadrat apsolutne vrijednosti sume ĝi i 
фә daje Pi2 : 


a 12 „ 12 2 
Р, = |Ф\ Р, = |ô] 


Рә = CER? 


Matematika je, dakle, ista kao da imamo 
posla s valovima. Elektroni se, iako stižu u 
nedjeljivim „grumenima” ponašaju kao va- 
lovi pa je jasno da ih ne možemo smatrati ni 
česticama, ni valovima u klasičnom smislu 
tih naziva. Katkada se ponašaju više kao 
jedno, a katkada više kao drugo pa im da- 
jemo naziv ,čestice-valovi" u nedostatku 
prikladnijeg. 

Usput spomenimo još nešto važno. Kad 
smo opisivali klasične valove koristili smo, za 
definiciju intenziteta, srednju vrijednost (po 
vremenu) amplitude vala i prikazivali je kao 
kompleksan broj. Ovo smo radili samo za 
to da pojednostavnimo matematičke zapise. 
U kvantnoj mehanici, međutim, amplitude, 
poput di i фә, moraju se prikazati komplek- 
snim brojevima, jer se realnim amplitudama 
pojava ne da opisati. Za sada uzmimo ovo 
samo kao napomenu tehničke prirode, jer 
formule izgledaju iste. 

Važno je naglasiti ovo: pretpostavka da 
elektroni prolaze ili kroz rupu 1, ili kroz rupu 
2 jednostavno ne može biti točna. Da je ovaj 
zaključak valjan, možemo eksperimentom 
provjeriti, a razni načini provjere korišteni 
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su od vremena otkrića kvantne mehanike. 
Provjera bi se svodila na to da ,,gledamo" 
kroz koju rupu prolazi neki elektron. 

Zamislimo da iza prvog zastora s rupicama 
stavimo uređaj koji samo ,,gleda" elektrone. 
Taj uređaj bi se mogao sastojati od jednog 
izvora svjetlosti i dvaju detektora tako pos- 
tavljenih da elektron mora proletjeti između 
izvora i jednog detektora kad prođe kroz 
određenu rupicu (Slika 10.36). Elektroni, 
posredstvom svojeg električnog naboja, ras- 
pršuju svjetlost ( Thomsonovo raspršenje) pa 
očekujemo, barem u principu, da će nam ure- 
daj , javiti" kad je neki elektron prošao kroz 
određenu rupicu, time što aktivira detektor 
svjetlosti kod te rupice. 


ام ې اص سي 
ZAUSTAVNI at saa‏ 
ZAŠTOR‏ 


ZASTOR 


Slika 10.36: Drugačiji eksperiment s elektro- 
nima. 


Ako bi kojim slučajem elektron prošao 
kroz obje rupice odjednom, aktivirao bi oba 
detektora. Brojni pokusi zasnovani na ovom 
principu pokazali su da detektor signalizira 
prolaz jednog elektrona ili kroz jednu ili kroz 
drugu rupicu, ali nikad kroz obje istovre- 
meno. Dakle, kad elektrone detektiramo, 
oni pri tome prolaze samo kroz jednu ili 
drugu rupicu. Iz toga bi trebalo slijediti da 
je uistinu Pi2 = Pi+ Р». I zaista, svrsta- 
vajući elektrone po tome kroz koju rupicu 
prolaze dobijemo raspodjele koje nazovimo 
Pi i Р). One izgledaju kao krivulje a) na 
slici 10.36. Dobili smo kvalitativno isto što i 
u prethodnom pokusu kad smo puštali elek- 
trone naizmjence kroz samo jednu rupicu! 
Isto tako, jednostavno načinimo raspodjelu 
P12 time što zbrojimo sve elektrone pa do- 
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bijemo 
Рі = P{+P} 


Vidimo da je ,,gledanje" elektrona uništilo 
interferenciju! Ako ugasimo izvor svjetlosti 
kojom ,, gledamo" elektrone, interferencija 
se ponovno pojavi. Očito svjetlost „smeta” 
elektronima da stvore distribuciju interferen- 
cije. Što ako upotrijebimo izvor svjetlosti 
manjeg intenziteta da elektronima manje 
,smetamo"? Svjetlost se sastoji od fotona 
pa će ovako reducirani izvor davati manje 
fotona. Fotoni u ovako reduciranom snopu 
će se raspršiti na nekim elektronima, dok će 
se neki elektroni ,,prošuljati" mimo detek- 
tora jer ih ni jedan foton nije , vidio". Pokus 
pokazuje da će samo ovi potonji elektroni 
pokazivati interferenciju, dok će oni ,viđeni' 
imati „razmazanu” distribuciju poput و‎ 
To je plauzibilno; raspršenje svjetlosti na 
elektronima daje ovima transverzalni im- 
puls i njihova distribucija na drugom zastoru 
biva ,razmazana" dovoljno da interferencija 
nestane. To je u redu, ali što ako upotri- 
jebimo ,nježnije" fotone, manjeg impulsa, 
koji neće razmazati sliku interferencije? Im- 
puls fotona je hv, dakle valja koristiti fotone 
niže frekvencije, a ne izvor malog intenzi- 
teta. Rezultati će biti isti sve dok valna 
dužina fotona ne naraste toliko da izgubimo 
moć razlučivanja između rupica. Kad valna 
dužina fotona A naraste toliko da je reda veli- 
čine razmaka između rupica, ne vidimo više 
kuda su elektroni prošli. Baš upravo tada će 
se, gotovo nepokvarena, slika interferencije 
ponovno pojaviti! 


9: 


Heisenberg je prvi izveo fundamentalni za- 
kon kvantne mehanike koji danas, pa njemu, 
nazivamo Heisenbergov princip neodre- 
đenosti. Primijenjen na naš pokus, ovaj 
princip bi implicirao da je , nemoguće reali- 
zirati aparaturu koja bi dala informaciju o 
tome kroz koju je od rupica pojedini elektron 
prošao, a da ga u isto vrijeme ne uznemirimo 
dovoljno da uništimo interferenciju". Nitko 
još nije našao načina da ,izigra" ovaj prin- 
cip pa pretpostavljamo da on univerzalno 
vrijedi. U stvari, samousaglašenost čitave 
kvantne mehanike se zasniva na važnosti 
principa neodređenosti. 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


Na kraju vratimo se na ono osnovno pi- 
tanje: Kroz koju rupicu prolazi elektron? 
Pokus nas uči da valja vrlo pažljivo misliti o 
ovim stvarima ukoliko želimo izbjeći ozbiljne 
teškoće. Da bismo izbjegli pogrešna pred- 
skazivanje ishoda pokusa, valja argumente 
postaviti ovako: Ako imamo aparaturu koja 
nam daje informaciju o tome kroz koju ru- 
picu elektron prolazi onda možemo reći da 
ovaj prolazi ili kroz rupicu 1, ili rupicu 2, ali 
ako tu informaciju ne tražimo, tj. elektrone 
ne ometamo na njihovom putu od izvora do 
detektora na drugom zastoru, onda dobijemo 
interferenciju, ali ne možemo reći kroz koju 
od rupica je neki elektron prošao. Implika- 
cije ovoga valja u suštini razumjeti da bismo 
prirodu točno opisali.“ 

Vratimo se sada natrag na pokus s ma- 
kroskopskim projektilima i postavimo ovo 
pitanje: Ako gibanje elektrona možemo opi- 
sati poput valne pojave, zašto ne možemo 
gibanje zrnaca pijeska? Zašto ovi makro- 
skopski projektili ne daju interferenciju? U 
prvom redu odgovorimo na pitanje: što je 
to ,makroskopski" projektil? Zrno materije 
možemo načiniti manjim i manjim dok ne 
dođemo do jednog jedinog atoma. Poka- 
zuju li snopovi atoma interferenciju poput 
elektrona? Apsolutno! Samo što je valna du- 
žina atoma mnogo manja od one elektrona! 
Makroskopski projektili veličine zrnaca pije- 
ska stoga također interferiraju, ali se slika 
interferencije ne može praktički vidjeti jer 
su razmaci između maksimuma i minimuma 
manji od moći rezolucije bilo kakvog detek- 


6То nije lako. U posljednje doba znatan broj 
pokusa načinjen je u svrhu proučavanja ,,zaplete- 
nosti" (eng. entaglement) kvantnomehaničkih stanja 
sistema. Tako npr. dva fotona, koji tvore kvanto- 
mehanički dobro definirani sistem, mogu putovati 
u suprotnim smjerovima i više kilometara, a da se 
svaki od njih ,,sjeća" u kojemu je stanju onaj drugi 
(1). Ako poremetimo stanje jednoga, poremeti se tre- 
nutno i odgovarajuće stanje drugoga. Ovo prividno 
kršenje principa lokalnosti i kauzalnosti odnosi se 
samo na međusobno ,korelirane" entitete. Osnovni 
mehanizam nelokalnosti nije još sasvim jasan. Da 
bi se ovi fenomeni ,objasnili", neki istraživači pri- 
bjegavaju modelima prirode, poput onoga koji se 
zasniva na paralelnim svemirima i sl. što zaista 
može zagolicati maštu. U svako slučaju valja nam 
se držati činjenica koje proizlaze iz eksperimenta i 
na njima graditi fizikalne koncepte. 
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tora, čak i na skali atomskih dimenzija. Ovaj 
skup gusto raspodijeljenih maksimuma i mi- 
nimuma detektor registrira kao prosječnu 
raspodjelu (Slika 10.37, krivulje a. i b.). 


(a) х 4 (b) 


x4 
P12 


P12 
(izglađeno) 


Slika 10.37: Interferencijski uzorak s projek- 
tilima: (a) stvarni (shematski), (b) proma- 
trani 


10.8.5 Prvi principi kvantne mehanike 


Da bismo bolje formulirali zaključke koje 
smo stvorili na osnovu rezultata upravo opi- 
sanih pokusa moramo otići korak dalje i 
definirati ono što nazivamo „idealnim poku- 
som”. 

Idealan pokus je onaj kod kojega nemamo 
nepoželjne i/ili neodređene utjecaje izvana. 
Drugim riječima, kod idealnog pokusa sva 
početna i konačna stanja sistema su pot- 
puno specificirana. Jedan izvjestan događaj 
je, dakle, ništa drugo nego specifična grupa 
početnih i konačnih uvjeta. 

Ukratko: 

1. Vjerojatnost jednog događaja u ideal- 
nom pokusu dana je kvadratom apsolutne 
vrijednosti kompleksnog broja ф koji nazi- 
vamo amplitudom vjerojatnosti: 


P = vjerojatnost 

o = amplituda vjerojatnosti 
2 

P = | 


2. Каа neki događaj može uslijediti na 
više različitih načina (u profesionalnom žar- 
gonu, više ,interakcionih kanala"), ampli- 
tuda vjerojatnosti za taj događaj je suma 
amplituda vjerojatnosti za svaki način (in- 
terakcioni kanal) zasebno. Pri tome imamo 
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općenito interferenciju: 


ф o =(b1+02+..) 
Р =|ф+ф+...|? 


3. Каа u nekom pokusu postoji moguć- 
nost da se ustanovi na koji od načina (kojim 
interakcionim kanalom) neki događaj usli- 
jedi, vjerojatnost događaja je suma vjerojat- 
nosti za svaki pojedini način (interakcioni 
kanal). Pri tome nema interferencije. 


Razlog zašto priroda funkcionira na ovaj 
način ne možemo za sad objasniti. 

Na osnovu ovih pravila možemo uočiti 
duboku razliku između klasične i kvantne 
mehanike: 

Govorili smo o vjerojatnosti da će neki 
elektron stići negdje pod nekih izvjesnim 
okolnostima. Implikacija ovoga je da ni 
u idealnom pokusu ne možemo predskazati 
točno što će se dogoditi. Nasuprot postav- 
kama klasične fizike, koje impliciraju da se 
može točno predskazati ishod idealnog po- 
kusa, kvantna mehanika jedino može ,,pred- 
skazati" vjerojatnost da neki događaj usli- 
jedi. Osnovni principi kvantne mehanike, 
dakle, isključuju mogućnost točnog predska- 
zivanja onoga što će se u danim okolnostima 
dogoditi. 

Mnogi su pokušali ,,zaobići" ove principe 
raznim pretpostavkama. Jedna od takvih 
je i ova: ,,... možda elektron ima neki unu- 
tarnji mehanizam - neku skrivenu varijablu 
o kojoj ne znamo još ništa - i zbog toga ne 
znamo gdje će on završiti; kad bismo bolje 
proučili elektron možda bismo doznali gdje 
će završiti". ovakve hipoteze imaju svoje 
slabosti. Pretpostavimo da jest tako, da 
elektron zaista ima neki skriveni mehanizam 
koji određuje kuda će on proći i gdje završiti. 
Taj mehanizam onda mora također i odre- 
diti kroz koju će rupu elektron proći. No, 
to bi značilo da taj mehanizam ,,zna" što 
mi radimo, npr. jesmo li otvorili ili zatvorili 
određenu rupicu. Ali ako je elektron već 
unaprijed „odlučio” kuda će ići, onda ćemo 
imati opet distribucije poput Pi ili Р» i oba- 
vezno završiti s jednakošću P12 = ې‎ Р» 
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i onda kad su obje rupe otvorene. Ovo je 
suprotno rezultatima pokusa. 


10.8.6 Princip neodređenosti 


Heisenberg je princip neodređenosti izrazio 
ovako: Ako vršimo mjerenje na nekom pred- 
metu i ustanovimo da je neodređenost x- 
komponente njegovog impulsa Ap, onda ne 
možemo istovremeno znati njegov položaj 7 
točnije od Az = АБ Dakle, produkt neo- 
dređenosti položaja i neodređenosti impulsa 
mora biti veći od Planckove konstante. Po- 
kažimo, u jednom specijalnom slučaju, da 
Heisenbergova relacija mora biti točna, ako 
ne želimo upasti u teškoće. 

Pretpostavimo opet aparaturu sličnu onoj 
koju smo koristili kod proučavanja valnih 
svojstava elektrona. Ovaj put je modifici- 
rajmo tako da zastor s rupicama bude pokre- 
tan u transverzalnom smjeru 2: (Slika 10.38). 
Postavimo detektor u sredinu drugog zas- 
tora. 


KOTAČIĆI 
O pa 


д^ 
Pb 


v DETEKTOR 


bs 
У 


Ар, 


KLIZNI ZASTOR 


ZAUSTAVNI ZASTOR 


Slika 10.38: Рокиѕ u kojem se mjeri odboj 


Sada možemo, bar u principu, ustanoviti 
kroz koju je od rupica elektron prošao, tako 
što gledamo u kojem će smjeru zastor s rupi- 
cama dobiti impuls od elektrona koji se ras- 
prši prolaskom kroz rupicu. Da bi elektron 
došao do detektora, nakon prolaska kroz ru- 
picu 1, mora poprimiti transverzalni impuls 
tako što preda jednaki i suprotni impuls zas- 
toru. Zastor će tada biti pokrenut prema 
gore. Analogno, prolaskom kroz rupicu 2, 
zastor će krenuti dolje. Na prvi pogled, elek- 
trone nismo ometali, a ipak smo ustanovili 
kroz koje su rupice prošli. Lako se uvje- 
rimo, međutim, da ovakvo mjerenje iziskuje 
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podatak o impulsu zastora prije i poslije 
prolaska elektrona. Princip neodređenosti 
implicira da ne možemo znati u isto vrijeme, 
točno impuls i položaj zastora s rupicama 
pa prema tome ni položaj rupica! Rupice će 
biti na različitim mjestima pri prolazu sva- 
kog elektrona, a time će i centar naše slike 
interferencije biti ,razmaza" u odgovaraju- 
ćoj mjeri. Može se kvantitativno pokazati 
da će slika interferencije biti pomaknuta za 
red veličine udaljenosti između maksimuma 
i minimuma pa će time i efektivno nestati. 


10.9 Čestično valni dualizam 
10.9.1 Amplitude vjerojatnosti 


Naša slika čestica i valova, ili možda bolje 
,čestica-valova" s vremenom će se modifici- 
rati onako kako se postepeno upoznajemo 
sve više s kvantnom mehanikom. Zbog toga 
će ovi naši prvi modeli biti nepotpuni i mo- 
žda donekle ne sasvim točni. Prema tome 
slika valova, i slika čestica pratit će nas neko 
vrijeme dok ne stvorimo konačnu sliku kvant- 
nomehaničke amplitude. 

Kako smo već vidjeli, način promatranja 
svijeta u kvantnoj mehanici svodi se na to da 
svakom događaju koji se u prirodi desi pri- 
pišemo neku amplitudu vjerojatnosti. Tako, 
primjerice, vjerojatnost da nađemo neku čes- 
ticu na nekom mjestu u prostoru u nekom 
trenutku dana je kvadratom amplitude vje- 
rojatnosti za taj događaj. Općenito, ova 
amplituda varira s položajem i vremenom. 

U specijalnom slučaju, amplituda se mije- 
nja sinusoidalno u vremenu i prostoru kao 
eilwt—kr)_ što je, naravno, kompleksan broj i 
implicira određenu frekvenciju w i valni broj 
k. Ovo odgovara klasičnom graničnom slu- 
čaju gdje govorimo о čestici energije E = ћи 
i impulsa р= hk. 

Iz ovoga proizlazi da je ideja čestice 
ograničena, u smislu da je znanje o njezi- 
nom položaju i impulsu nepotpuno. Tako 
npr.amplituda vjerojatnosti da nađemo čes- 
ticu je, u najjednostavnijem obliku, dana 
izrazom e'(“t-k"), а vjerojatnost je onda 
kvadrat ovoga broja što je konstanta, tj. jed- 
naka je sa sve točke prostora. Drugim ri- 
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ječima, ne znamo gdje je čestica, jer može 
biti bilo gdje. Dakako, tada je impuls pro- С 


izvoljno točno definiran, što je opet u redu, 
jer to diktira princip neodređenosti. Vidimo 
da imamo posla s ravnim valom. 

S druge strane, ako je položaj čestice poz- 
nat u okviru granica principa neodređenosti, 
onda je vjerojatnost da je nađemo biti ogra- 
ničena na neko područje prostora veličine 
Az (ograničimo se zbog jednostavnosti na 
samo jednu prostornu dimenziju). Izvan 
ovog područja vjerojatnost je uglavnom nula 
što implicira da je amplituda isto tako nula. 
Oblik raspodjele amplitude u prostoru je 
valni paket dužine Az (Slika 10.39). Uda- 
ljenost između krijesta vala u paketu odgo- 
vara impulsu čestice. 


АХ ——>2‏ څې 


Slika 10.39: valni paket 


Kako što je poznato iz klasične valne me- 
hanike, nije moguće definirati točno valnu 
dužinu u valnim paketima! Ovakav valni pa- 
ket, dakle, nema strogo određenu valnu du- 
žinu pa tako ni čestica nema točno određeni 
impuls. Opet vidimo da je i to u redu, jer 
upravo to implicira princip neodređenosti! 


10.9.2 Mjerenje položaja i impulsa 
Da bi negiranje principa neodređenosti ide- 
jom o točnom, istovremenom mjerenju polo- 
žaja i impulsa čestice dovelo do paradoksa, 
možemo prikazati jednostavnim primjerom. 

Pretpostavimo da imamo jednu jedinu ru- 
picu u zastoru (Slika 10.40). čestice stižu 
s lijeva u paralelnom snopu iz velike udalje- 
nosti pa pretpostavimo da imaju dobro defi- 
niranu energiju, a time, u klasičnom smislu, 
i proizvoljno točan impuls фо. 

Vertikalna komponenta impulsa py je, 
prema tome dakako, nula jer je snop pa- 
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Slika 10.40: Difrakcija čestica na pukotini 


ralelan i , na našoj slici, horizontalan. Pret- 
postavimo da neka čestica prođe kroz rupicu, 
čiji dijametar označimo s b. Prolaskom kroz 
rupicu čestica je definirala svoj vertikalni 
položaj s točnošću Ay = b. Pitamo se: je li 
još uvijek py = 0, tj. Ар, =0 ? Odgovor 
je: nije! Prije prolaska čestice kroz rupu 
znali smo da je Ару = 0. Sada znamo polo- 
žaj s točnošću Ay, ali Apy nije više jednak 
nuli. Zašto? Pozivajući se opet na klasičnu 
valnu mehaniku, znamo da postoji difrakcija 
valova kad ovi prođu kroz rupicu. Ovdje 
imamo analogan slučaj; postoji sasvim iz- 
vjesna vjerojatnost da čestica napusti rupicu 
pod nekim kutom. Na putu poslije prolaska 
kroz rupicu, neodređenost vertikalnog polo- 
žaja čestica koje prolaze kroz rupicu dana 
je kutom između centralne osi i prvog mi- 
nimuma u njihovoj distribuciji na drugom 
zastoru (vidi sliku 10.40). 

Zašto se čestice razilaze poslije prolaska 
kroz rupicu? Prolaskom kroz rupicu čestica 
međudjeluje s poljima atoma materije zas- 
tora. Postoji vjerojatnost da pri tome ona 
napusti područje s nekim vertikalnim im- 
pulsom py koji je jednak poA0. Koliki je 
kut A0 ? On je dan razlikom u putu od A 
između valova koji su krenuli s dijametralno 
suprotnih krajeva rupice. Dakle, A0 = А, 
tj. Ару = ш Vidimo da smanjivanje dija- 
metra rupice b dovodi do povećanja iznosa 
Ару. Produkt b i Ap, je jednak рол. No, 
А je valna dužina i produkt рол je jednak 
h tj. Planckovoj konstanti, prema principu 
neodređenosti: 


Лу: Ару = ћ 
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Netko bi mogao reći da je ovaj argument 
pogrešan; prije dolaska čestice do rupice 
znali smo da joj je impuls proizvoljno točno 
Po, a zatim je prolaskom kroz rupicu postao 
poznat i položaj koji je čestica imala u tom 
trenutku. Ovo je istina, ali princip neodređe- 
nosti se odnosi na predskazivanje opažanja, 
a ne na opis prošlosti! 

Promatrajmo sličnu situaciju s obratnog 
stanovišta. Uzmimo primjer istog fenomena, 
no više kvantitativno. U primjeru koji smo 
upravo promatrali dobili smo impuls klasič- 
nim načinom pomoću kuta, položaja detek- 
tora itd. Impuls možemo također naći iz 
valnog broja, što vrijedi za bilo koju česticu 
uključujući tu i fotone ili nešto što nema 
klasičnog analoga. Možemo koristiti relaciju 
P=hki mjeriti valne dužine. 

U tom smislu, promatrajmo rešetku s veli- 
kim brojem zareza i usmjerimo snop čestica 
okomito na rešetku (Slika 10.41). Pretposta- 
vimo da čestice imaju neki određeni impuls 
pa ćemo dobiti oštru sliku interferencije. 


/ | 
= 
3 
>? 


У 


+HHHHHH 


Slika 10.41: Određivanje količine gibanja 
pomoću difrakcijske rešetke. 


Ovo smo već radili i našli moć razlučivanja 
ovakve rešetke. U ovom slučaju moćrazluči- 
vanja svodi se na točnost mjerenja impulsa. 
Vidjeli smo da je 

AA 1 
A Nm 
gdje је N broj zareza, a m је red interferen- 
cije. Ovo možemo pisati i ovako: 


Aà 1 1 

№ Nmà L 
gdje je L vidljiv iz dijagrama na slici 10.41, a 
to je razlika puta između čestica koje krenu 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


s jednog i s drugog kraja rešetke.Prvi dio 
reflektiranog vala koji stigne do detektora 
je onaj koji se reflektirao s donjeg kraja re- 
šetke, a zadnji dio je onaj koji je stigao s 
gornjeg kraja. Taj dio vala je nastao od 
onog dijela prvobitnog ravnog vala koji je 
bio za L udaljen od onog dijela koji se re- 
flektirao s donjeg dijela rešetke. To znači da, 
ako hoćemo zadovoljiti relaciju Б = سو‎ 
, mora valni paket koji nailazi na rešetku 
imati barem dužinu L. Naime, ako je taj 
valni paket kraći od L, onda ne koristimo 
cijelu rešetku (za ovaj određeni položaj de- 
tektora) i tada će neodređenost u A biti veća. 
Možemo pisati 


AA 1 Ak 2т 
3 -a(i -F ILI Ak=% 


gdje je L minimalna dužina valnog paketa. 
No, tu dužinu možemo nazvati i s Az, jer to 
odgovara lokaciji gdje ćemo česticu naći. Ali 
jednakost Ak +: Az = 27 proizlazi iz klasične 
valne mehanike i nema veze s kvantnom me- 
hanikom. To je jednostavno odražaj činje- 
nice da, ako imamo valni paket ograničene 
dužine, onda ne možemo izbrojiti točno broj 
krijesta. Zašto? 

Ako je dužina valnog paketa L vidimo da 
ona ovisi o tome kako paket na krajevima 
zamire" ili kako se , gasi". Stoga je broj 
krijesta u dužini L neodređen za iznos reda 
+1. Ako je broj krijesta dan kao =, onda 
vidimo da је k neodređen na razini ~ +27. 
Ovo vrijedi bez obzira prikažemo li val pros- 
torno ili vremenski, tj. 


Аш = — 
T 
gdje je T trajanje vala u vremenu. Ovo, 
dakle, sve proizlazi iz klasične mehanike va- 
lova. Stvar je dalje u tome što kvantnomeha- 
nički valni broj k interpretiramo kao impuls, 
P= ВК, iz čega dobijemo da je ApAz œh. 
Ograničenje klasične slike impulsa baš je u 
ovoj njegovoj kvantnoj interpretaciji. 


10.9.3 Difrakcija valova na kristalima 


Na osnovu gornjih razmatranja zaključu- 
jemo da će se čestice-valovi reflektirati na 
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kristalima materije kao da se radi o svoje- 
vrsnoj ,optičkoj rešetci" pod uvjetom da 
se radi o odgovarajućim valnim dužinama. 
Kristal je, međutim, trodimenzionalni sis- 
tem velikog broja atoma pravilno raspoređe- 
nih u kristalnoj rešetci. Pitanje je sada 
kako orijentirati kristal s obzirom na snop 
valova-čestica da bismo dobili refleksiju u 
nekom određenom smjeru. Pri tome ostav- 
ljamo otvoreno pitanje vrste valova-čestica; 
u principu to mogu biti fotoni (svjetlost ili 
x-zrake), elektroni, neutroni itd. Da bismo 
dobili jake maksimume valja stvoriti okol- 
nosti gdje su refleksije sa svih atoma u fazi. 
Lako se možemo uvjeriti da će najpriklad- 
niji položaj biti onaj koji dovodi do reflek- 
sije snopa na ravninama atoma u kristalu 
tako da su kutovi upadnog i reflektiranog 
snopa jednaki (Slika 10.42). Ovo, dakako, 
i očekujemo na osnovu iskustva s optičkom 
rešetkom. 


Slika 10.42: Difrakcija na kristalnoj rešetki 


Vidljivo je, međutim, da, za razliku od op- 
tičke rešetke, valja ovdje računati na mnoš- 
tvo atomskih ravnina od kojih svaka dopri- 
nosi reflektiranom snopu. Ako promatramo 
dvije takve ravnine, razmaknute međusobno 
za iznos d, vidimo da će valovi reflektirani 
s jedne i s druge ravnine biti u fazi ako je 
razlika puta između tih valova jednaka in- 
tegralnom broju valnih dužina. Ova razlika 
puta je 2dsin6, gdje je 0 kut između upadne 
zrake i ravnine refleksije. Dakle, 


245100 = nA (n=1,2,3,...) 


Ovo je dobro poznata Braggova relacija. 
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Ako je kristal takav da su mu atomske rav- 
nine orijentirane u odnosu na upadni snop 
kako to pokazuje ova relacija, onda ćemo 
dobiti jake reflektirane maksimume. Ako bi 
postojala, između promatranih ravnina, još 
jedna jednake atomske gustoće, došlo bi do 
destruktivne interferencije i ne bismo dobili 
refleksiju. Dakle, d se odnosi na ravnine 
koje su neposredni susjedi. U realnim kris- 
talima imamo općenito različitih atoma koji 
se nalaze na utvrđenim položajima u rešetci. 
ovakva ,,slika" od nekoliko različitih atoma 
(npr. СаСОз) smještenih u prostoru na odre- 
đenim lokacijama ponavlja se periodički kroz 
cijeli kristal. Ovu osnovnu „sliku” ili struk- 
turu nazivamo jedinična ćelija. 

Način na koji se ćelije redaju u kristalu 
određuje tip rešetke kristala. Tip rešetke 
se može naći tako da promatramo refleksije 
x-zraka na kristalima i odredimo o kojoj se 
simetriji radi. Intenzitet pojedinih refleksa 
ovisit će o tome koji se atomi nalaze u poje- 
dinim ravninama i o njihovoj gustoći u tim 
ravninama." 

Od posebnog interesa je ovo pitanje: Što 
se događa ako su ravnine međusobno bliže 
od A/2? U tom slučaju Braggova relacija 
nema rješenja za n i zračenje ne proizvodi re- 
fleksije pa prolazi kroz materijal. U slučaju 
svjetlosti A >> d za kristale i svjetlost nor- 
malno prolazi kroz materijal. (U posebnim 
slučajevima može se postići difrakcija svje- 
tlosti na ravninama kristala, ali to iziskuje 
posebne uvjete i tehnike). Posebni slučaj od 
interesa je difrakcija neutrona. Neutroni ni- 
ske energije nastaju u znatnom broju u nuk- 
learnim reaktorima. Ako pustimo ovakve 
neutrone da difundiraju kroz dugi stup od 
grafita, tada će svi neutroni valne dužine 
manje od konstante kristalne rešetke grafita 
biti raspršeni, bilo natrag u reaktor, bilo u 
izolacioni materijal reaktora, dok će se oni 


"Strukturna analiza pomoću difraktometrije x- 
zraka (katkada se koristi i difraktometrija pomoću 
elektrona) danas je evoluirala u vrlo široke domene 
interesa. Interpretacija kompliciranih difraktograma 
složenih molekula (npr. proteina i sl.) vrši se po- 
moću računala i u sprezi s drugim metodama analize 
(kromatografija i sl.). O tim metodama ne možemo 
sada raspravljati zbog nedostatka prostora i vre- 
mena. 
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vrlo spori kojima je A > d ponašati kao svje- 
tlost u staklenom štapu. Stup će provoditi 
neutrone mehanizmom totalne unutrašnje 
refleksije i normalnim vođenjem sve dok ovi 
ne izađu iz njega (Slika 10.43a). ovakvi ne- 
utroni su od interesa za istraživanja kako u 
nuklearnoj fizici, tako i u fizici kondenzirane 
materije. Spektralna distribucija ovih hlad- 
nih neutrona izgleda kao na slici 10.43b.> 


nuklearni reaktor kratkovalni neutroni (a) 


(izvor neutrona) 
GE Ar 


E 


dugovalni 
neutroni 


kratkovalni neutroni 


(b) 


intenzitet 


۸ 
| Amin 7 


Slika 10.43: a) Difuzija neutrona kroz gra- 
fitni blok. b) Intenzitet neutrona koji izlaze 
iz grafitne šipke u ovisnosti o valnoj duljini 


10.9.4 Veličina atoma 


Jasno je iz svega što je rečeno o principu 
neodređenosti da i veličinu atoma valja pro- 
matrati u kontekstu tog principa. Analiza 
veličine atoma u ukviru principa neodređe- 
nosti ovdje će biti vrlo naivna i kvalitativna, 
ali, kao ideja, točna. 

Znamo da se elektron ne može, u spiralnoj 
putanji, ,spustiti" na jezgru. To bi kršilo 
kvantnomehaničke zakone. Znali bismo tada 
, gdje" je elektron i kako brzo se kreće. Ako 
znamo gdje je elektron, npr. u atomu vo- 
dika, onda je neodređenost u impulsu ovog 
elektrona vrlo velika. U stvari, elektron ima 
neku amplitudu vjerojatnosti da se nađe na 


ŠPostoje kategorije optički aktivnih materijala 
koji su prozirni za svjetlost određenog dijela vid- 
ljivog spektra ili, obrnuto, zabranjuju prolaz dijela 
spektra. Radi se o materijalima koji pokazuju fe- 
nomen zabranjenog frekventnog pojasa. Analogni 
fenomeni se pojavljuju u fizici poluvodiča kao i u 
akustici. Primjena ovakvih sistema u modernoj teh- 
nologiji je već uvelike raširena. 
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različitim mjestima u okolini jezgre. ( Gus- 
toća vjerojatnosti p(r) da se elektron negdje 
zatekne je nejveća kod jezgre, ali ovdje mis- 
limo na samu vjerojatnost nalaženja elek- 
trona, р(т) : (727). Ova potonja је vrlo mala 
u blizini jezgre). Pretpostavimo da su di- 
menzije ove okoline a, tj reda veličine radi- 
jusa atoma. Ovu veličinu a možemo odrediti 
tako da nađemo minimum ukupne energije 
atoma. 

Mjerenjima, kao npr. гаѕргёепјет x- 
zraka, možemo mjeriti Dopplerov efekt, a 
iz toga znati kako se brzo kreće elektron. 
Time možemo odrediti koliki mu je srednji 
impuls, koji, na osnovu relacije neodređe- 
nosti, mora biti reda h/a, dakle, p = h/a. 
Kinetička energija stoga je: 


1 2 р? h? 
ти = = 

2 2m 2та? 

a potencijalna energija: 
2 2 
е 
رت‎ sma а 
a ATEO 


pa je ukupna energija: 


Vidimo da, što je a manji, potencijalna ener- 
gija je manja, ali kinetička energija raste. 
Iako ne znamo još koliki je a, znamo da će 
atom, kao i svi ostali sistemi u prirodi, težiti 
da zauzme konfiguraciju minimalne ukupne 
energije. To znači da 


iz čega slijedi: 


h2 


o= د‎ 0,528 x 10710m 


Ovo se naziva Bohrov radijus atoma i 
vidimo da je reda veličine angstrema, što je 
točno. Ovaj rezultat je od interesa, jer do 
sada nismo, u okviru klasične fizike, imali 
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podloge da dođemo do dimenzije samoga 
atoma. Na osnovu klasične slike, ne mo- 
žemo čak ni stvoriti model stabilnog atoma, 
jer bi, zbog gubitka energije sinkrotronskim 
zračenjem, elektron, u spiralnoj putanji, pao 
na jezgru. 

Ako u gornju jednadžbu za energiju sups- 
tituiramo ao, dobijemo 


Što znači to da je energija negativna? To 
znači da je elektron u vezanom stanju, tj. 
da se nalazi unutar potencijalne jame. Stoga 
vezani elektroni imaju po definiciji nega- 
tivnu energiju. Drugim riječima, potrebno 
je dodati energiju atomu da se elektron oslo- 
bodi iz potencijalne jame, tj. treba dovesti 
13,6 eV energije da se ionizira atom vodika. 
Pri svemu ovome napomenimo još jednom 
da su naši argumenti vrlo jednostavni i na- 
ivni pa ne bismo očekivali da će ovaj grubi 
model dati točan rezultat, već taj može biti 
za neki faktor (kao npr. 2, т i sl.) pogrešan. 
No, slučajno smo koristili konstante tako 
da zaista imamo točan broj! Ovaj iznos od 
13,6 eV naziva se Rydbergova energija 
ili energija ionizacije atoma vodika (> Ryd- 
berg, 1890). 

Vidimo, dakle, da nam princip neodre- 
đenosti objašnjava, između ostaloga, zašto 
ne propadnemo kroz pod, i zašto, uostalom, 
postojimo! Atomi se, pod utjecajem sila, 
malo deformiraju, ili stisnu bliže jedan dru- 
gome u kristalu, ali svaka deformacija dovodi 
do povećanja ukupne energije atoma čemu 
se oni opiru. To povećanje energije zbog 
deformacije atoma je kvantna, a ne klasična 
pojava; u klasičnoj slici minimalna energija 
atoma bi se postigla onda kad se svi naboji 
stope zajedno. 

Postoji, ipak, još jedan dodatni razlog 
zbog kojega ne možemo ,,stisnuti" atomske 
elektrone u manji protor i to je pravi razlog 
čvrstoće materije. Kvantnomehanički karak- 
ter elektrona (i ostalih fermiona) implicira 
da više od dva ne mogu zauzimati isto ener- 
gijsko stanje u atomu. Elektroni posjeduju 
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intrinsični zakretni impuls, tzv. spin, koji je 
kvantiziran u svom usmjerenju iznosi +1/2h. 
Spin ima karakter kvantnog broja, tj. po 
iznosu je konstantan i može biti usmjeren 
ili prema gore, ili prema dolje, ali ne bilo u 
kojem smjeru (s time što je pojam ,,gore? i 
»dolje" proizvoljan pa može biti definiran i 
drukčijom orijentacijom!). Zakoni kvantne 
mehanike zahtijevaju da se u istom energij- 
skim stanju mogu naći najviše dva elektrona, 
jedan sa spinom prema gore, a drugi sa spi- 
nom prema dolje. Ako želimo ,ugurati" u 
sistem treći elektron, on mora zauzeti neko 
drugo energijsko stanje. Ovaj zakon poznat 
je kao Paulijev princip ekskluzije (isklju- 
čenja). 


10.9.5 Energijska stanja 


Pitanje koje mu se sada moramo obratiti 
odnosi se na opis atoma u stanju minimalne 
energije. Paulijev princip implicira da elek- 
troni moraju zauzimati različita energijska 
stanja, a time i različite konfiguracije u 
atomu. Upravo ove različite konfiguracije 
odgovorne su za kemijski karakter eleme- 
nata. Kako bismo inače objasnili razliku 
između, primjerice, dušika i ugljika? Uz to, 
postavlja se pitanje što se dešava s elektro- 
nima kad atomu dovedemo energiju, npr. 
u vidu apsorbiranog fotona. Očito je da 
će se neki elektroni naći u stanju povišene 
energije. Na osnovu onoga što već znamo, 
zaključujemo da će elektroni u atomu, koji 
je u nekom određenom energijskom stanju, 
poprimiti neku određenu konfiguraciju ener- 
gijskih stanja. Kako, bar u principu, ta sta- 
nja izgledaju? Kvalitativan odgovor možemo 
naći pomoću dijagrama koji je jednostavan, 
vrlo naivan, ali u principu točan. Energij- 
ska stanja prikazujemo kao ,nivoe" (razine, 
slično površini vode) smještene (s rastućom 
energijom) jedni iznad drugih (Slika 10.44.). 
Elektroni u stacionarnom stanju ,plivaju? 
na jednom od nivoa. 

Oni mogu ,,pasti" na niži nivo, pri čemu 
emitiraju foton energije koja odgovara razlici 
nivoa. I obrnuto; apsorpcijom fotona elek- 
tron biva prebačen u viši nivo. „Visinska 
razlika" za koju elektron biva prebačen, od- 
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Slika 10.44: Energijski prijelazi u atomu 


govara energiji apsorbiranog fotona. Očito 
je da elektron ne može apsorbirati bilo kakav 
foton, niti bilo kakav foton emitirati, jer su 
razlike nivoa diskretne; stanja između njih su 
zabranjena. Sve veća energijska pobuđenja 
atoma dovode elektrone u sve više energijske 
nivoe, koji su međusobno sve bliži, dok ko- 
načno jedan elektron ne stigne na nivo Е = 0. 
Ovaj elektron tada postaje slobodan i napu- 
šta atom. Kažemo da je atom (jednostruko) 
ioniziran. Vidjeli smo da je energija ioni- 
zacije vodika 13.6 eV. Teži elementi imaju, 
općenito, manje ionizacijske energije. Atomi 
alkalnih metala imaju najniže ionizacijske 
energije, a najnižu među njima ima cezij). 

Pretpostavimo da su dozvoljeni energijski 
nivoi Eo, F1, E2, Ез..... Ako se atom nađe u 
jednom od pobuđenih stanja, kao npr. Ё 
ili ,وځ‎ on iz tog stanja teži ka stanju niže 
energije. Stanje više energije će elektron 
napustiti tako da „райпе” u niže energijsko 
stanje i pri tome će emitirati kvant energije 
u obliku fotona. Iz zakona očuvanja energije 
slijedi da foton mora imati energiju točno 
jednaku razlici energija dvaju nivoa. Iz toga, 
nadalje, proizlazi da su frekvencije svjetlosti 
koju pri tome atom zrači također diskretne 
i odgovaraju razlici energijskih nivoa među 
kojima se elektron kreće: 


E3— E 
һ 


w31 = 


Ova karakteristična frekvencija je uvijek 
ista za iste nivoe i karakterizira određenu 
spektralnu liniju koja je tipična za atom 
određenog elementa. Tako možemo imati 


w30 = Ea Bo Ili w10 = Е. Ед . Iz ovoga sli- 
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jedi da je 
w30 = w31 +W10 


Dakle, općenito (ali ne uvijek), ako nađemo 
dvije spektralne linije, očekujemo da ćemo 
naći i treću koja odgovara sumi frekvencija 
prvih dviju, ili razlici najviše i jedne od nižih 
frekvencija. Ovo pravilo kombinacije bilo je 
otkriveno prije otkrića kvantne mehanike i 
nazvano Ritzov princip kombinacije linij- 
skih spektara (— Ritz, 1908). Dakako, da 
je objašnjenje Ritzovog pravila uslijedilo tek 
nakon otkrića kvantnog karaktera atomskih 
elektrona. 

Napomenimo na kraju da se energijska sta- 
nja atoma lako mogu objasniti postojanjem 
kvantnih amplituda. Znamo iz mehanike va- 
lova da, u ograničenom mediju, valovi mogu 
imati samo određene frekvencije. Npr. zvuk 
u cijevi orgulja može poprimiti samo odre- 
dene frekvencije koje nazivamo rezonantnim 
frekvencijama. Između frekvencije, ampli- 
tude i energije postoje određene relacije. No, 
i atom je, s točke gledišta elektrona, neki 
„ograničeni prostor" (nazivamo ga faznim 
prostorom). Prostor je ograničen principima 
kvantne mehanike. Očekujemo, dakle, da će 
elektron, s obzirom na njegova valna ѕуој- 
stva, oscilirati samo nekim određenim ,rezo- 
nantnim" frekvencijama. Razlog zbog čega 
su nivoi sve bliži, kako energija elektrona 
raste, može se zorno predstaviti tako da za- 
mislimo kako elektron, u danoj energijskoj 
konfiguraciji, tvori stojni val (o čemu de- 
taljnije u akustici). Razlika, u broju valova 
(krijesta) jednog stojnog vala i idućega, više 
energije, je jedna (ali manja) valna dužina. 
Kako se penjemo po nivoima, „fazni prostor" 
za smještaj dodatne ,valne krijeste" raste pa 
je energijska razlika između nivoa sve manja. 
Kod Е = 0 fazni prostor postaje beskonačan 
i energijski nivoi nisu više diskretni; elek- 
tron je slobodan i može poprimiti bilo koju 
pozitivnu energiju. 


10.9.6 Daljnje filozofske implikacije 


Postoje nekoliko filozofskih implikacija koje 
proizlaze iz kvantne prirode svijeta i koje je 
važno uočiti da bismo bolje shvatili prirodu. 
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U prvom redu, princip neodređenosti im- 
plicira da promatranje nekog procesa utječe 
na sam tok tog procesa. Naravno, i prije 
otkrića kvantne mehanike znalo se da proma- 
tranje (mjerenje) toka procesa može imati 
utjecaj na ishod. Zakoni kvantne mehanike, 
međutim, pokazuju da se ovaj utjecaj ne 
može ni u principu izbjeći. 

Fizičari su i prije otkrića kvantne meha- 
nike postavljali pitanje važnosti promatrača, 
ali više ili manje u okviru ,logike stvari". 
Tako, primjerice, postavljalo se pitanje po- 
put toga što se dešava kad drvo u šumi 
padne, a nema promatrača da čuje zvuk 
pada drveta. Je li drvo proizvelo zvuk? Na- 
ravno da realno drvo u realnoj šumi pro- 
izvodi pri padu zvuk bili mi tamo da to 
čujemo ili ne. Ako nas nije tamo bilo, zvuk 
je ipak proizveo nešto poput drhtaja lista i 
sl. List se pri tome mogao oderati o neki trn 
i nastati pri tome trag pa bi se ovakav ,,sni- 
mak" mogao, bar u principu, ,,očitati". Zvuk 
je, dakle, postojao; mi ga nismo osjetili, jer 
je osjet stvar naše svijesti. 

Nakon otkrića kvantne mehanike nije 
manjkalo novih filozofskih postavki. Jedna 
je bila u tom smislu da nema svrhe u fizici 
govoriti o nečemu što ne možemo mjeriti. 
Dakako, teorija relativnosti govori to isto; 
svemir promatramo u njegovoj prošlosti pa 
i ne možemo govoriti o tome što se „sada” 
dešava tamo. Isto tako, budući da se iznos 
impulsa neke čestice ne može točno ustano- 
viti zajedno s njezinom točnom lokacijom, 
takva koncepcija ne služi ni za kakav fizi- 
kalni model. No, to ne znači da o tome 
ne „smijemo” govoriti već jedino da takve 
slike ne daju odraz stvarne prirode. S druge 
strane, koncepti koji nisu direktno mjerljivi, 
ne moraju biti apsurdni ili ,,glupi". Ni ideja 
relativističke kontrakcije nije u početku bila 
mjerljiva, a sasvim sigurno je nekima bila i 
, glupa". 

Nemogućnost mjerenja također ne mora 
biti prepreka da opis neke pojave bude to- 
čan. Iako ne možemo predskazati kroz koju 
rupicu elektron prolazi, to nam ne treba 
smetati jer i onako to ne možemo ni mje- 
riti. Uostalom ne možemo direktno mjeriti 
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ni kompleksnu amplitudu, ali ona je je ipak 
neophodna analitička karika, jer nam omo- 
gućava da pretkažemo ishod pokusa. Ovo 
predskazivanje ishoda nije ništa drugo nego 
rezultat prethodnih analiza izvršenih mjere- 
nja koje su potvrdile valjanost metode pred- 
skazivanja. Ovo je suština procesa ekstra- 
polacije postojećeg znanja u područja koja 
nisu još ispitana i provjerena. Eksperimenti, 
dakle, stvaraju koncepte teorije, a ovi se kon- 
cepti tada eksperimentalno provjeravaju. U 
tom smislu klasična teorija nije bila ,,glupa" 
jer je predskazivala fizikalni determinizam; 
dogodilo se to da nije mogla ni predskazati ni 
opisati fenomene koje je eksperiment otkrio. 
I naše postojeće teorije stalno pokazuju da 
su nedovoljno točne. Sjetimo se samo pri- 
mjera ,,zapletenosti" (eng. entanglement) 
fotonski stanja! 

Valja na kraju naglasiti jednu važnu stvar 
povezanu uz koncept determinizma. I u kla- 
sičnoj fizici postojalo je mjesta za izvjesnu 
neodređenost; iako determinizam implicira 
da se budućnost može predvidjeti, to je samo 
pod uvjetom da su koordinate i impulsi svih 
čestica u Svemiru točno poznati. Kako to 
nije moguće, to ni predviđanje budućnosti 
nije. Problem je u tome što je determini- 
zam, kao princip, bio posuđen i korišten za 
stvaranje „znanstvene” podloge raznim ide- 
ologijama koje su onda primijenjivane s više- 
manje opakim rezultatima. Danas znamo 
da i u okviru klasične fizike možemo, bar 
u praksi, stvarati koncept determinističkog 
kaosa, ali kvantna fizika bezuvjetno tome 
vodi. 


10.10 Osjet vida; boje 


Ovo je područje koje samo djelomično spada 
u fiziku, ali je od interesa jer je oko najvaž- 
nije osjetilo kojim primamo eksperimentalne 
podatke. S druge strane, osjetilo vida je, 
poput ostalih osjetila, subjektivno, tj. spe- 
cifično za svaku osobu. Podaci koji nam 
putem osjetila daju informacije općenito su, 
dakle, kvalitativni. Posebno kad govorimo 
o boji, moramo voditi računa o tome da, u 
fizici, boja ima smisao samo u toliko što se 
odnosi na određena područja valnih dužina 
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svjetlosti. Ostalo je senzacija, t,j, rezultat fo- 
tokemijskog neuralnog procesa i psiholoških 
reakcija. 

Postoji velik broj interesantnih fenomena 
vezanih iz osjet vida u kojima su zastupljeni 
fizički i psihički procesi. Cjelokupno shvaća- 
nje prirodnih pojava, onako kako ih vidimo, 
mora nužno izlaziti iz domene koju tradi- 
cionalno pokriva fizika kao znanost. Ako, 
stoga, u našem opisu vida izlazimo donekle 
iz te domene, tomu nije kriva priroda, već 
podjela naših polja proučavanja; priroda ne 
mari za naše podjele! 

Organ vida kod čovjeka je oko i prateći 
živčani splet. Detalji oka, kao organa vida, 
su vrlo složeni, ali shematski se oko može 
ipak predočiti jednostavnom slikom (Slika 
10.45) koja prikazuje samo bitne dijelove. 


očne spojnice - - žilnica 
cilijarno 


šarenica - zi mrežnica 
tijelo 


žuta pjega 
(makula) 


f 


leća — A 


1 staklovina 
zjenica 4 


À~ prednja očna 
obica 


rožnica 
stražnja očna L vidni živac 
sobica 
— bjeloočnica 


Slika 10.45: Građa ljudskog oka 


Svjetlost prolazi kroz rožnicu (kornea), 
zjenicu (pupilla) i leću u prozirni medij 
koji nazivamo vitrioznim tijelom (stak- 
lasto tijelo), te biva fokusirana na mrež- 
nicu (retina), gdje stanice osjetljive na svje- 
tlost bivaju pobuđene. Retina nije jednolika 
struktura; postoji područje, negdje u sredini 
vidnog polja, gdje fokusiramo svjetlost pred- 
meta kojega želimo temeljito promatrati. Na 
tom mjestu moć rezolucije retine je najveća, 
a time i oštrina vida. To područje je vrlo 
maleno i naziva se žutom pjegom (macula 
lutea). Okolina žute pjege je znatno manje 
osjetljiva na detalje, u što se možemo uvje- 
riti ako gledamo stvari ,indirektno*, tj. kad 
nam predmeti nisu u sredini vidnog polja. 
Postoji također mjesto na retini gdje očni 
živci, koji prenose informacije s retine, na- 


puštaju oko i odlaze u mozak, koje se naziva 
slijepom pjegom, gdje je retina neosjet- 
ljiva na svjetlost. Ovo se može provjeriti 
tako da se zagledamo u neki predmet jednim 
okom pa zatim neki manji predmet primi- 
čemo (prema tom centralnom predmetu) iz 
pravca vanjskog dijela vidnog polja (npr. za 
desno oko, primičemo ga s desna). Na jed- 
nom mjestu, kad je mali predmet udaljen od 
centralnog za 10 dO 15 stupnjeva, ovaj „пез- 
tane” jer mu je slika pala upravo na slijepu 
pjegu. 

Retina se sastoji od mnoštva ćelija osjetlji- 
vih na svjetlost (Slika 10.46). Postoje dvije 
glavne vrste tih ćelija i proporcija jednih 
u odnosu na druge mijenja se od središta 
retine prema periferiji. 

MREŽNICA (RETINA) 


\ štapići 


čunjići ٢ 


anglijska ćelija N$ 
ganglij: j hla 


bipolarna ćelija >" < 


retinalna_ 
arterija \ 


sijepa pjega 
štapići 


retinalni pigmentni epitel (RPE) 


20 40 60 80 (а) 
kut (stupanj) 


Slika 10.46: (a) struktura retine (b) pro- 
mjena proporcije čunjića u odnosu na šta- 
piće idući od središta retine prema periferiji. 


Jedna vrsta ćelija, kojih ima najviše u sre- 
dini retine, a naročito u području žute pjege 
nazivaju se stošcima ili čunjićima (ili konu- 
sima, ili stožastim ćelijama), dok se druga vr- 
sta, koju nazivamo štapićima nalazi posvuda 
na retini, ali pretežno na njezinoj periferiji 
gdje čunjića nema. Kako se od periferije 
retine približavamo žutoj pjegi proporcija 
čunjića u odnosu na štapiće raste da bi u žu- 
toj pjegi bili praktički isključivo zastupljeni 
s velikom gustoćom. Za naš oštar i precizan 
vid u boji odgovorni su, dakle, uglavnom 
čunjići. Iz svake ćelije senzaciju vida pro- 
vodi živac, ali on ne ide direktno u mozak, 
već se informacije iz nekoliko ćelija obrađuju 
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lokalno u posebnim ćelijama (ganglijama), 
koje su također spojene međusobno. Dje- 
lomično obrađene informacije putuju dalje 
prema mozgu. Dio mozgovnih funkcija koje 
se odnose na osjet vida počinje, dakle, već 
u području retine. 

(U svojoj knjizi o trilobitima, profesor 
Levi-Setti opisuje optički sistem njihovih 
očiju. Na osnovi dobro očuvanih fosilnih 
ostataka, može se zaključiti da su ove živo- 
tinje, koje su živjele od ranog Cambrija pa 
sve do ere velikih reptila, oko 300 milijuna 
godina kasnije, bile razvile vrlo oštar vid 
korištenjem korekcijskih optičkih elemenata 
u svakom od mnogostrukih očiju. Svaki od 
ovih optičkih elemenata sastojao se pločice 
koja je imala optičku plohu četvrtog reda, 
poput one koju su Descartes i Huygens izra- 
čunali, a koja se koristi za korekciju astro- 
nomskih zrcala. Na ovaj način trilobiti su 
postigli poboljšanje kontrasta slike za faktor 
pet u odnosu na nekorigirani optički sistem. 


Pločice su bile оа kalcita i chitina i bile 
su prilagođene funkcioniranju u vodenom 
mediju. 

lako su trilobiti izumrli, Descartes- 
Huygensovu korekcijsku ploču koriste i neke 
današnje životinje, poput nekih antarktič- 
kih izopoda (vrsta račića) koji nisu nikakvi 
srodnici trilobita, iako im donekle sliče. Me- 
đutim, korekcijske ploče kod mnogostrukih 
očiju suvremenih životinja, iako slične u prin- 
cipu onima od trilobita, ne sadrže više kalcit, 
već materijale slične proteinima. 

Plivajuće školjke imaju 50 do 60 pojedi- 
načnih očiju u redu. Optički sistem ovih 
očiju neobičan je po tome što ima aperturu 
1/0.6 ! Sistem је katadioptrički, nešto poput 
Schmidtove kamere. Huygensov korektor je 
ovdje kombiniran, preko irisa, s interfero- 
metrijskim sfernim zrcalom načinjenim od 
slojeva kristala guanina. Slika se fokusira na 
dvije koncentrične sferične retine od kojih 
jedna reagira na svjetlosni signal, a druga 
na odsutnost signala. Ovo daje plivajućoj 
školjki izvanredan detektor promjene osvijet- 
ljenja, što upozorava na pojavu nadolazećeg 
neprijatelja. Moć razlučivanja ovog oka je, 
međutim, mala, ali to je vjerojatno zbog 
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suviše primitivnog mozga ovog školjkaša.) 


10.10.1 Osjećaj boje kao funkcija inten- 
ziteta 


Jedna od vrlo važnih osobina oka je njegova 
mogućnost adaptacije. Ako iz vrlo dobro 
osvijetljene prostorije uđemo u tamnu, vi- 
dimo ispočetka slabo ili nikako. Postepeno 
se, međutim, sve bolja vidljivost pojavljuje 
i počinjemo vidjeti vrlo slabo osvijetljene 
predmete. Pri tome opažamo da, pri do- 
voljno slabom osvijetljenju, više ne vidimo 
boje. Kod takvog intenziteta svjetlosti je- 
dino štapićaste ćelije su u upotrebi. Kako 
osvjetljenje raste tako čunjaste ćelije poste- 
peno preuzimaju dio uloge mehanizma vida 
i pojavljuju se boje. 

Čunjaste ćelije su, dakle, manje osjetljive 
od štapičastih. U djelomičnoj tami vidimo 
samo ,crno-bijelu" sliku poput starih fil- 
mova. (To je donekle šteta, jer bi inače 
noćno nebo bilo lijepo gledati sa zvijezdama 
svih mogućih boja!). 

Pri jakom osvjetljenju štapići izgleda gube 
svoju osjetljivost, da bi je u tami opet do- 
bili. Ovo daje oku mogućnost adaptacije 
preko skale intenziteta koja ide od jedan do 
milijun! Štapići imaju svoju maksimalnu 
osjetljivost za spektralni dio svjetlosnog po- 
dručja koji je pomaknut prema plavome u 
odnosu na maksimalnu osjetljivost čunjića, 
koji mogu vidjeti tamno crvenu boju, dok 
štapići svjetlost ove valne dužine uopće ne 
vide (Slika 10.47).Da je ovo točno, možemo 
provjeriti ako promatramo dva obojena pred- 
meta, jedan plavi, a drugi crveni. 

Na jakoj svjetlosti crvena boja nam može 
izgledati intenzivnije od plave, ali kako os- 
vjetljenje slabi, suprotno se događa, dok ko- 
načno crveni predmet izgleda kao da je crn. 
Ovo je dobro poznat Purkinjev efekt. 

Iz spektralne raspodjele osjetljivosti ćelija 
(Slika 10.47) vidimo da je maksimalna osjet- 
ljivost za štapiće u zelenom području, dok 
je ona za čunjiće u žutom. Crvena boja je 
negdje oko 650 mj pa je za štapiće praktički 
nevidljiva. 

Postoji još jedna pojava vezana za ove озо- 
bine vidnih ćelija. Dok kod jarke svjetlosti 
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Slika 10.47: Spektralna osjetljivost oka. Crt- 
kana krivulja, štapići; puna krivulja, čunjići. 


vidimo predmete najbolje kad su u sredini 
vidnog polja, tj. kad ih gledamo ,direktno? 
(slika pada na žutu pjegu), predmete pri sla- 
boj svjetlosti bolje vidimo kad ih ne gledamo 
direktno. Ovo i očekujemo, ako se sjetimo 
da je gustoća štapića u žutoj pjegi vrlo mala. 

Još jedna pojava koja nastaje zbog razlike 
u osobinama čunjića i štapića je bezbojnost 
predmeta koji su na periferiji vidnog polja tj. 
onih čija slika pada na periferiju retine. U to 
se možemo uvjeriti ako se zagledamo u neki 
predmet dok polagano primičemo sa strane 
u vidno polje različito obojene predmete. 
Opazit ćemo da ih vidimo znatno ranije nego 
što prepoznamo njihovu boju (pri tome je 
dobro prinositi predmet iz smjera suprotnog 
od onoga gdje se nalazi slijepa pjega). 

Napomenimo na kraju da je periferija re- 
tine vrlo osjetljiva na promjenu položaja 
slike predmeta, tj. osjetljiva je na sliku u 
pokretu. Čak i onda kad ne vidimo jasno 
predmete koji su na periferiji vidnog polja, 
odmah ih primjećujemo ako se giblju. Ovo 
je, dakako, karakteristika oka svih životi- 
nja koje se moraju braniti od grabežljivih 
neprijatelja. 


و 


10.10.2 Mjerenja s osjetilom boje 


Dobar osjet boje nemaju samo ljudi. Ribe, 
ptice, pčele i muhe, oktopodi itd. vide boje 
(sipe i lignje se sporazumijevaju mijenjajući 
boje na koži!). Na boje su slijepe mahom 
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Kako smo već pokazali, boju zamjećuju 
samo čunjići. Kad gledamo neki dobro osvi- 
jetljeni predmet opažamo da je on rijetko 
, bezbojan" ili sasvim bijel. Obično dominira 
neka boja makar i vrlo ,lagana". S tim u 
svezi postavlja se pitanje: ako svjetlost sa- 
drži neke izvjesne proporcije valnih dužina, 
kave će nam boje izgledati? Dakako, ako 
uzmemo svjetlost neke određene valne du- 
žine, dobit ćemo odgovarajuću boju. No, 
to nije jedini način da se posredstvom oka 
dobije senzacija određene boje. Kombinacije 
spektralno različitih izvora mogu proizvoditi 
istu senzaciju boje. Pitamo se koliko takvih 
izvora ima. 

Eksperimentalno, odgovor možemo naći 
tako da oko koristimo za usporedbu, radije 
nego kao ,apsolutni instrument". Oko se 
lako koristi kao ,,nul-instrument" za određi- 
vanje jednakih intenziteta i sl. Koristimo, 
dakle, dva efekta i tražimo uvjete pod ko- 
jima se oni ne razlikuju. 

Jednostavan uređaj koji se može koristiti 
u ovu svrhu je skup od četiri projektora 
obojene svjetlosti, od kojih svaki ima po ne- 
koliko filtara kroz koje se može projicirati 
svjetlost čiji intenzitet možemo podesiti po 
volji (ali bez promjene u spektralnoj karak- 
teristici izvora!). Tako npr. ako projiciramo 
zeleni krug i pored njega crveni krug, tako 
da se krugovi sjeku, vidjet ćemo da će podru- 
čje preklapanja krugova biti žute boje. Ako 
mijenjamo proporcije crvenoga i zelenoga, 
time što podešavamo njihove intenzitete, do- 
bijemo razne nijanse narančastog itd. Ako 
kombinaciju s nekom određenom nijansom 
žutog postavimo kao uzor, možemo se uvje- 
riti da istu žutu boju možemo dobiti i na 
druge načine, tj. drugim kombinacijama 
boja. Možemo napisati ovako: 


Ž=aC+bZ 


gdje Ž stoji za žuto, C za crveno, a Z za 
zeleno, dok koeficijenti a i b definiraju inten- 
zitet C i Z. 

Postavlja se pitanje: mogu li se sve boje 
dobiti kombinacijom dviju ili triju boja? 
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Očito je da sve boje ne možemo dobiti kom- 
binacijom crvene i zelene, jer npr. plavo se 
nikada neće pojaviti. No, ako crvenom i zele- 
nome dodamo treći, plavi, krug (Slika 10.48), 
možemo podesiti stvari tako da dobijemo, 
u području preklapanja tih triju krugova, 
svjetlost raznih boja pa i onu koja je uglav- 
nom bijela. Osjet bijele boje možemo dobiti 
i pomoću kombinacije tzv. komplementar- 
nih boja; dvije boje su komplementarne ako 
projekcijom dviju takvih boja dobijemo sen- 
zaciju bijele (npr. plava i žuta, kao i kombi- 
nacija crvene od 640 ши i plavo-zelene). 


PRIMARNA 


SEKUNDARNA 


Slika 10.48: Kompozicija boje 


Podešavanjem intenziteta ovih triju svje- 
tlosnih krugova možemo, u području njiho- 
vog preklapanja, dobiti mnogo raznih boja. 
Možemo li dobiti sve boje? 

Da bismo ovu mogućnost ispitali, nači- 
nimo pokus u kojemu superponiramo, kon- 
centrično, sva tri kruga. Uzmimo zatim če- 
tvrti projektor koji baca koncentrični bijeli 
»anulus" (tj. kružni pojas koji je koncentri- 
čan i upravo obuhvaća središnju kombinaciju 
krugova (Slika 10.49). Određenim filtrima 
možemo mijenjati boje anulusa. Pomoću 
ovog uređaja možemo uspoređivati boju anu- 
lusa s bojom centralnog kruga. 

Sada smo spremni za pokušaj da boju 
anulusa reproduciramo kombinacijom boja 
središnjih krugova. Prvi naš pokušaj bi mo- 
gao biti da načinimo smeđu boju. Uvjerit 
ćemo se da smeđa boja ne postoji sama za 
sebe! Ona postoji samo kad je se uspoređuje 
sa svjetlijom okolinom! Tako npr., mješavi- 
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Slika 10.49: RGB vs CMYK 


nom crvenoga i žutog sa svjetlijom okolinom 
možemo dobiti osjet smeđeg. 

Problem koji moramo riješiti u daljnjem 
eksperimentiranju je kako definirati jedna- 
kost boja. Ako uzmemo neku boju X i po- 
red nje, pomoću neke spektralne raspodjele 
svjetlosti, dobijemo boju Y koja je različite 
spektralne raspodjele od X, ali koju ne mo- 
žemo od ove potonje razlikovati, onda ih 
vidimo kao iste pa možemo pisati: 


X=Y 


Jedan od zakona kolorimetrije je ovaj: Ako 
dvije spektralne raspodjele daju za oko istu 
boju pa ako tim raspodjelama svakoj do- 
damo istu, treću boju Z, dobit ćemo opet 
iste boje. Tako je 


X+Z=Y+Z 


Ako, dakle, boja u anulusu i u centralnom 
krugu izgleda ista pa obasjamo i jedno i 
drugo nekom bojom Z, onda čitava kombi- 
nacija opet izgleda kao jedna ista, iako nova, 
boja. Ovo je uvijek tako čak i onda ako 
je oko drukčije adaptirano! Primjerice, ako 
dugo gledamo u crvenu boju pa premjestimo 
pogled na žutu, ova nam može izgledati kao 
da je zelena, ali bez obzira na to, kad jed- 
nom podesimo X i Y da izgledaju isto, oni 
i dalje ostaju isti bez obzira na okolnosti 
pod kojima je oko adaptirano. Dakako, ako 
intenzitet osvijetljenja padne toliko da prije- 
đemo na gledanje isključivo štapićima, onda 
zakon više ne vrijedi jer smo prešli na drugi 
detektor! 

Naš zaključak je, dakle, da bilo koju boju 
možemo stvoriti kombinacijom triju među- 
sobno različitih boja. Ovaj princip možemo 
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izraziti ovako: 
X =aA+bB+cC 


gdje su A,B,C te tri „primarne” boje, а 
a,b,c su njihovi relativni intenziteti. Pret- 
postavimo da smo tako dobili neku drugu 
boju kombinacijom istih primarnih, ali raz- 
ličitih intenziteta: 


Y=dA+VB+dC 


Poslijedica zakona koji smo malo prije defi- 
nirali je da 


2= Х+Ү =(a+a')A+(b+P)B+(c+c)C 
Vidimo da je ovo nešto poput sumacije vek- 
tora! Pitamo se: koje su propisne primarne 
boje? Odgovor je da ne postoje jedinstvene 
primarne boje! Bilo koje tri različite boje 
koje su takve da ni jedna od njih ne može 
nastati kombinacijom ostalih dviju mogu pos- 
lužiti kao primarne boje. Dakako, ovo je 
točno samo onda ako koeficijenti a,b i c 
mogu poprimiti i negativne vrijednosti. Pri- 
mjerice, plavo, žuto i crveno neće dati sve 
nijanse zelene, ali ako obasjamo zeleni anulus 
malo crvenom bojom onda središnji krug mo- 
žemo dobiti da izgleda jednak boji anulusa 
kombinacijom plavoga, žutoga i crvenoga. 
(Pažnja! Mješavina plavog i žutog pigmenta 
daje zeleni pigment, ali kombinacija plave i 
žute svjetlosti daje osjet bijele). To možemo 
izraziti ovako: 


Х+сС =aA+5B 
što isto kao da smo napisali 
X=aA+bB—cC 


Sad možemo naše pitanje o primarnim bo- 
jama malo suziti: Postoje li tri primarne 
boje koje kombinacijom daju sve boje tako 
da su a,b i с uvijek svi pozitivni? Odgovor 
je negativan; sve primarne boje zahtijevaju 
za neke kombinacije negativne koeficijente. 
»Najbolje" tri primarne boje su plava zelena 
i crvena, jer one daju najveće područje boja 
sa sva tri pozitivna koeficijenta. 
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10.10.3 


Vidjeli smo da je jednadžba kombinacije pri- 
marnih boja jednaka, po obliku, jednadžbi 
sumacije vektora. To znači da je možemo 
prikazati kao vektor u prostoru tako da a,b 
i c budu tri komponente. Tada jedna točka, 
u prostoru predstavlja jednu boju. Neka 
druga točka a',b',c' predstavlja neku drugu 
boju. Kombinacija ovih boja je ona koju do- 
bijemo sumacijom ovih ,vektora". Ovakav 
prostorni dijagram možemo pojednostavniti 
i reducirati ga na dvodimenzionalni, ako se 
sjetimo da promjena parametara a,b,c и is- 
toj proporciji daje istu boju samo različitog 
intenziteta. Ako, dakle, prikažemo sve boje 
tako da ih standardiziramo na isti intenzitet, 
onda ih sve možemo prikazati dvodimenzi- 
onalnim dijagramom (Slika 10.50). Tako npr. 
mješavinom plavog i zelenog dobit ćemo boje 
koje leže na dužini koja spaja Pi Z. 


Dijagram kromatičnosti 


0.9 
0.8 
0.7 
0.6 

Y 0.5 


0.4 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
X 


Slika 10.50: Standardni dijagram kromatič- 
nost 


Isto tako, ako kombiniramo plavu i crvenu 
dobit ćemo boje koje odgovaraju točkama 
na dužini PC. Dvije boje (Р+ 2) i (P+ 
С) mogu se dalje kombinirati tako da daju 
treću koja će ležati negdje unutar trokuta 
PZC. Tako možemo načiniti diagram koji 
će zatvarati površinu unutar koje se nalaze 
točke koje predstavljaju sve moguće boje 
koje možemo stvoriti kombinacijom triju (za 
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ljude vidljivih) primarnih boja (Slika 10.50). 
Na dijagramu brojevi pokazuju valne dužine 
pojedinih boja. Koeficijenti x і y odnose se 
na proporcije raznih primarnih boja. 

Bilo koje tri točke s obodne krivulje mo- 
žemo spojiti i površina koju te stranice ome- 
đuju daje nam sve boje koje možemo dobiti 
kombinacijom tih triju primarnih boja. Od- 
mah vidimo zašto svi koeficijenti ne mogu 
uvijek svi biti pozitivni. Primjer stvaranja 
boja pomoću koeficijenata ,najboljih" pri- 
marnih boja možemo vidjeti pomoću nor- 
maliziranog spektralnog dijagrama (Slika 
10.51). Vidljivo je da za neke nijanse zele- 
noga moramo ići na negativni koeficijent za 
crvenu komponentu. 


koeficijenti 


П 
ШШ ЧЕНЕ 
MIKI 


2 
720 680 640 600 560 520 480 440 400 
valna duljina (nm) 


Slika 10.51: Koeficijenti čistih spektralnih 
boja u smislu skupa standardnih (RGB) pri- 
marnih boja. 


10.10.4 Mehanizam osjeta boja 


Isaac Newton je među prvim znanstvenicima 
eksperimentirao s bojama spektra. Njegova 
knjiga Optika: ili rasprava o refleksijama, 
lomovima, infleksijama i bojama svjetlosti 
je zbirka od tri knjige koja je prvotno objav- 
ljena na engleskom 1704. godine (> Newton, 
1704), dok se znanstveni, latinski prijevod 
Optice: sive de reflexionibus, refractionibus, 
inflexionibus et coloribus lucis, pojavio 1706. 
godine. Rasprava analizira temeljnu prirodu 
svjetlosti pomoću loma svjetlosti na priz- 
mama i lećama, difrakciju svjetlosti na usko 
postavljenim staklenim pločama i ponaša- 
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nja mješavina boja sa spektralnim svjetlima 
ili pigmentnim prahom. Iako je doživjela 
brojna izdanja Opticks se smatra drugotnim 
Newtonovim djelom iz fizikalnih znanosti us- 
prkos toga što su mu optički eksperimenti i 
spisi odigrali presudnu ulogu u razvoju aka- 
demske karijere. Danas se Newtonova optika 
smatra jednim od tri temeljna djela iz op- 
tike (uz Keplerovu Astronomie Pars Optica 
(> Keppler, 1604) i Raspravu o svjetlosti 
Christiaana Huygensa (> Huygens, 1690)). 
S obzirom da je na konačnoj verziji Optike 
Newton radio dugo i predano interesantno je 
da se njegovo ime ne pojavljuje na naslovnici 
prvog izdanja. 


Slika 10.52: Lijevo: Isaac Newton i nas- 
lovnica četvrtog popravljenog izdanja Op- 
tike iz 1730. Desno je originalna obojena 
Newtonova ilustracija za francusko izdanje 
Optike: Zraka svjetlosti iz pukotine prozora 
(lijevo) fokusirana je velikom lećom i pada na 
prizmu. Prizma stvara dugu, a dio svjetlosti 
nastavlja do donjeg dijela zaslona. Crveni 
dio spektra prizme prolazi kroz pukotinu na 
zastoru i pada na drugu prizmu gdje se dalje 
ne razlaže. Ovo dokazuje da jednom prelom- 
ljena svjetlost ne mijenja više svoju boju: 
Nec variat lux fracta colorem. 


Optika je uglavnom zbirka zapisa eksperi- 
menata (vidi sliku 10.52) i zaključaka izve- 
denih iz njih. Knjiga pokriva širok raspon 
tema o onom što će kasnije biti nazvano fi- 
zikalnom optikom. Optika nije geometrijska 
rasprava o katoptriji ili dioptriji, tradicional- 
nim temama refleksije svjetlosti zrcalima 
različitih oblika i istraživanju načina na koji 
se svjetlost „ѕауіја” dok prelazi iz jednog 
medija, poput zraka, u drugi, poput vode 
ili stakla. Umjesto toga, Optika je zaokup- 
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ljena proučavanje prirode i boje svjetlosti, 
te fenomenom difrakcije.? 

Ipak odgovor na pitanje kako vidimo boje i 
zašto nam one tako izgledaju došao je znatno 
kasnije. Young i Helmholtz su prvi predložili 
plauzibilnu teoriju osjeta boja!" po kojoj u 
oku postoje tri pigmenta (trikromacija) koji 
apsorbiraju svjetlost. Ako pojedini pigment 
apsorbira određenu boju npr. crvenu ili ze- 
lenu, onda će se ta informacija u mozgu (ili 
djelomično već u retini) prenijeti kao crvena 
odnosno zelena. Vidimo da teorija pokazuje 
kako se sva pravila miješanja boja mogu na 
ovaj način tumačiti. 

Eksperimentalna provjera ove teorije 
imala je trnovit put jer nije lako izmjeriti 
karakteristike ovih pigmenata na živom oku. 
Upravo priroda našeg oka isključuje moguć- 
nost mjerenja apsorpcije jednog pigmenta. 

Mjerenje krivulje spektralne osjetljivosti 
za čunjiće vrši se tako da se upotrijebi najma- 
nji mogući intenzitet svjetlosti kod kojega 
se još vidi boja. Ovo nije uvijek lako pa 
se koristi metoda treperenja. Iz fizioloških 
razloga, frekvencija kod koje još vidimo tre- 
perenje boje ovisi o intenzitetu pa se može 
koristiti za uspoređivanje intenziteta dviju 
boja. 

Kako naći spektar apsorpcije za pojedini 
pigment u oku? Kod otprilike 8% muškog 
stanovništva postoji fenomen sljepila na neke 
boje. Kod ženskog stanovništva ovaj je pos- 
totak samo 2 (iz čega proizlazi да bi defekt 
mogao biti, bar djelomično, na Y kromo- 
somu). Većina ljudi koji imaju poremećen 
osjet boja imaju različito smanjene osjetlji- 
vosti na pojedine djelove spektra u odnosu 
na normalno oko, ali još uvijek trebaju tri 
boje da postignu osjet neke određene boje. 
Neke osobe, koje trpe od dikromatizma 
mogu složiti bilo koju boju koju oni vide 


9Newton u Optici umjesto difrakcija koristi naziv 
infleksija svjetlosti. 

10Young-Helmholtzova teorija poznata je i kao 
trikromatska teorija vida, načina na koji vizualni 
sustav stvara fenomenološke doživljaj osjeta boje. 
1802. Young je pretpostavio postojanje tri vrste 
fotoreceptora (sada poznatih kao stožaste stanice) 
u oku, s različitim, ali preklapajućim odgovorom na 
različite valne duljine vidljive svjetlosti. (> Young, 
1801) 
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korištenjem samo dviju primarnih boja. Naj- 
jednostavnije objašnjenje je u manjkavosti 
jednog od triju pigmenata. Po toj logici 
trebalo bi očekivati tri vrste dikromatizma, 
tj. tri kategorije ljudi kod kojih manjka po 
jedan od triju potrebnih pigmenata. Mjere- 
njem karakteristika oka takvih ljudi mogli 
bismo naći karakteristike pojedinih pigme- 
nata. U stvari zaista postoje tri vrste di- 
kromatičara; dvije su česte, a jedna je vrlo 
rijetka. Jedna vrsta ljudi koji trpe od deute- 
ranopije imaju karakteristiku osjeta boje 
takvu da im sve boje koje leže na pravcima 
prikazanim na slici 10.53a izgledaju isto. 


Я (6)‏ در 


«ro 
аз 
001 


02 03 04 05 06 0.7 
х 


Slika 10.53: Mjesta kolor konfuzije (а) de- 
uteranopa (b) protanopa. 


Druga vrsta defekta ove kategorije je pro- 
tanopija. Ljudi s ovom očnom manom 
imaju izokromatizam boja poput onoga pri- 
kazanoga na slici 10.53b. 

Na osnovu mjerenja s ovakvim ljudima 
dobivene su krivulje ,,spektralne osjetljivosti" 
(Slika 10.54) koje ne daju plauzibilni odgovor 
na problem mehanizma vida boje. 
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Slika 10.54: Krivulje spektralne osjetljivosti 
normalnih trikromatskih receptora. 
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Istraživanja u posljednjih par desetljeća 
vršena su na biokemijskoj razini ćelija oka i 
ona su dala zanimljive rezultate. 


10.10.5 Fiziokemija osjeta svjetlosti i 
boja 

Mogu li se krivulje apsorpcije boja uspo- 
rediti s pigmentom ili pigmentima koji se 
nalaze u čunjićima? Kako zapravo izgleda 
fiziokemijski mehanizam osjeta boje? Jedini 
pigment koji se našao u retinama vertebrata 
sastoji se pretežno od tzv. „vizualno purpur- 
nog" koji je u stvari rhodopsin. Krivulja 
apsorpcije ovog pigmenta poklapa se s krivu- 
ljom osjetljivosti oka adaptiranog na tamu, 
a prikazana je na slici 10.55. 


luminoznost i apsorpcija 


1 1 
600 


500 
valna duljina (nm) 


Slika 10.55: Krivulja osjetljivosti oka pri- 
lagođenog tami, u usporedbi s krivuljom 
apsorpcije vizualno ljubičaste boje. 


Ovaj pigment, dakle, odnosi se na štapiće 
i nema ulogu u osjetu boja. Za razliku od 
običnih ćelija organizma koje se depolarizi- 
raju stimulacijom, ćelije retine šalju podra- 
žaj u živac onda kad je mrak (tj. tada su 
depolarizirane). Pod djelovanjem svjetlosti 
smanjuje se količina signala, tj. stimula- 
cija svjetlošću isključuje ćeliju. Štapići su 
izuzetno osjetljivi; čak i jedan foton može 
znatno polarizirati membranu ćelije time što 
zaustavi tok iona kroz nju. 

Ovaj tok iona u mraku (tj. „tamna 
struja") otkriven je tek 1970. Apsorpcija 
fotona dovodi do promjene u molekuli pig- 
menta koja time postaje mnogo prozirnija na 
svjetlost (gubi moć apsorpcije). To se naziva 
,izbljeđivanjem" (eng. bleaching što nema 
veze s istim nazivom ,izbljeđivanje" lakih 
elemenata na ekstremnim temperaturama!). 
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Ovo izbljeđivanje zaustavlja pore membrane 
da propuštaju natrij. Štapići su, dakle, tako 
osjetljivi da jedna jedina molekula može, pu- 
tem enzima, dovesti do zatvaranja milijuna 
pora za propuštanje natrija. Za maksimalno 
adaptirano oko na tamu dosta je da šest bli- 
skih štapića apsorbiraju po foton pa da se 
vidi bljesak. Kako rhodopsin u štapićima 
reflektira plavu i crvenu svijetlost i izgleda 
purpurno naziva se još i vizualni purpur. 

Čunjići se nalaze uglavnom u području 
žute pjege (macula lutea, ili fovea). Danas 
znamo da ih ima tri vrste, a svaka sadrži 
po jedan pigment specifične osjetljivosti na 
pojedine dijelove spektra. Ukupno u oku 
ima oko 125 milijuna štapića i čunjića i oko 
milijun gangliona. 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA — POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 
OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.Q 02:25 


11 

111 
12 
11.3 
11.4 
11.5 
11.6 
11.7 


12 


12.1 
12.2 
12.3 
12.4 
12.5 
12.6 


Termodinamika ...................... 423 
Kinetička teorija plinova 

Principi statističke mehanike 

Brownovo gibanje 

Primjena kinetičke teorije 

Difuzija 

Zakoni termodinamike 

Termodinamika na mikroskopskoj skali 


Akustika: жу сулы сш 469 
Zvuk. Valna Jednadžba 

Udari 

Modovi 

Harmonici 

Specijalne valne pojave 

Osjet sluha; uho 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA — POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 
OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.Q 02:25 


11.1 Kinetička teorija plinova 


11.1.1 Osobine materije 


Osobine makroskopske materije je teško 
predskazivati tako da krenemo od nekih os- 
novnih zakona, kako što smo radili u optici 
ili mehanici. Materija se sastoji od vrlo 
mnogo čestica pa i vrlo male nakupine tih 
čestica postaju komplicirani sistemi. Mate- 
riju, dakle, ne možemo analizirati izravno iz 
zakona po kojima se ona vlada i koji su, uos- 
talom, zakoni elektrodinamike i mehanike. 
Kod takve direktne analize bilo bi potrebno 
suviše mnogo koraka da bi se od Newtonovih 
i Maxwellovih zakona, te principa kvantne 
mehanike, došlo do makroskopskih osobina, 
poput čvrstoće i sl. Ipak, neke osnovne ko- 
rake ćemo morati načiniti. Kako se udalju- 
jemo od fundamentalnih procesa, ovi koraci 
nose sa sobom sve više aproksimacija. 

Jedan od razloga zbog kojih naši rezul- 
tati postaju sve manje precizni, kako mo- 
deli postaju sve više realistični, je i taj što 
matematički aparat potreban za analizu sis- 
tema mnoštva čestica postaje vrlo složen i 
zahtijeva duboko poznavanje principa vjero- 
jatnosti i ostalih analitičkih alata. Stoga ne 
možemo više voditi računa o pojedinim čes- 
ticama, već o tome koliko se čestica nalaze 
u pojedinim stanjima i lokacijama. 

Osim šireg znanja statistike, kojeg u ovoj 
fazi učenja još je posjedujemo, potrebno nam 
je također i znanje kvantne mehanike koje 
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nam sada manjka. Stoga će rezultati koje 
ćemo izvesti iz osnova klasične mehanike biti 
u osnovi uvelike pogrešni. Od ovih pogrešnih 
rezultata morat ćemo kasnije „odustati” da 
bismo prihvatili kvantnomehaničke principe. 
O ovome ćemo, dakako, voditi računa. 

Princip koji moramo pri svemu ovome 
usvojiti jest taj da se problemima pristupa 
s fizikalne točke gledišta pa da se, nakon 
određenih aproksimacija, tek onda rješavaju 
matematički problemi. Već smo u srednjoj 
školi vjerojatno čuli za zakon konstantnih 
omjera i za Avogadrov zakon. Sada ćemo 
te zakone izvesti počevši od fundamentalnih 
principa. 

Neki od fenomena mogu se proučavati i 
bez dubokog ulaženja u principe fundamen- 
talnih procesa. Tako npr. postoje odnosi 
između tlaka, temperature, volumena itd., 
plinova. Kad plin tlačimo, volumen mu se 
smanjuje i on se grije. Ovakvim proučava- 
njima bavi se termodinamika. No termodi- 
namičke pojave ne možemo duboko shvatiti 
ako ne shvatimo fundamentalne mehanizme 
koji ih uvjetuju. 


11.1.2 Tlak plina 


Plin djeluje tlakom na zidove posude. Za- 
što? Kad bismo imali sluh koji je par redova 
stalni šum. Ovaj šum bi dolazio od udaranja 
molekula zraka na bubnjić. 

Sistem koji se sastoji od nekog volumena 
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plina često analiziramo modelom zamišlje- 
nog idealnog cilindra i klipa (Slika 11.1). Pri 
tome zanemarujemo trenje klipa o cilindar 
kao i njegovu masu, a pretpostavljamo ide- 
alno brtvljenje između klipa i cilindra. 


n 
Slika 11.1: Atomi plina u kutiji s klipom 
koji se može gibati bez trenja. 


Zanima nas djelovanje čestica (molekula) 
plina na klip, pri čemu pretpostavljamo da 
se izvan cilindra i klipa nalazi idealan va- 
kuum. Uz ovakve uvjete, svaki put kad 
neka molekula plina udari u klip, ovaj će se 
pomaknuti u suprotnom smjeru. Da bismo 
klip održali na mjestu, moramo na njega, 
iz suprotnog smjera, djelovati nekom silom. 
Ovu potrebnu silu F na klip možemo izraziti 
produktom tlaka P (sile po jedinici površine) 
i ukupne površine klipa A. Tlak je, dakle 

B=". 
A 
Da bismo klip pomaknuli, moramo izvršiti 
rad (ili plin mora izvršiti rad) čiji je diferen- 
cijal dan izrazom: 


dW =—Fdx = — P Adz = — PdV 


gdje je V volumen plina, dok nam negativni 
predznak pokazuje da tlačenjem plina vr- 
šimo rad, što je točno. Pitamo se: kolika je 
sila potrebna da održimo klip na mjestu. 
Veliki broj molekula (u jednom molu ih 
ima reda 10?3!) udaraju u svakom trenutku 
u klip i stvaraju silu koja bi klip pomicala 
prema otvorenom kraju cilindra ukoliko to 
ne bi branila vanjska sila na suprotnoj strani 
klipa. Svaka molekula koja udari u klip pre- 
daje mu impuls. Pri tome bi se klip trebao 
ubrzavati pa je očito da na njega djeluje 
sila. Dakle, udaranje molekula na unutraš- 
nju stjenku klipa stvara silu, odnosno tlak. 
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Ako želimo izračunati ovaj tlak pretpostav- 
ljamo da su sudari molekula s unutrašnjom 
plohom klipa savršeno elastični.! Ako, dakle, 
klip miruje, čestica koja u njega udari odbije 
se, statistički gledano, istom brzinom. Pri 
normalnim uvjetima, također, pretpostav- 
ljamo da nema kemijskog djelovanja između 
materijala klipa i plina pa i masa molekula 
plina ostaje ista. 

Pretpostavimo da su čestice plina jedno- 
atomske molekule (kao npr. slučaj helija). 
Neka y bude brzina atoma takvog plina. 
Komponenta impulsa u smjeru x-osi će biti 
тоз. Ako je ovo impuls prije udara u klip, 
onda će nakon udara impuls biti —mvx, tj. 
ukupni impuls predan klipu će biti ۰ 
Koliko imamo ovakvih sudara između atoma 
plima i klipa? 

Ako је N broj atoma u volumenu V, onda 
jen = N/V broj atoma u jedinici volumena. 
U nekom vremenu t atomi koji stignu do 
klipa i udare u njega nalazit će se u podru- 
čju prostora gdje je udaljenost od atoma do 
klipa manja ili jednaka vgt. Volumen ovog 
prostora je v,tA, a broj atoma koji će uda- 
riti u klip u vremenu t će biti nv,tA. U 
jedinici vremena ovaj broj је nv, A. Sila na 
klip je, dakle 


F =nv,A:2mv; 


Ona je proporcionalna površini klipa, što i 
očekujemo. Po istoj logici, tlak je onda 
P= 2nmvž 
Ovo bi bilo točno kad bi svi atomi imali 
iste brzine i iste smjerove. Realniji model 
iziskuje da za vy uzmemo srednji kvadrat, 
tj. 
P=nm (2) 


1Оуо, naravno, nije slučaj. Ono što se dešava 
je da dio energije molekule pri sudaru prelazi na 
rešetku kristala materijala klipa u obliku kvanata 
vibracije koje nazivamo fononima. No, analogno, 
ovi isti kvanti vibracije energiju mogu vratiti natrag 
molekulama plina. U termalnoj ravnoteži jednako 
će energije biti predano rešetci kristala materijala 
klipa koliko i vraćeno natrag molekulama plina. Sta- 
tistički gledano, sve dotle dok su klip i plin na istoj 
temperaturi, hipoteza o elastičnom sudaru je ek- 
vivalentna pretpostavci da nema izmjene energije 
između klipa i plina. Vidjet ćemo, u daljnjim tekstu, 
da tako i definiramo termalnu ravnotežu. 
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Vidimo da (vž) uključuje i negativne vg , tj. 
atome koji odlaze od klipa kao i one koji mu 
prilaze pa faktor 2 otpada. Srednji kvadrat 
(02) za pozitivne оь je polovica srednjeg 
kvadrata za sve vg. 

Budući da orijentacija z-osi nije ni malo 
specijalna, vidimo da 


(va) = (vy) = (v2) 


Može se lako pokazati da je svaki od ovih 
srednjih kvadrata jednak trećini njihove 
sume: 


(02) = = (ve +uy+v2) = j 


Tlak možemo onda pisati kao 


تو یو 


Posljednji faktor je kinetička energija centra 
mase molekule ili atoma. Možemo dalje 
dopuniti i napisati 


н) 


Ako se ograničimo па jednostavne (pleme- 
nite) plinove, onda je čitava kinetička ener- 
gija atoma u njegovom linearnom gibanju (tj. 
nema kinetičke energije unutrašnjeg gibanja 
(vibracije, rotacije). (I atom ima unutraš- 
nju energiju gibanja elektrona, ali, na nižim 
temperaturama, ona ne ulazi u termodina- 
miku plina). U jednoatomskom plinu, dakle, 
kinetička energija linearnog gibanja je sva 
energija koja je termodinamički relevantna, 
pa je ukupna energija sistema jednaka sumi 
srednje kinetičke energije svih atoma: 


PV= 21 =(y-1)U 
gdje је y = 5/3. 

Ako plin komprimiramo, smanjujući volu- 
men guranjem klipa u cilindar, vršimo rad 
i taj rad ide na povećanje ukupne energije 
plina. To znači da će se ukupna kinetička 
energija povećati. Atomi postaju ,,topliji"; 
njihova povećana kinetička energija odgo- 
vara povećanoj temperaturi. Dio eve topline 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


može ,pobjeći" iz cilindra kroz zidove ili, 
pak, cijela toplina ostaje u plinu, ukoliko su 
klip i cilindar savršeno termalno izolirani. 
U praksi ovakve savršene izolacije nema, ali 
pretpostavimo da je izolacija ,,neprobojna", 
tj. da nema gubitka topline iz sistema. Ov- 
dje, dakle, invociramo adijabatsku kompre- 
siju. Tada je: 


PdV = —dU 
a 
РНИ y- E 
y—1 y—1 


Ovo možemo pisati 


dV 7 dP 0 
Vu B= 
Budući da je y konstanta za jednoatomski 
plin, ovo daje integracijom 


yhV+lnP=lhnC 


gdje je C konstanta. To daje: 


za adijabatske uvjete. Ovaj zakon smo izveli 
iz vrlo jednostavnog modela, ali je točan; 
jednoatomski plinovi se uistinu ovako pona- 
šaju. 


11.1.3 Kompresibilnost zračenja 
Upravo dobiveni rezultat možemo primije- 
niti na jedan problem koji je u astrofizici od 
velikog interesa, jer se odnosi na ponašanje 
vrlo vrućih zvijezda. Kod ovakvih zvijezda, 
većina energije je u zračenju, tj. u foton- 
skom plinu, dok čestice (protoni i elektroni) 
nose manji dio energije. Tlak zračenja je; 


Р = 2прьтоь 


gdje je рь x-komponenta impulsa fotona. 
Ako uzmemo u obzir srednji impuls i po- 
novimo prijašnje argumente, vidimo da za 
zračenje vrijedi 


1 
РУ لچ‎ (Ӯ: 0) 
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Ovo je još uvijek identično s našim ranijom 
formulom, no, za fotone je v = сі E = pc pa 
za fotonski plin imamo izraz 


U /*ZA FOTONSKI 

i 3 PLIN*/ 
To znači da je za fotone y = 4/3 (jer је PV = 
YU) ili 


/*ZA FOTONSKI 
PLIN*/ 


PVŠ = konst. 


Sada znamo izraz koji možemo koristiti u 
astrofizici da izračunamo ravnotežni radijus 
zvijezda, a i u termonuklearnim procesima 
u kojima je efekt kompresije zračenja važan. 


11.1.4 Temperatura i kinetička energija 


Već smo prije prejudicirali neke rezultate 
analize, time što smo rekli da idealni plin 
postaje topliji kad ga komprimiramo. Pri 
tome nismo ulazili detaljnije u pojam tempe- 
rature. Zanima nas odnos između energije 
plina i temperature. Ako dva sistema 
ostavimo u dodiru dovoljno dugo, oni po- 
prime istu temperaturu. To je upravo i 
definicija iste temperature, tj. stanja koje 
dva tijela poprime kad su dovoljno dugo u 
dodiru. 

Zamislimo dva plina koji su u zatvorenom 
cilindru odvojeni idealnim klipom (Slika 
11.2). Pretpostavimo da se u lijevom di- 
jelu cilindra nalazi jednoatomski plin 1, a u 
desnome jednoatomski plin 2. 


Slika 11.2: Atomi dvaju različitih mono- 
atomskih plinova razdvojeni pomičnim kli- 
pom. 


Neka mase atoma ovih plinova budu m1, 
odnosno ma, a njihove brzine v1 i va. Bro- 
jevi atoma u jediničnom volumenu neka 
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budu ni, odnosno na. Pitamo se koji su 
uvjeti ekvilibrija. 

Klip će se umiriti kad tlak s obje strane 
bude jednak, tj. kad impuls predan klipu 
s obje strane u jedinici vremena bude isti. 
Tlak će biti isti kad ukupna energija plina 1 
bude jednaka ukupnoj energiji plina 2, jer 
bi se u suprotnom slučaju sistem sam doveo 
u ovo stanje. (Ovo je dobro poznati princip 
ekviparticije energije!). Drugim riječima, 
produkti n1,2 i srednje kinetičke energije s 
obje strane klipa moraju biti jednaki: 


2 2 
Miv mo2v 
"u 


Ovo je isto što i reći da su tlakovi s obje 
strane klipa jednaki. Uz to ćemo dokazati da 
su također ni i na jednaki kad je temperatura 
s obje strane klipa ista. 

Pretpostavimo da je tlak na lijevoj strani 
klipa postignut visokom gustoćom atoma 
relativno niske brzine, dok je tlak na desnoj 
strani postignut tako što su atomi, pri maloj 
gustoći, relativno brzi. Hoće li stvari ostati 
u tom stanju? To donekle ovisi o prirodi 
klipa. Pretpostavimo da je on idealan, tj. 
zanemarive mase. Svaki udarac brzih atoma 
u klip potjerat će klip u suprotnom smjeru i 
on će predati impuls sporijim atomima na 
lijevoj strani. Proces će se odvijati sve dotle 
dok klip na bude predavao jednako toliko 
impulsa na lijevo koliko na desno. Drugim 
riječima, tok energije kroz klip će biti isti u 
oba smjera. 

Pretpostavimo sada drugi zamišljeni po- 
kus u kojemu u jednoj posudi imamo mje- 
šavinu atoma plinova 1 i 2 čije su mase mi 
i ma i brzine vi і va. Ako bismo počeli s 
time da su sve čestice plina 2 gotovo nepo- 
mične, one očito to ne bi bile zadugo jer 
bi ih čestice plina 1 bombardirale sa svih 
strana i prenijele na njih impulse. Zanima 
nas koji su omjeri brzina vi i va kad je sistem 
u ravnoteži. 

Promatrajmo sudar dviju čestica (Slika 
11.3) u sustavu centra mase (C.M.). Ako je 
sudar elastičan, svaka čestica zadržava svoj 
impuls, a mijenja smjer. 

Gledajući sve sudare gdje je C.M. u miro- 
vanju, pretpostavimo da se sve čestice ispo- 
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Vi 


V2 


V2 


Slika 11.3: Sudar između nejednakih atoma, 
gledano u sustavu centra mase. 


četka kreću horizontalno (Slika 11.3). Već 
nakon prvog sudara čestice će promijeniti 
smjerove i uskoro će smjerovi sviju biti nasu- 
mični. To znači da će ravnotežna raspodjela 
biti takva da ćemo u bilo kojem smjeru imati 
zastupljen podjednaki broj čestica. Ovo mo- 
žemo izraziti i tako da postoji jednaka vje- 
rojatnost da kosinus kuta 0 između dvaju 
smjerova gibanja čestica poprimi bilo koju 
vrijednost u intervalu od -1 do +1. 

Dalji korak koji moramo načiniti je poka- 
zati da se ista stvar može zaključiti i onda 
kad C.M. ne miruje. Brzine su tada 0 і 
02 i moramo situaciju vektorski analizirati. 
Napišimo srednju brzinu C.M. kao 

А Midi + M2V2 
VOM = عم‎ 


11 T "2 


Situaciju možemo promatrati isto Као i 
prije, time što C.M. putuje sada brzinom 
cm. Relativna brzina između čestica je 
0 = 101 — 02. Naš zaključak je analogan pret- 
hodnome; svi smjerovi 10 su jednako vjero- 
jatni s obzirom na smjer .لل‎ Dakle, opet 
je srednja vrijednost kosinusa kuta između 
wW i cm nula: 


(W-VeMm) =0 


Ovaj produkt možemo izraziti i ovako: 


w + UVCM 
_ (@ — 0): (т + M202) 
1 mı + m2 
m (тло? — m2v2) + (то = mı) (01 : V2) 
= mı + тә 


Kolika je srednja vrijednost od yı va ? Ona 
je nula, jer srednja brzina va, s obzirom 
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na bilo koji smjer, je nula. Zaključujemo, 
dakle, da je srednja kinetička energija jednih 
i drugih čestica jednaka: 


mv? = mavš 
وروا‎ 
Dakle, ako imamo dvije vrste atoma u mje- 
šavini plinova, atomi veće mase će se kretati 
sporije.? 

Naš idući korak je pokazati da će se isto 
desiti i onda kad atomi nisu pomiješani u 
istoj posudi. Vratimo se zamišljenom po- 
kusu s cilindrom koji je podijeljen klipom i 
promatrajmo klip kao da je velika „čestica”. 
Njegova kinetička energija će biti: 


mpu? 
(>) 

iako je gibanje samo u smjeru т-озї. No, ova 
srednja kinetička energija klipa mora (na 
osnovi naših prijašnjih argumenata) biti jed- 
naka srednjoj kinetičkoj energiji molekula s 
lijeve i desne strane klipa. Time je postavka 
dokazana; kad su dva plina na istoj tem- 
peraturi, onda je srednja kinetička energija 
njihovih molekula jednaka u sistemu C.M. 

Srednju kinetičku energiju molekula plina 
(koja ne ovisi o vrsti plina) možemo, dakle, 
upotrijebiti za definiciju temperature. Naj- 
jednostavnije bi bilo mjeriti temperaturu u 
jedinicama za energiju, poput eV ili sl. To 
se katkada i radi. U svakodnevnoj praksi, 
međutim, koristi se tradicionalna (najčešće 
Celzijusova) skala stupnjeva. U egzaktnim 
znanostima koristi se ipak Kelvin, koji odgo- 
vara iznosu jednog stupnja Celzijusove skale, 
ali mjeren od apsolutne nule. 

Konstanta proporcionalnosti između ener- 
gije i Kelvinove skale je Boltzmanova kons- 


20уо nije zanemareno pri konstrukciji raketa. 
Plinovi koji sagorijevaju u raketnim motorima pre- 
daju, pri izlasku, svoj impuls raketi. Pri istoj tem- 
peraturi sagorijevanja, teže molekule će davati veći 
impuls za faktor / (gdje je M = m). Ali veća 
masa molekula implicira i veću ukupnu masu goriva, 
pa gorivo veće specifične težine daje slabiji specifični 
potisak od laganog goriva. Stoga rakete na tekuće 
gorivo, naročito one koje koriste tekući kisik kao 
oksidant, imaju općenito bolji specifični potisak od 
raketa koje koriste nitrate kao oksidant. 
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tanta; k = 1.38 x 10—25 J/K. Ako je, primje- 
1166, temperatura Т К, onda je srednja kine- 
tička energija molekula, ЗЕТ, gdje је faktor 
3 uzet za to da bismo u plinskoj jednadžbi 
imali faktor od 1. Osim toga, vidimo da je 
kinetička energija atoma za svaki neovisni 
smjer u prostoru ЕТ . Za sva tri neovisna 


. . 3 
smjera (x,y,z) imamo onda 5kT. 


11.1.5 Jednadžba stanja idealnog plina 
Našu plinsku jednadžbu možemo sada pisati 


kao 
PV = МКТ 


Na istoj temperaturi i tlaku, jednaki volu- 
meni plinova imaju isti broj atoma ili mo- 
lekula. Ovaj broj je također univerzalna 
konstanta. Valja naglasiti da smo do ovih 
zaključaka došli na osnovu Newtonovih za- 
kona! 

Iz historijskih razloga ovaj broj molekula 
u istim volumenima, na istoj temperaturi, 
definiramo za količinu plina u jednom molu, 
jedinice usvojene u kemiji. Jedan mol je 
količina nekog kemijskog spoja, izražena u 
gramima, u iznosu numerički jednakom mo- 
lekularnoj težini i sadrži 6.02 х 1025 čestica 
(atoma ili molekula). Ovaj broj, Na, naziva 
se Avogadrovim brojem. Često se Avogadrov 
broj i Boltzmanova konstanta kombiniraju 
u konstantu R = Nok = 8.317 J mol-!.K, 
tako da plinsku jednadžbu možemo pisati 
kao 

PV = NRT 


gdje sada N označava broj molova plina u 
volumenu V. 

Sada valja riješiti još jedno pitanje, a to 
je ono vezano za centar mase. Dok smo 
opisivali slučaj jednoatomskog plina, ogra- 
ničili smo se samo na gibanje centra mase. 
Pitamo se sada što se dešava ako na plin 
djeluje neka sila. Pretpostavimo da na klip 
djeluje neka sila, npr. neka opruga, u hori- 
zontalnom smjeru. Možemo se lako uvjeriti, 
jednostavnom argumentacijom, da ovo neće 
ništa promijeniti, jer će klip, čak i kad na 
njega djeluje neka sila, isto tako prenositi 
gibanje molekula. Srednja vrijednost kine- 
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tičke energije će i dalje biti БЕТ za svaki 
neovisni smjer. 

Promatrajmo sada dvoatomske molekule 
koje se sastoje od atoma masa ma i mg. Bez 
obzira na to što između atoma A i B djeluje 
sila, znamo da je kretanje C.M. atoma A i 
atoma B takvo da je ispunjena jednakost 


a 2 
MAVA\ / _3 
د‎ ae 


Kad se molekula sudari s nekim tijelom, 
bitno je kako brzo se gibao atom (A ili B) 
koji je udario u to tijelo. U trenutku su- 
dara nije bitno što su atomi bili međusobno 
vezani silom. 

Možemo ići i dalje i uvjeriti se da, čak 
kad imamo sistem čestica, tj. neki predmet, 
mase M čija je brzina u С.М. осм, opet 
vrijedi princip reparticije energije: 


M 2, M د‎ 
Dakle, bez obzira gledamo li cijeli predmet ili 
njegove dijelove, za gibanje u C.M. energija 
je ЗЕТ . Pogledajmo detaljnije zašto. 
Masa dvoatomske molekule je M = MA + 
тв, a brzina u С.М. je 


MAVA +MBUB 


осм = M 


Vidimo da je 


MAVA + 2тдтвбд VB + т2502 
M? 


2 = 
оом = 


А Ко pomnožimo s ZM obje strane i uzmemo 
srednju vrijednost, imamo 


1 
5 MvoM 


_ mA: ЗЕТ +2maAmB ( 


> 


А бв) + тв КТ 


jer је: RATE = 1 
Koliki je (04 · бв) ? Već smo za slobodne 
atome vidjeli da је ovaj srednji produkt пша. 
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Pretpostavimo da postoji neka relativna br- 
тіпа (unatoč sili) W = бд — бв koja nema 
neki određeni smjer, tj. 

(om) =0 
No, vidimo da je 


(va — UB): (mAŠA + MBUB) 


w UCM = M 
MAVA + (тв – тА) (бд: в) – тво? 


M 


Ako uzmemo srednje vrijednosti, prvi i zad- 
nji član u brojniku se međusobno poništa- 
vaju, jer je (mav2) = (mBvB). Dakle, 
(тв — mA) (бд Ug) = 0, jer ako je тв # 
тд, onda je (бд ·0в) = 0 što smo htjeli po- 
kazati. 

Usput smo dokazali da je srednja kine- 
tička energija unutrašnjeg gibanja molekule 
(ako ne uzmemo u obzir gibanje C.M.) tako- 
đer ЗЕТ . Naime, ukupna kinetička energija 

m 02 т, 02 
dijelova molekule је 5-4 = BP = ЗЕТ. 
No, budući да kinetička energija cijele mole- 
kule u C.M. iznosi ЗЕТ, to je očito da ЗЕТ 
otpada na unutrašnje gibanje (rotacija i vi- 
bracija atoma unutar same molekule). Ovaj 
teorem vrijedi općenito. Energija gibanja 
С.М. bilo kojeg predmeta, uzetog cjelovito, 
je ЗЕТ. Isto tako, energija gibanja С.М. 
svakog dijela tog predmeta je opet 3kT. Za 
svaki pojedini, neovisni smjer gibanja ener- 
gija је $kT.Ovi neovisni smjerovi (ili načini) 
gibanja imaju svoj naziv; to su stupnjevi 
slobode sistema. Broj stupnjeva slobode 
za molekulu od n atoma je 3n, jer za svaki 
atom moramo imati tri koordinate da mu 
odredimo položaj u prostoru. Ukupnu ki- 
netičku energiju molekule možemo, dakle, 
definirati bilo kao sumu kinetičkih energija 
njezinih djelova, bilo kao sumu kinetičke 
energije gibanja C.M. te molekule i kine- 
tičke energije unutarnjeg gibanja. Kinetičku 
energiju unutarnjeg gibanja možemo aproksi- 
mirati kao sumu rotacijske i vibracijske ener- 
gije. Dakle, za n-atomsku molekulu 3/2kT 
je translacijska energija centra mase, a os- 
бабак, (n — 1)3/2kT, pripada unutrašnjem 
molekulskom gibanju (rotacija i vibracija). 
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11.2 Principi statističke mehanike 


11.2.1 Eksponencijalna atmosfera 


Kako smo već prije naglasili, neka svojstva, 
materije mogu se opisati pomoću svojstava, 
njezinih dijelova. 

Ovdje se ograničimo na uvjete termalne 
ravnoteže, tj. na neke posebne slučajeve 
fizikalnih fenomena. (Izvanekvilibrična ter- 
modinamika proučava ostale neekvilibrične 
fenomene i predstavlja fascinantnu i vrlo 
opsežnu granu termodinamike). Zakoni me- 
hanike koji se odnose na termalni ekvilibrij 
spadaju u područje statističke mehanike. 

Jedan od teorema statističke mehanike, 
tj. onaj koji pokazuje da srednja energija 
za svaki stupanj slobode iznosi ФЕТ, upravo 
smo izveli. Ovaj rezultat nam daje srednji 
kvadrat brzine molekula na nekoj tempera- 
turi. Statistička mehanika nam omogućava, 
međutim, da izračunamo i mnogo drugih 
veličina kao npr. položaj čestica u prostoru 
u kojemu je polje neke sile koja djeluje na 
čestice, kao i distribuciju brzina čestica (jer 
čestice očito nemaju sve istu brzinu). Vidjet 
ćemo da je distribucija brzina čestica ista 
bez obzira na prisutnost polja sila na čestice. 
To smo donekle već pokazali kad smo našli 
da na svaki stupanj slobode otpada АТ , 
bez obzira na prisutnost sila na molekule. 
Distribucija brzina ne ovisi o silama, zbog 
toga što sile ne mijenjaju učestalost sudara. 

Kao prvi primjer nađimo distribuciju mo- 
lekula u atmosferi, ali bez prisutnosti stru- 
janja, tj. vjetrova i sl. Drugim riječima, 
želimo naći kako se raspoređuju brojčano 
molekule pod utjecajem polja gravitacijske 
sile. Pretpostavimo da imamo stup plina 
koji je u termalnoj ravnoteži i pod utjecajem 
homogenog gravitacijskog polja (Slika 11.4). 
(Ovo nije baš kao naša atmosfera, koja biva 
hladnija kako se penjemo!). Pitamo se kako 
će gustoća plina ovisiti o visini. Tlak će u 
donjem dijelu stupa biti viši, jer plin ,,drži 
na sebi" težinu gornjeg dijela stupa. 

Na visini h vlada tlak P na plin odozdol 
i podržava stupac plina koji je iznad visine 
h. Na visini h+ dh ovaj tlak je manji za 
iznos koji doprinosi masa plina u sloju iz- 
među visine h і h+ dh. Ako odaberemo 
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mehanizam za 
izjednačavanje 
temperature 


Slika 11.4: Tlak na visini h premašuje tlak 
na h+ dh za težinu stupca plina u dh. 


presjek stupca tako da predstavlja jediničnu 
površinu, onda je ndh broj molekula u ovom 
volumenu. Ako je dP razlika u tlaku između 
visine h i h+ dh, onda slijedi da je 


dP = —mgndh 


gdje je m masa molekule, a g je akceleracija 
sile teže. No, Р = пЕТ, pa pišemo 


Funkcija čija je derivacija proporcionalna 
samoj funkciji je eksponencijalna funkcija. 
Dakle rješenje ove jednadžbe je 


gdje je ng broj molekula u jediničnom volu- 
menu na mjestu h = 0. Kako vidimo, gus- 
toća plina opada eksponencijalno s visinom 
(Slika 11.5). Također vidimo da je m u 
brojniku eksponenta, a T je u nazivniku. 
Gustoća plina opada tim brže što je masa 
molekula veća i što je temperatura niža. 

Očekujemo da će u velikim visinama doći 
do stratifikacije plinova po molekularnoj te- 
žini, no u atmosferi Zemlje i većine planeta, 
ovo se ne događa zbog strujanja (barem ne 
do visina gdje je sastav provjeren mjere- 
njima). 


11.2.2 Boltzmanov zakon 

Primjećujemo da smo u formuli za distri- 
buciju atmosferskih plinova dobili u broj- 
niku ekponenta zapravo izraz za potencijalnu 
energiju molekule, tj. 


_ PE. 
п= пое kT 
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H2 


02 


20 40 60 80 
visina (km) 


Slika 11.5: Normalizirana gustoća kao funk- 
cija visine u zemljinom gravitacijskom polju 
za plinove kisik i vodik pri konstantnoj tem- 
peraturi. 


gdje s P.E. označavamo tu potencijalnu ener- 
giju. 

Iako se ovdje konkretno radi o homoge- 
nom polju gravitacijske sile, ovaj zakon je 
sasvim općenit. Pretpostavimo da imamo 
neku distribuciju molekula na koje, svaku in- 
dividualno, djeluje neka sila Fu smjeru osi 
х. Sila na jediničnu površinu će biti Fndz 
za sloj dx molekula i ona će biti uravnote- 
žena diferencijalom tlaka, dP = kT dn, tog 
sloja. Analogno slučaju gravitacijskog polja 
koji smo prije promatrali, dobijemo 


F= کې‎ (lnn) 
dx 


Vidimo da bi — Fdx bio rad potreban da 
molekulu premjestimo s mjesta x na mjesto 
T+dz. Ovaj rad bi bio jednak razlici poten- 
cijalne energije u točkama نه‎ i x + dz (ako se 
radi o konzervativnoj sili). Dakle 


Fdz = —d(P.E.) 
iz čega 
d(lnn) = d(P.E.) 
nn) انا‎ „Бу. 
ЕТ 
ili 
BOLTZMANOV ZAKON 


_ PE. 
n=noe ЕТ 


gdje je no neka konstanta. Dakle, za konzer- 
vativnu silu imamo isto rješenje kao i prije. 
(Ako sila nije konzervativna, onda nemamo 
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fizikalnog rješenja!). Formula izražava Bol- 
tzmanov zakon. On daje prostornu distri- 
buciju čestica koje su pod utjecajem konzer- 
vativne sile. 


11.2.3 


Boltzmanov zakon možemo odmah primi- 
jeniti na jednostavan fenomen isparavanja. 
Pretpostavimo da imamo skupinu molekula 
koje se međusobno privlače, tako da sila iz- 
među dviju molekula, npr. ti j ovisi o njiho- 
voj međusobnoj udaljenosti r;; i može se izra- 
ziti derivacijom potencijala (Vr;j). Krivulja 
koja prikazuje ovisnost ovakvog potencijala 
o udaljenosti je općenito tipa „potencijalne 
jame” (Slika 11.6). Za т > то potencijalna 
energija opada kako se molekule približavaju 
jedna drugoj, a zatim opet raste vrlo naglo 
zbog pojave odbojnih sila. 


Isparavanje tekućine 


4 М) 

E 

Ko) 

٠ 

Ф 

= 

Ф 

g 

2 = 
© fo f 
| پس‎ 

(O) 

4 

о 

SE 


Slika 11.6: Funkcija potencijalne energije za 
dvije molekule koja ovisi samo o njihovom 
razmaku. 


Ovako se molekule uistinu ponašaju, jer se 
na malim udaljenostima javlja među njima 
van der Waalsova sila, a kad ova udaljenost 
padne na onu koja je reda dimenzija elektron- 
skog omotača, javlja se odbojna električna 
sila. 

Zamislimo posudu ispunjenu ovakvim mo- 
lekulama i pitamo se kako će se one ras- 
podijeliti u prostoru. Odgovor je, dakako, 
eksponencijalno: e KT., Ukupna potenci- 
jalna energija sistema bi bila dana sumaci- 
jom po svim parovima uz pretpostavku da 
sila djeluje samo između parova. (U prin- 
cipu mogu postojati sile između tri i više 
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tijela, ali u elektromagnetizmu potencijalna 
energija je u parovima.) Dakle, vjerojatnost 
da nađemo molekule u nekoj kombinaciji т;; 
će biti proporcionalna 


Ako je temperatura vrlo visoka, tako da 
je kT > |V (ro)|, onda će eksponent biti 
uglavnom malen za sve r i vjerojatnost na- 
laženja neke molekule gotovo da i ne ovisi 
o položaju u sistemu. Promatrajmo dvije 
molekule. Vjerojatnost da ih nađemo na 
nekoj međusobnoj udaljenosti će biti pro- 
porcionalna 0 TT, Naravno, ondje gdje je 
sama potencijalna energija minimalna (tj. 
najnegativnija) vjerojatnost je najveća, a 
najmanja je ondje gdje potencijal teži k be- 
skonačnosti, što se dešava na vrlo malim 
udaljenostima. To znači da je vjerojatnost 
vrlo mala da ih nađemo vrlo blizu, a naj- 
veća je da ih u jediničnom volumenu nađemo 
na udaljenosti rg. Ako je temperatura vrlo 
visoka u usporedbi s razlikom energije iz- 
među т = то іт = مه‎ , onda je eksponent 
negdje blizu nule i eksponencijalna je funk- 
cija reda 1. Pod ovim okolnostima, sila iz- 
među molekula ne igra bitnu ulogu. Imamo, 
dakle, posla s vrućim plinom koji je daleko 
od svoje kritične točke. Kako temperatura 
pada, vjerojatnost da molekule nađemo na 
međusobnoj udaljenosti rg postaje veća od 
vjerojatnosti da je nađemo na većim udalje- 
nostima. Kad temperatura padne toliko da 
je kT = |V (ro)| , onda imamo relativno ve- 
lik pozitivni eksponent u okolini vrijednosti 
то, tj. znatno je vjerojatnije da ćemo naći 
molekule na međusobnoj udaljenosti koja 
odgovara minimalnoj energiji nego drugdje. 
Pad temperature, dakle, dovodi najprije do 
kondenzacije plina u tekućinu (ukapljivanje), 
a zatim kristalizaciju. Ova analiza je, da- 
kako, vrlo kvalitativna. Detaljan račun bi 
zahtijevao poznavanje funkcije V (r;;), što 
je pitanje kvantne mehanike. Ovakvi računi 
spadaju u tzv. probleme mnoštva čes- 
tica i općenito su složeni, iako interesantni, 
jer nam, barem u principu, mogu dati infor- 
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macije o formaciji čvrstih tijela, dinamike 
rasta kristala itd. 


11.2.4 Distribucija molekularnih brzina 
Pozabavimo se sada onim drugim proble- 
mom, kojega smo ranije spomenuli, a odno- 
sio se na distribuciju molekularnih brzina. 
U tu svrhu promatrajmo opet stup idealnog 
plina u kojemu ne postoji privlačenja među 
molekulama. Pretpostavimo da je stup u 
homogenom gravitacijskom polju i paralelan 
s njime. Zanemarimo, za sada, sudare među 
molekulama. Zamislimo dva nivoa u stupu, 
h=0ih=h (11.7). Zašto je na visini h 
manje molekula nego na visini h = 0 ? 


Slika 11.7: Samo molekule koje se kreću 
dovoljnom brzinom mogu doseći visinu h 


Očito je da molekule koje, na putu prema 
gore, stignu do h = 0 ne stignu nužno do 
h = h, jer neke od onih koje su dosegle ili 
prešle nivo h = 0 nemaju više dovoljno ki- 
netičke energije da se popnu do ћ = h. Ako 
pretpostavimo da je ovo razlog opadanja 
gustoće plina s visinom, onda možemo iz- 
računati koliko molekula mora imati manju 
brzinu od one potrebne da se popnu do vi- 
sine h. Nazovimo s u brzinu koja je upravo 
potrebna da se dana molekula, koja krene 


prema gore, upravo popne do nivoa h. Tada 


je "5- = mgh. Broj molekula koje prođu 


kroz nivo h = 0, a čija je vertikalna brzina 
veća od u, jednak je broju molekula koje 
prođu kroz nivo h s bilo kojom vertikalnom 
brzinom, dok sve one čija je vertikalna br- 
zina manja od u ostaju ispod nivoa h. Broj 
onih molekula koje su prešle nivo h, a čija je 
vertikalna brzina (nakon prolaska kroz nivo 
h) vz > 0, manji je od broja onih molekula 
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koje su prošle kroz nivo h = 0 s brzinom 
vz > 0, jer je na donjem nivou gustoća mole- 
kula veća. No već znamo da je distribucija 
brzina ista na istoj temperaturi, bez obzira 
na prisutnost sila. Dakle, iz toga što su dis- 
tribucije brzina iste, kao i iz činjenice da 
je na donjem nivou gustoća molekula veća, 
zaključujemo da su broj ny,,o(h) molekula 
na nivou h i broj n,,,0(0) na nivou h = 0 u 
istom omjeru kao i gustoće molekula na tim 
nivoima. Budući da je п, 0(ћ) = т, (0), 
možemo pisati 


n 0 mgh 2 

то-и (0) =e ЕТ =е PAT 
Nyz>0(0) 

jer je imu? = mgh. Ovo je, naravno, točno 


bez obzira gdje odaberemo nivo h = 0. То 

znači da, bilo gdje u stupu plina, dio mo- 

lekula koje imaju brzinu veću od u biti će 
2 


e kT. Jeli ovaj rezultat točan iako smo 
zanemarili sudare između molekula? Čitav 
argument bismo mogli ponoviti s time da 
razliku između nivoa reduciramo tako da dh 
bude reda srednjeg slobodnog puta i manja 
pa se problem sudara na taj način zaobiđe. 
No, ovo je nepotrebno, jer su sudari elas- 
tični pa molekule prenose energiju jedna s 
druge, bez ,,gubitaka". Kako nam nije stalo 
do identiteta pojedinih molekula, njihovi su- 
dari nemaju utjecaja na distribuciju brzina. 
Dakle, u svakom slučaju 


K.E. 


Тууы Xe kT 


gdje је s К.Е. označena kinetička energija 
molekule. 

Ono što nas češće zanima je broj molekula 
čija je brzina, po iznosu, u nekom opsegu 
vrijednosti brzina. Pitamo se koliki je rela- 
tivni broj (ili proporcija) molekula čije su 
vrijednosti brzina između v1 i va. Formalno 
izraženo, koji dio, f(u)du, molekula imaju 
brzinu u rasponu između u i u+ du, ili u 
rasponu od du oko u (Slika 11.8). Definicija 
funkcije f(u) implicira da je 


| (۸-۱ 


tj. dio molekula koje imaju bilo koju brzinu 
je cijeli skup molekula sistema. 
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Slika 11.8: Funkcija raspodjele brzine. Za- 
sjenjeno područje f(u)du predstavlja udio 
udio molekula brzine u unutar raspona du 


Pitamo se sada koliki je broj molekula 
koje prođu kroz neku zamišljenu plohu u 
sekundi, a čija je brzina veća od u. Broj 
molekula koje stignu do plohe (i prijeđu je) 
u sekundi dolete iz udaljenosti u. Dakle, 
broj molekula koje prijeđu plohu u sekundi 
nije samo jednak broju molekula, u jedinici 
volumena, čija je brzina veća od u, nego tom 
broju pomnoženom s u. Za interval brzine 
du to je uf(u)du. Ukupni broj molekula 
čija je brzina veća od u je f% uf (u) du, a 
to mora biti proporcionalno veličini koju smo 
našli, tj. 


N 


/ uf (и) ди = konst.e 287 


—u 


Ako deriviramo obje strane po u, na desnoj 
strani će se pojaviti u s nekim konstantama 
pa će se kratiti s u na lijevoj strani: 


mu? 
f(u)du = Ce" таи 


Konstantu C nađemo lako, ako uzmemo u 
obzir da je /25 / (и) ди = 1. Može se poka- 
zati da je 


/ е dr = ут 


iz čega je С = 4/ sp. Budući da su brzina 
i impuls proporcionalni, to je i distribucija 
impulsa također dana izrazom 


f (p) dp = Ce #7 dp 


Ovaj izraz je točan i za relativističke brzine 
(dok onaj za brzinu nije!) pa ga je bolje kao 
takvo ga pamtiti. 
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Ove distribucije važe, dakako, samo za 
jedan smjer; ovdje za „vertikalni” smjer. Na- 
ravno, budući da nikakav smjer nije preferi- 
ran, to je distribucija ista za bilo koji smjer. 
No, kinetička energija ima tri dijela pa je 
distribucija brzina, pisana u komponentama, 


f (Ux, Vy, Vz) dvedvyduz 


2 
ZET ٠۴ 


što je točan izraz jer distribucija ovisi o kva- 
dratu iznosa brzine, a ne o nekoj preferiranoj 
komponenti, tj. distribucija je funkcija samo 
od 12. 


11.2.5 Specifični toplinski kapacitet pli- 
nova 

Iskušajmo sada do koje je mjere klasični 
opis plinova uspješan. Vidjeli smo da je 
PV = МЕТ =(3—1)U , gdje je U ukupna 
energija plina, а № je broj molekula u vo- 
lumenu V. Ako se radi o jednoatomskom 
plinu, ovo je jednako ZU , gdje je sada U 
kinetička energija gibanja atoma u centru 
mase (jer su rotacija i vibracija molekula 
odsutne). Pretpostavimo, ipak, da imamo 
posla sa složenijim molekulama kod kojih 
vibracija i rotacija predstavljaju dobar dio 
ukupne energije. Tada ćemo imati različite 
vrijednosti y. Ovaj parametar y možemo 
mjeriti tako da mjerimo specifičnu toplinu.” 
Pretpostavimo da smo je dobili eksperimen- 
talno iz relacije PV" = С. Pokušajmo izra- 
čunati y za neke plinove. 

Za jednoatomske plinove već smo vidjeli 
da је у = Э. Коа dvoatomskih plinova, 
atomi u molekuli su vezani u potencijal- 
noj jami oblika kakav smo već vidjeli (Slika 
11.9). Za atome u molekuli „dubina” poten- 
cijalne jame kod rg mnogo je veća od ЁТ, 
kod temperatura koje su male u usporedbi 
s energijom kemijske veze (jer bismo inače 
imali kemijsku disocijaciju). 

U tim okolnostima, zanima nas onaj dio 
potencijalne jame u okolini r = rg. Krivulju 


Izraz „specifična toplina? odavna je zamijenjen 
točnijim izrazom „specifični toplinski kapacitet? i 
ovaj točniji izraz valja općenito koristiti. Ovdje 
ćemo, zbog kratkoće, ipak koristiti često onaj ,,nes- 
lužbeni". 
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Slika 11.9: Eksperimentalne vrijednosti za 
y kao funkcija temperature za vodik i kisik. 
Klasična teorija predviđa y = 1,286, neo- 
visno o temperaturi. 


potencijala možemo, u ovom malom dijelu, 
aproksimirati parabolom. Parabolična krivu- 
lja potencijala implicira harmoničko gibanje 
oko položaja ravnoteže i dobra je aproksima- 
cija stvarnosti. Dakle molekulu, primjerice 
kisika, možemo vrlo dobro prikazati kao sis- 
tem dviju kugli koje su vezane oprugom. 


Kolika je ukupna energija molekule? Za 
svaki atom posebno, kinetička energija je 
3kT ; to smo već vidjeli. Kinetička ener- 
gija dvaju atoma je onda ЗЕТ + ЗЕТ. To 
bi trebala biti ukupna energija molekule, 
ali nije. No, na nju možemo gledati i kao 
na sumu kinetičke energije C.M. (5kT), ki- 
netičke energije rotacije (ŠkT ) i kinetičke 
energije vibracije (kT). Za ovu posljed- 
nju znamo da mora biti БЕТ zbog toga što 
postoji samo jedan neovisan smjer vibracije. 
Što se rotacije tiče, imamo 5ЕТ = kT zbog 
toga što se rotacija može odvijati oko dviju 
neovisnih osi (ali ne i treće, koja prolazi sre- 
dištima atoma!). Dakle, ovdje su 2 stupnja 
slobode. (Držimo u vidu da smo eliminirali 
mogućnost rotacije oko longitudinalne osi; 
ako dobijemo loš rezultat, valja vidjeti je- 
smo li ovdje pogriješili!). No, još nismo sve 
sagledali; valja uzeti u obzir i potencijalnu 
energiju oscilatora. U harmoničkom oscila- 
toru, srednja potencijalna i srednja kinetička 
energija su jednake pa je onda i potencijalna 
energija vibracije također ФЕТ. Ukupno, 
dakle, imamo U = ТЕТ ili y = Р, umjesto 5 
kod monoatomskog ріпа; dakle у = 1.286. 
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Plin | T(@C) y 
He -180 | 1.660 
Kr 19 1.68 
Ar 15 1.668 
Нә 100 1.404 
02 100 1.399 
HI 100 1.40 
Br2 300 1.32 
12 185 1.80 

NH3 15 1.310 

C2H6 15 1.22 


Tablica 11.1: Mjerene vrijednosti y za razne 
plinove 


Ako pogledamo mjerene vrijednosti y (vidi 
tabelu 11.2.5), vidimo da su one za plemenite 
plinove vrlo bliske vrijednosti 5 u granicama 
eksperimentalne greške. 

Što se dvoatomskih plinova tiče, vidimo da 
se brom i jod još nekako slažu s očekivanim 
brojem 1.286, no, za lakše molekule, vrijed- 
nost je oko 1.40. Ovdje imamo problem, jer 
i jod i kisik su dvoatomske molekule, a ipak 
imaju različite vrijednosti 7. 

Pogledajmo, međutim, etan, C2Hg. Kad 
bismo ponovili našu argumentaciju s ovom 
strukturom, dobili bismo oko 12kT za 
ukupnu kinetičku energiju, tj. y=1. No, 
y je 1.22, što je doduše manje nego kod 
dvoatomskih plinova, ali ipak ne toliko ma- 
nje. Pri tome uočimo da kad bismo vezu 
između atoma u dvoatomskim molekulama, 
načinili krutom, tj. obustavili vibraciju, do- 
bili bismo U = 5/2kT, tj. у = 1.40, što se 
slaže s pokusom za laganije molekule. Ipak, 
još uvijek imamo problema ako klasično gle- 
damo na čitavu strukturu. Naime, у nije 
neovisan o temperaturi. Za Hə па 1185%C 
imamo y = 1.6, dok za isti plin па 2000% С 
imamo y = 1.3. Slična varijacija, iako manje 
dramatična, opaža se i kod drugih plinova. 


11.2.6 Problemi modela klasične fizike 


Jasno je, iz prethodnoga, da naša klasična 
slika ima ozbiljnih nedostataka. U prvom 
redu, u atomima imamo elektrone i, kad bi- 
smo uzeli njihove kinetičke energije u obzir 
i stavili za svaki КТ, dobili bismo za vri- 
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jednost y gotovo sasvim 1. Ovakav model 
očito ne valja. (Sam Maxwell je u jednom 
predavanju oko 1870. ukazao na ovu, po 
njegovim riječima, ,najveću teškoću mole- 
kularne teorije". Ovo su ujedno i prve riječi 
koje su izražavale uvjerenje da zakoni kla- 
sične fizike ne opisuju dobro sve prirodne 
pojave.) Fizičari su već krajem devetnaes- 
tog stoljeća počeli govoriti o tome kako se 
na niskim temperaturama neka intramole- 
kularna gibanja „zamrznu”. Ako prihvatimo 
ovu ideju o ,,zamrzavanju" nekih gibanja nije 
teško objasniti varijaciju y s temperaturom. 
Dakako, druga stvar je objasniti mehanizam 
ovog ,zamrzavanja". Za takvu pojavu ima 
mjesta samo u kvantnoj mehanici. 

U kvantnoj mehanici znatno se modifi- 
ciraju koncepti statističke mehanike. Na- 
ime, umjesto kontinuiranih vrijednosti ener- 
gije sistema, imamo diskretne energijske 
nivoe. Molekula іта energijska stanja 
Eo, E1, E2,..., Ei. U termalnom ekvilibriju, 
vjerojatnost nalaženja molekule u energij- 


skom stanju E; proporcionalna je е F7, tj. 
raspodjela ima oblik 


_ (Е-Е) 


Ni = пое kT 


gdje je ni broj molekula u energijskom sta- 
nju Ёл, a ng broj u energijskom stanju Eg. 
Ako kažemo da je Eg = 0 (to nije, ali sada 
je to nebitno), onda је E1 = ћо, Es = 2ħw 
itd.(za harmonički oscilator energijski nivoi 
su jednako udaljeni). Dakle, vjerojatnost da 
nađemo molekulu u stanju F; je za ےم‎ 
manja od vjerojatnosti da je nađemo u sta- 
nju Eg. Sad, ako је kT < hw, onda imamo 
slučaj niskih temperatura i velika većina mo- 
lekula je u stanju Eg. To znači da vibracij- 
skog gibanja praktički nema; ono je efektivno 
zamrznuto, a time i njegov doprinos specifič- 
nom termičkom kapacitetu. Ako pogledamo 
našu prethodnu tabelu vrijednosti y, vidimo 
da па 100% С (tj. 273 К) kT < ħw za mole- 
kule О» i H2, ali ne za molekule Iv. 

Ovo je sasvim plauzibilno, jer interatom- 
ske sile su slične, dok je masa atoma joda 
mnogo veća od mase atoma kisika, pa je i 
frekvencija vibracije niža, a time i udaljenost 
(Жоо) između energijskih nivoa Æo i F;manja. 
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Za jod je, dakle kT' > hw pa molekula vibrira 
većna 100% С. Kako idemo na visoke tem- 
perature, kT > سا(‎ za gotovo sve plinove pa 
je vjerojatnost da nađemo molekule u bilo 
kojem stanju Е; gotovo jednaka, te smo u 
stanju koje je ekvivalentno klasičnoj slici. 

Slično je i s rotacijskim gibanjem, samo 
što su ovdje energijski nivoi znatno bliži i za 
sve temperature, izuzev vrlo niskih, imamo 
uvjet da je kT > AErot. Jedino za vodik 
na sobnoj temperaturi i rotacijsko gibanje 
počinje biti ,zamrznuto".“ 

Ovdje smo opisali prvi primjer u fizici gdje 
se klasična mehanika sukobila s eksperimen- 
talnom stvarnošću. 


11.3 Brownovo gibanje 
11.3.1 Екмірагіісіја energije 


Brownovo gibanje dobilo je ime po Ro- 
bertu Brownu koji ga je (kao botaničar) ot- 
krio i ispravno interpretirao daleke 1827. go- 
dine. Brown je pokazao da se sve sitne čes- 
tice materije, suspendirane u vodi, kreću i 
osciliraju u svim smjerovima i da fenomen 
nema veze sa živom materijom. 

Znamo da ovo kretanje dolazi od udaranja 
molekula vode (ili bilo koje tekućine u kojoj 
se suspenzija nalazi) u česticu. Vidjeli smo 
da je srednja kinetička energija ovakve čes- 
tice jednaka kinetičkoj energiji čestice vode 
tj. ЗЕТ, iako brzinu čestice teško možemo 
mjeriti, jer je gibanje nasumičnog i stalno 
promjenljivog smjera. Na osnovi kinetičke 
teorije došli smo do zaključka da je kine- 
tička energija svih čestica u termalnom ekvi- 
libriju jednaka ЗЕТ. Upravo dvije osnovne 
postavke, postojanje termalnog ekvilibrija 
i Newtonovi zakoni dinamike, tvore okos- 
nicu kinetičke teorije. Pri tome smo načinili 
važnu pretpostavku, a to je da dva sistema 


4Kod molekula složenog oblika, postavlja se pita- 
nje i torzijskih oscilacija između dijelova molekule. 
Ovakve oscilacije postoje, ali nisu neovisne o line- 
arnim vibracijama istih dijelova. Klasično gledano, 
lako se uvjerimo (i lako pokažemo pokusom) da će 
linearna oscilacija dviju masa prelaziti u torzijsku 
i obrnuto, ali neće se odvijati istovremeno. Ipak, 
detaljno prikazivanje oscilacija kompliciranih nano- 
skopskih sistema iziskuje korištenje kvantnomeha- 
ničkih modela u što se za sada ne možemo upuštati. 
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u dodiru, kad jednom postignu termalni ek- 
vilibrij, ostaju u tom termalnom ekvilibriju 
i dalje. Ova pretpostavka se može i doka- 
zati, ali za to nemamo ovdje ni prostora, ni 
vremena. (U stvari, lakše je pretpostavku 
dokazati kvantnomehanički nego klasično!) 

Fenomeni analogni Brownovom gibanju 
opažaju se svuda gdje imamo lagane struk- 
ture malih dimenzija i masa, kao što je npr. 
zrcalo vrlo malenog osjetljivog galvanometra 
isl. (Slika 11.10). Srednja kinetička energija 
zrcala obješena na nit je ФЕТ. 


(b) 


svjetlosni 
izvor L 


torziona nit 


Slika 11.10: (a) Osjetljivi galvanometar svje- 
tlosnog snopa. Svjetlo iz izvora L odražava 
se od malog zrcala na vagu. (b) Shematski 
zapis očitanja kuta zakreta u funkciji vre- 
mena. 


Koliki je srednji kut osciliranja zrcala? 
Kinetička energija rotacije zrcala je 31 w?, 
Potencijalna energija је 5a0?, gdje je a 
konstanta torzione niti, a 0 je kut otklona. 
Konstanta a je Tw$, gdje je wọ prirodna 
frekvencija oscilacije. Budući da se radi 
o harmoničkom oscilatoru, to znači da je 
(Р.Е.) = (К.Е.), tj. 


5148 (0%) = 


Ter di (9?) = 2 
2 2 


OI ш 

što smo i htjeli izračunati. Ako hoćemo 
smanjiti oscilacije određenog sistema, tre- 
bamo sniziti temperaturu. Temperaturu 
čega? Ako je sistem u plinu, valja hladiti 
plin, ali u uvjetima vakuuma, rezidualni plin 
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je rijedak i molekule imaju srednje slobodne 
putove reda dimenzija vakuumske komore 
u kojoj se sistem nalazi pa valja i ovu hla- 
diti. Ako imamo sistem prigušivanja oscila- 
cija, onda se može pokazati da je taj sistem 
ujedno i izvor fluktuacija. 

Analogna stvar se pojavljuje i u električ- 
nim krugovima. Pretpostavimo da imamo 
rezonantni krug (Slika 11.11). Otpor R je 
vrlo malen pa se pitamo kolika je fluktuacija 
napona na induktanciji. 


(a) (b) 


Slika 11.11: (a) Stvarni rezonantni strujni 
krug, na temperaturi T. (b) Zamišljeni rezo- 
nantni strujni krug, s idealnim (bešumnim) 
otporom i „generatorom šuma, С 


Znamo da je ZLI 2 energija u induktanciji. 
Srednja struja fluktuacije je dana jednadž- 
bom ZLI? = kT. No, VL = iwLÌ iz čega 
slijedi 

(02) = LogkT 
Ovaj napon je izvor tzv. Johnsonovog šuma 
u osjetljivim pojačalima. (Sličan šum, ali 
sasvim drugog porijekla, je i tzv. shot ef- 
fect, također opažen u pojačalima koja su 
koristila elektronske cijevi. Porijeklo mu je 
u ,granularnoj" prirodi struje elektrona iz- 
među katode i anode.) Johnsonov šum 
dolazi od otpora, jer u njemu su elektroni u 
termalnom ekvilibriju s atomima kristalne 
rešetke koja vibrira. Naravno, fluktuacije 
otpora u krugu generiraju šum svih mogućih 
frekvencija, no rezonantni dio kruga ,,čuje? 
samo one blizu rezonantne. Izvor šuma mo- 
žemo zamijeniti generatorom. Srednja snaga 
koju bi otpornik apsorbirao kad bi bio di- 
rektno spojen s generatorom je a , gdje 
je V napon generatora. Generator, kako 
smo rekli, generira šum, tj. sve moguće frek- 
vencije. Ako je P(w) о snaga generirana u 
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intervalu frekvencija dw, može se pokazati 
da je 
2 
P (w) du = —ЕТаш 
7 


i ne ovisi o otporu. 


11.3.2 Termalni ekvilibrij zračenja 


Promatrajmo sada pojave vezane uz tijela 
na temperaturama koje su iznad granice vid- 
ljivog žara (otprilike iznad 600% C.). Pret- 
postavimo da imamo oscilirajući naboj, npr. 
elektron u atomu, koji emitira zračenje. 
Pretpostavimo, nadalje, da je ovaj oscilator 
u plinu pa se drugi atomi (oscilatori) slo- 
bodno s njim sudaraju. Uskoro će oscilator 
dobiti kinetičku energiju БЕТ, a budući da 
je to harmonički oscilator, to će mu ukupna 
energija biti ЕТ. No, ovo је oscilirajući na- 
boj koji zrači pa ne može biti u ekvilibriju i 
plin bi se morao postepeno hladiti. Na taj 
se način tijela u stvari i hlade zračenjem. 
Ako, međutim, cijeli sistem zatvorimo u 
kutiju, tako da njeni zidovi zrače isto toliko 
energije koliko primaju, onda možemo uspos- 
taviti termalnu ravnotežu. Možemo zamisliti 
da je kutija obložena savršenim reflektorom. 
Nakon nekog vremena kutija se napuni zra- 
čenjem, tako da isto toliko energije koliko 
oscilator zrači biva vraćeno oscilatoru. Pita- 
nje je kako izgleda spektar zračenja unutar 
kutije kad je termalna ravnoteža uspostav- 
ljena. Oscilator zrači upravo toliko elektro- 
magnetskog zračenja koliko pada na njega, 
tj. raspršeno zračenja je jednako emitira- 
nom. Znamo da je*Q = /4 Као i to da je 


© =W. ZW Iz toga slijedi da je: 
dW woW 
= = W 
а о? 


Dakle, snaga zračenja je produkt y i ener- 
gije oscilatora. (Obratimo pažnju na to da 
у ovdje ima značenje koje smo koristili u op- 
tici!) Kombinirajući ovo s onim što znamo 
od prije, vidimo da je 


dW 
انمت ( بت‎ ٢ 
a u 


Sgdje se y odnosi na konstantu oscilatora 
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wo _ 270% 
; Q ګج‎ € I 
gdje je ro = جگ‎ klasični radijus elektrona. 
Dakle, 


No, znamo iz optike da je у= 


dW 2 Towa kT 
( dt ) 3 е 

Količina emitiranog i raspršenog zračenja je 
jednaka. Koliko zračenja pada na oscilator? 
Nazovimo s T(w)dw intenzitet zračenja u in- 
tervalu dw oko frekvencije w, gdje је (ш) 
spektralna raspodjela zračenja; da tako ka- 
žemo „Боја” svjetlosti koju emitira crno 
tijelo na temperaturi T'. Koliko od ovog 
zračenja oscilator apsorbira tj. raspršuje? 
To ovisi o udarnom presjeku koji smo u svoje 
vrijeme izveli. Produkt intenziteta zračenja 
i udarnog presjeka daje nam raspršeno zra- 
čenje. Ako uključimo prigušenje u formulu 
za udarni presjek, dobijemo 


Е 8птё ш“ 
ча (ш2 — w2)? + 22 
0 Yw 


Vidimo da o; poprima značajnu vrijednost 
samo onda kad je w u blizini wo (Q oscilatora 
je ~ 108, tj. y je vrlo mali). Možemo, dakle 
reći da je w S wo, a (w? — w$) x 2wo (w — wo). 
Tada udarni presjek postaje: 


2лтёиё 
2 y2 
3 (ш = шо) + ғ 


Or = 


Glavnina vrijednosti o, je lokalizirana u 
blizini područja gdje је w = шо. Ukupna 
energija raspršena u intervalu dw je 
I(w)oy(w)dw, a ukupna energija raspršena 
na oscilatoru u cijelom spektralnom podru- 
čju je 
со 

= - | I(w)oy (ш) سل‎ 

2тгдш$[(ш)аш 


а (11.1) 
SI 3 -س)|‎ оо)? + 26 


Sad uzmimo da је dWr = 3ykT. Razlog zbog 


kojega uzimamo faktor 3 je taj što oscilator 
može oscilirati, tj. raspršiti svjetlost, samo 
istog smjera polarizacije pa, ili pretposta- 
vimo da je udarni presjek za raspršenje za 
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toliko manji, ili da oscilator može oscilirati 
u 3 smjera (tj. da ima tri stupnja slobode). 
Preostaje nam sada da izračunamo integral. 

Pretpostavimo da je spektralna raspodjela 
I(w) kontinuirana i sporovarirajuća funkcija 
u području gdje o, ima vršnu vrijednost 
(Slika 11.12). Tada dominantni doprinos 
integralu dolazi od područja oko шо čija je 
širina 7. 


Slika 11.12: Faktori u integrandu slike su iz 
jednadžbe 11.1. Vrh je krivulja rezonancije 
1/[(w — wo)? + 72/4]. Za dobru aproksima- 
ciju faktor T(w) može se zamijeniti s T(wg). 


Dakle, iako oblik funkcije (о) može biti 
složen i nama napoznat, važan je samo onaj 
dio u blizini wo, a taj dio možemo zamijeniti 
s nekom konstantnom vrijednošću Г(оо). U 
tom slučaju integral se svodi na 


dWr 2 ږو‎ ki йш 
= nrw гб) | — 
dt з 90 0 (w —%)? + % 
= 3ykT 
(11.2) 


Integracija ide od 0 do оо , ali kod w = 0 
vrijednost o, je gotovo nula pa možemo do- 
nju granicu integrala slobodno pomaknuti 
do —oo (fizikalno, ovo je besmisleno, ali nam 
olakšava matematičku ,administraciju"). In- 
tegral onda postaje oblika f% 2, a OVO 
je jedan od dobro poznatih određenih inte- 
grala čija je vrijednost ©. U našem slučaju, 


ovo je T Konačno rješenje je onda 
97? kT 
Цио) = وو‎ 
412 180 
2 rowo 


Ako se sjetimo da je у = 5 —.0, možemo je 
supstituirati u formulu. Naravno, budući da 
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nema ništa specijalnoga u tome koju smo 
vrijednost odabrali za оло, to izraz vrijedi za 
bilo koju frekvenciju. Možemo stoga pisati 
wikT 
I(w) = E RAYLEIGHOV ZAKON 

Ovo bi bila spektralna raspodjela radijacije 
crnog tijela kakvu predviđa ovaj klasični iz- 
vod. Nazivamo ga „crnim tijelom" zbog toga 
što, ako zavirimo u kutiju kroz malu rupicu 
kad je temperatura unutrašnjosti nula, onda 
je rupa u kutiji savršeno crna. 

Odmah uočavamo da je dobivena formula 
interesantna, uz to što je u suprotnosti sa 
stvarnošću. Naime, ona ne sadrži ni jedan 
parametar karakterističan za sam oscilator. 
Dakle, kada smo u ravnoteži s jednim oscila- 
torom, moramo biti u ravnoteži i s ostalima. 
Drugim riječima, ekvilibrij ne ovisi o tome 
s čime smo u ekvilibriju već o temperaturi. 
Ako, međutim, nacrtamo krivulju za 1(w) 
kao funciju w vidimo da ona divergira kao 
w? (Slika 11.13)! Formula predviđa da bi- 
smo iz kutije na bilo kojoj temperaturi većoj 
od nule imali beskonačan intenzitet zračenja, 
beskonačnih frekvencija! 


1 io) 


N ۹ = 
RADIO [КО ОЛ UV | X-ZRAKE 


Slika 11.13: Raspodjela intenziteta zračenja 
crnog tijela na dvije temperature, prema 
klasičnoj fizici (pune krivulje). Isprekidana 
krivulja prikazuju stvarnu raspodjelu. 


Rayleighov zakon predstavlja još jedan 
promašaj klasičnih modela. Kao i u slučaju 
specifičnog termičkog kapaciteta, i ovdje vi- 
dimo da klasična teorija ne može objasniti 
stvarnost. 


11.3.3 Екмірагіісіја i kvantni oscilator 


Dok su teoretičari pokušavali naći prikla- 
dan klasični model za fenomene koje smo 
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upravo promatrali, eksperimentalni fizičari 
su mjerili spektralnu distribuciju zračenja 
crnog tijela i dobili krivulje (crtkano, na slici 
11.13) koje pokazuju da se spektar zračenja 
pomiče prema višim frekvencijama kako tem- 
peratura raste, ali su frekvencije ograničene 
i, kod temperatura nižih od temperature 
ionizacije, x-zrake su potpuno odsutne. Ako 
eksperimentalne krivulje usporedimo s pred- 
skazivanjima Rayleighovog zakona, vidimo 
da slaganje postoji na dijelu spektra kod 
nižih frekvencija, dok je slaganje kod viših 
frekvencija očito nemoguće, jer Rayleighova 
formula pokazuje ultravioletnu divergenciju. 


U to vrijeme već je fizičarima bio poznat 
fenomen ,zamrzavanja" gibanja kod niskih 
temperatura. Drugim riječima, neka giba- 
nja odgovaraju frekvencijama tako visokim 
da srednja energija takvo g oscilatora ne 
odgovara kT. Razlog zbog kojega eksperi- 
mentalna krivulja pokazuje pad kod viših 
frekvencija je isti kao i onaj zbog kojega je 
specifična toplina plinova padala kod nižih 
temperatura. Eksperimentalne krivulje nam 
pokazuju kolika je srednja energija harmo- 
ničkog oscilatora, kao funkcija temperature, 
za neku danu frekvenciju. 


Planck je proučavao eksperimentalne kri- 
vulje i najprije našao empiričku formulu koja 
dobro pristaje uz krivulje. Tako je dobio 
empirijsku formulu za srednju energiju os- 
cilatora kao funkciju frekvencije. Dakle, 
umjesto da ima kT kao energiju oscila- 
tora, neovisno o frekvenciji, Planck je imao 
stvarnu formulu za ovu srednju energiju. Ra- 
dilo se sada o tome da se nađe teorijski model 
za ovakvu vrst oscilatora. Planck je za tra- 
ženu formulu našao vrlo jednostavan izvod, 
zasnovan na modelu koji je implicirao, za to 
vrijeme, čudnu pretpostavku. Pretpostavka 
se svodila na to da oscilator može primiti i 
emitirati diskretne ,kvante" energije iznosa 
hw, ali ne bilo koju energiju. 


U Planckovom kvantnom modelu oscila- 
tor zauzima diskretna energijska stanja koja 
možemo prikazati kao „піуое” postavljene 
jedne iznad drugih za iznos iw (Slika 11.14). 
Pretpostavimo (Planck je to morao dokazati, 
ali mi ovdje nećemo) da je vjerojatnost da 
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oscilator zauzme energijsko stanje Е dana 
izrazom 


-E 
P(E) = ae IT 
Na 
Ед =4ħw Р; = Aexp(—4ħw/kt) 
N: 
د‎ E =3ħw P= Aexp(—3ħw/kt) 
N2 
E2 =2ħw P» = Aexp(—2ħw/kt) 
M 
Еу = ћш Р = Аехр( —ħw/kt) 
M 
—B6=0 R=A 


Slika 11.14: Energijske razine harmonijskog 
oscilatora jednako su razmaknute: En = 
nħw 


Zamislimo sistem mnoštva oscilatora koji 
svi osciliraju frekvencijama koje se među- 
sobno razlikuju za određeni iznos. Oscila- 
tori će biti na različitim energijskim nivo- 
ima. Valja izračunati srednju energiju svih 
oscilatora. Možemo to načiniti tako da izra- 
čunamo ukupnu energiju sistema pa to podi- 
jelimo s brojem oscilatora. To će nam dati 
srednju energiju jednog oscilatora, a to će 
ujedno biti i energija oscilatora u termalnom 
ekvilibriju crnoga tijela, tj. energija koja je u 
ekvilibriju sa zračenjem crnoga tijela. Neka 
Npn bude broj oscilatora u n-tom energijskom 
nivou. Ovaj broj će biti Nn = Ме, јег 
Ni = Noe” t? , Мә, = Noe” IT itd. Ako skra- 
Сепо pišemo x umjesto eksponencijala e ЁТ, 
imamo №, = Noz”. Kako naći ukupnu ener- 
giju? 

Budući da je energija Eg = 0, onda je 
ukupna energija svih oscilatora u prvom 
energijskom nivou jednaka № №, ili Nogħw; 
za drugi nivo to je 2Noọz?ħw itd. Ukupna 
energija svih oscilatora je 


Etot = Nohw (0+21+22?4 


Ukupni broj oscilatora je Ntot = No(1 +£ + 
£? +...). Srednja energija oscilatora je 


_ Eso _ Nohw (0+1+212+323+...) 


E) = = 
_ Мо No(l+z+22+..) 
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Rezultat je 


Ovo je prva kvantnomehanička formula u po- 
vijesti fizike. Izraz za (E) konvergira prema 
kT kako w + 0 ili za Т — oo, što se za vježbu 
lako može pokazati. Ako sada ovaj izraz 
umetnemo umjesto kT u izraz za I(w), do- 
bijemo: 


ħw?dw 


I(w)dw = Pe ( #1) 


Iako u brojniku imamo w, u nazivniku 


imamo eksponencijal s iw u eksponentu i 
krivulja konvergira kako w raste. 

Jedna opaska koju ovdje moramo načiniti 
jest da smo kvantnomehaničku formulu izveli 
ostavivši netaknut izraz za ør, tj. ostavivši 
klasični izraz za udarni presjek. Međutim 
kvantnomehanička teorija nam daje isti izraz 
za udarni presjek raspršenja svjetlosti na 
harmoničkom oscilatoru. 

Ovakvu proceduru možemo primijeniti i 
na Johnsonov šum o kojemu smo već govorili. 
Umjesto otpora, možemo zamisliti antenu 
koja je u ekvilibriju s radijacijom u prostoru. 
Tada otpor postaje otpor zračenja, tj. otpor 
antene. Formula za snagu će izgledati slična 
kao 


P(w) dw = Wio 
т 


no, kT će biti zamijenjeno izrazom za ener- 
giju koji smo upravo izveli. 


11.3.4 Nasumično kretanje (nasumični 
hod) 

Vratimo se sada na Brownovo gibanje. Ako 
promatramo jednu česticu kako, u nasumič- 
nim skokovima, mijenja položaj pitamo se: 
nakon nekog određenog vremena, gdje će se 
ona nalaziti? Nasumičnost gibanja ukazuje 
na to da čestica neće brzo odmaknuti s počet- 
nog mjesta, ali, kako vrijeme odmiče, njen 
položaj će se ipak udaljavati od početnoga. 

Podijelimo vrijeme promatranja na neke 
male intervale, npr. stotinke sekunde. Sto- 
tinka sekunde je dug period za molekulu 
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Slika 11.15: Slučajni hod od 36 koraka du- 
ljine І. Koliko је 536 udaljen od В? Odgovor: 
oko 6l u prosjeku. 


koja kroz to vrijeme, na normalnoj tempera- 
turi, može pretrpjeti stotine milijuna sudara 
(za molekulu vode taj broj je oko 1012/s.). 
Tokom ovako dugog vremenskog intervala, 
molekula „izgubi memoriju" onoga što se 
desilo u prethodnom intervalu pa je njezino 
kretanje nasumično. Već smo u optici koris- 
tili sumaciju mnoštva različito usmjerenih 
vektora da bismo odredili udaljenost između 
početne i konačne točke. 

Kod nasumičnog gibanja možemo koristiti 
istu metodu. Ako je В vektorska udalje- 
nost čestice od ishodišta nakon N koraka, 
onda možemo dokazati da je srednji kvadrat 
te udaljenosti proporcionalan broju № Ко- 
raka, tj. (R2) = NL?, gdje је L dužina 
svakog koraka. Budući da је № proporciona- 
lan vremenu, onda je 


(R?) =at 
Dobro upamtimo da je srednji kvadrat uda- 
ljenosti proporcionalan vremenu, a ne sred- 
nja udaljenost, jer bi to impliciralo jednoliko 
gibanje u nekom smjeru!. Srednji kvadrat 
udaljenosti je, dakle, karakterističan za na- 
sumični hod. Vidimo da je 

R N= R N-1+ L 
pa je 
Ву ‚Ву = RÌ = 1 +2Ēyı «LAT? 

S obzirom da je: 


(Rw—1:Z)=0 
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vidimo da je 
(Ry) = (RN) tL" 


Naš zadatak je izračunati a. 

Ako neku česticu u tekućini (npr. vodi), 
želimo pomaknuti, trebamo upotrijebiti silu 
da savladamo inerciju. Nazovimo s m ovaj 
koeficijent inercije, tj. efektivnu masu (koja 
je općenito različita od stvarne mase čestice, 
jer se i voda oko čestice mora pomaknuti. S 
konceptom efektivne mase srećemo se kad 
god imamo česticu koja međudjeluje s okoli- 
nom putem nekih sila). Sila je, dakle, nešto 
poput mi. Pomicanje čestice kroz medij 
implicira trenje. Pretpostavimo da je otpor 
tekućine proporcionalan brzini čestice kroz 
nju. Dakle, ako primijenimo neku vanjsku 
silu na česticu, ova će sila imati oblik 

dr dz 
nam p ig 
gdje u možemo utvrditi eksperimentalno, 
barem u principu. 

Pretpostavimo da sila ima ovakav oblik i 
onda kad uzrokuje Brownovo gibanje. Ogra- 
ničimo se na smjer s pa se pitamo ko- 
lika je promjena, po vremenu, 22. То je 
1 ) = 2248. Trebamo naći produkt sred- 
njeg položaja i brzine. Pokazt ćemo da je 
ovo konstanta i da će, prema tome, srednji 
kvadrat radijusa (udaljenosti od ishodišta) 
biti proporcionalan vremenu. Množimo jed- 
nadžbu za silu а = : 


da 2 
а2 а 


Ех = тх 


і uzmemo srednju vrijednost, član ро član. 
Kolika je srednja vrijednost Fr? Sila može 
u svakom sudaru doći iz proizvoljnog smjera 
s obzirom na x. Očito je stoga srednja vri- 
jednost Fx jednaka nuli jer sila može česticu 
gurati u smjeru x i —x s jednakom vjerojat- 
nošću. Prvi član na desnoj strani jednadžbe 
pišimo ovako: 


r а ( ат dx\? 
m =m 2 m 
ae Tar \" dt dt 
Produkt 298 ima srednju vrijednost Која је 
neovisna o vremenu, jer kad čestica stigne 
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na neko mjesto, ona se ,,ne sjeća" kako je 
tamo došla i gdje je prije toga bila; srednja 
vrijednost ovog člana je, dakle, nula. Drugi 
član je mv?. No, т? je u prosjeku jednaka 
4kT pa možemo pisati 


pd(a?) _ 
=, T =0 
ili 
d(2?) 2 
d p 


Kombiniramo li i ostala tri smjera, dobijemo 


(R°) = окт 
u 
jer nam y? i 22 daju istu stvar pa je rezultat 
za (R?) 3 puta (22). 

Sad znamo kako daleko čestica stigne u 
toku nekog vremena. Eksperimentalno mo- 
žemo izmjeriti u tako da iste čestice u istoj 
tekućini centrifugiramo i mjerimo tako nas- 
tali gradijent koncentracije, ili ih naelektri- 
ziramo i podvrgnemo djelovanju električnog 
polja itd. Zatim možemo pod mikroskopom 
mjeriti srednju udaljenost koju neka čestica 
prevali u vremenu t. Historijski, ovako je 
prvi put mjerena konstanta k. Ovo je bilo 
važno, jer se na taj način mogao izmjeriti i 
Avogadrov broj (budući da je PV = RT, a 
В = kNo). Promatranjem male mrvice ne- 
kog materijala pod mikroskopom, dobiven 
je tako Avogadrov broj, a time i red veličine 
dimenzija atoma! 


11.4 Primjena kinetičke teorije 
11.4.1 
Kad želimo primijeniti kinetičku teoriju na 
realne makroskopske sisteme, kao što su pri- 
mjerice termionska emisija elektrona iz me- 
tala, kemijske reakcije i čak obično ispara- 
vanje tekućina, onda se moramo zadovoljiti 
više, manje grubim aproksimacijama, jer se 
radi o kompliciranim procesima. Upotrebom 
termodinamičkih argumenata i mjerenjem 
nekih veličina, fenomeni se mogu ipak dosta 
dobro objasniti i, bar polukvantitativno, pri- 
kazati. 


Isparavanje tekućina 
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Zamislimo neku zatvorenu posudu rela- 
tivno velikog volumena i u njoj nešto teku- 
ćine u ekvilibriju s parom. Pretpostavimo 
da su molekule pare relativno daleko jedna 
od druge. Molekule tekućine relativno su 
blizu jedna drugoj. Proučavanje isparavanja 
implicira to da nađemo koliko je molekula 
u fazi pare u odnosu na broj u tekućoj fazi. 
Nadalje, pitamo se kolika je gustoća pare na 
danoj temperaturi i kako o njoj ovisi. 

Ako je n broj molekula u jediničnom vo- 
lumenu pare, onda on ovisi o temperaturi. 
Pretpostavimo da је И volumen jedne mo- 
lekule u tekućini. Tada, u jediničnom vo- 
lumenu tekućine, imamo > molekula. Bu- 
dući da između molekula u tekućini vlada 
privlačna sila (jer bez nje ne bismo imali 
tekućinu) to je očito da je za isparavanje 
jedne molekule potrebno uložiti rad W jed- 
nak razlici u energiji molekule u pari i one 
u tekućini. 

Opći princip, koji već znamo, daje nam 
omjer između broja molekula u jediničnom 


= MP . 
volumenu dviju faza; т =g T ,tj. u 
našem slučaju: 
-W 
nVa =e kT 


(Ovo je donekle analogno slučaju eksponenci- 
jalne atmosfere; dolje imamo više molekula, 
jer je to energijski povoljnije, tj. valja uložiti 
rad mgh da bi se molekula popela na visinu 
h. Za razliku od eksponencijalne atmosfere, 
međutim, imamo ovdje posla s potencijal- 
nom jamom van der Waalsove sile, a ne s 
homogenim poljem. U tekućini su molekule 
gusto na okupu, jer se nalaze u potencijalnoj 
jami, a u pari su kvazislobodne, jer su se 
iz te jame, energijski gledano, „popele” van. 
Da bi prešle u paru, dakle, moraju molekule 
dobiti energiju jednaku visini ruba energij- 
ske jame, tj. W pa stoga i imamo omjer 
gustoća е kT.) 

Ova formula je korisna za sve ostale uvjete 
gdje se radi o „potencijalnom bedemu” ili 
,Zidu" koji je relativno visok u usporedbi 
s kT, tj. gdje je gustoća pare mala. U 
tim okolnostima imamo velik negativan eks- 
ponent pa promjena temperature najprije 
dovodi do znatne promjene u eksponentu, 
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dok su faktori poput Va manje utjecajni (Va 
se, naravno, također mijenja s temperatu- 
rom, time i vrijednost W, ali ipak mnogo 
sporije). Ova formula je, dakle, tipična za 
mnoge fenomene gdje je za neku tranziciju 
iz jednog stanja u drugo potrebna izvjesna 
energija aktivacije. 

Isti rezultat možemo dobiti gledajući na 
fenomen nešto detaljnije. Formula koju smo 
upravo izveli dobivena je na osnovi principa 
ekvilibrija. Možemo se uvjeriti da ona vrijedi 
i za područja koja donekle odstupaju od ek- 
vilibrija, pri čemu valja dobro voditi računa 
o modelu koji koristimo. Pogledajmo što se 
događa kad molekula pare dođe u dodir s 
tekućinom. Površinu tekućine bombardiraju 
stalno molekule pare. Pri tome neka mole- 
kula može odskočiti natrag u prostor pare, 
ili se „zalijepiti” za tekućinu. Postoji i za 
jedno i za drugo određena vjerojatnost. Za- 
mislimo, za trenutak, da se sve molekule koje 
dolete do površine tekućine, na nju prilijepe. 
U tom slučaju će u nekom vremenu određeni 
broj molekula prijeći u stanje tekućine, tj. 
kondenzirati će se. Na jediničnu površinu 
tekućine ovaj broj će biti nv na sekundu, 
gdje je v njihova brzina u smjeru površine. 
No, tu brzinu znamo jer (252) = kT. Na- 
ravno, valjalo bi integrirati po svim smjero- 
vima da bismo dobili srednju komponentu 
brzine normalnu na površinu tekućine. Ali, 
to su detalji; u ovom času zanimaju nas re- 
dovi veličina. Dakle, broj molekula koje se 
kondenziraju na sekundu je 


Мк = nv 


U isto vrijeme, međutim, izvjestan broj mo- 
lekula u tekućini bivaju izbačene u pros- 
tor pare, tj. isparavaju. U stanju ekvili- 
brija, ovaj broj je također Ng. Koliko mo- 
lekula biva izbačeno? Da bi bila izbačena, 
određena molekula treba sakupiti kinetičku 
energiju jednaku energiji W, što znači da 
joj brzina treba biti znatno iznad prosjeka. 
Ako je sistem u stanju gdje je temperatura 
znatno niža od temperature vrenja (a to je 
na ovu analizu interesantno područje) onda 
je W S kT i vjerojatnost da molekula ispari 
je mala. Točnije, vjerojatnost da molekula 
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nabere energiju veću od W je eT ET, što već 
znamo. Koliko je ovakvih molekula? Od- 
mah nam je jasno da neće sve molekule u 
tekućini s energijom većom od W ispariti 
(ili, točnije, ishlapiti!). Neka molekula može 
biti preduboko da bi izletjela kroz debeli sloj 
tekućine u prostor, ili bi se mogla kartati u 
krivom smjeru. 

Molekule koje u jedinici vremena napu- 
štaju jediničnu površinu tekućine bit će jed- 
nak broju onih molekula s energijom većom 
od W koje su blizu površine, podijeljenim 
s vremenom potrebnim da se molekula os- 
lobodi površine. Pretpostavimo da svaka 
molekula blizu površine ima neki presjek A 
(površina presjeka). Broj molekula po jedi- 
nici površine je onda 4. Vrijeme potrebno 
da molekula prevali udaljenost od jednog mo- 
lekularnog dijametra D (tj. debljina jednog 
molekularnog sloja) je 2, gdje je v brzina 
u smjeru površine. To je ujedno i vrijeme 
potrebno molekuli da se odlijepi od tekućine 
(jer se radi o silama kratkog dosega). Broj 
molekula koje isparavaju će biti 


Možemo reći da је D- A = Va. Da bismo bili 
u ekvilibriju, moramo ispuniti uvjet da je 
NK = Nr. Dakle 

1 w 


n = —e kT 


Va 


nv = ILI 


Va 
Brzine su s obje strane jednadžbe iste, jer 
je srednja brzina ista u tekućini i pari kod 
termalnog ekvilibrija. No, netko bi mogao 
reći da je to pogrešno, jer smo odabrali samo 
„brze” molekule kao „kandidate” za isparava- 
nje. Međutim, sjetimo se da molekula koja 
se uspije odlijepiti od tekućine, pri tome 
potroši energiju W pa i svoju prvobitnu nat- 
prosječnu brzinu. (To je analogno onom što 
smo rekli kad smo opisivali stup plina u eks- 
ponencijalnoj atmosferi; raspodjela brzina 
je neovisna o visini jer se brze molekule koje 
dospiju u veće visine za odgovarajući iznos 
pri tome uspore). Pri svemu valja imati na 
umu da je ova naša analiza vrlo jednostavna 
i samo polukvantitativno točna. 
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Sada se možemo prihvatiti analize još ne- 
kih aspekata fenomena isparavanja. Pret- 
postavimo da pumpamo paru pomoću va- 
kuumske pumpe tako da je odvodimo čim 
ispari. Kako brzo će tekućina isparavati, ako 
je podržavamo na istoj temperaturi? Broj 
molekula koje isparavaju Ng dosta je dobro 
izračunat izuzev za faktor refleksije. U uvje- 
tima ekvilibrija ovo je isto kao i broj koji 
isparava pa bi to trebalo ostati isto i kad 
pumpamo paru. Ako je koeficijent refleksije 
R onda je ovaj broj dan relacijom 


Nr =nvR= am 7 
a 
Do ovoga smo došli argumentirajući u su- 
protnom smjeru, jer to je lakše, tj. lakše je 
naći broj molekula koje udaraju na površinu 
tekućine nego koliko njih isparava. 


11.4.2 Тегтіопѕка emisija 


Termionska emisija je fenomen sličan ispara- 
vanju molekula iz tekućine, ali ovdje se radi 
o „іѕрагауапји” elektrona is „elektronske te- 
kućine" u metalu. U elektronskim cijevima 
katoda je obično užarena volframova žica ili, 
češće, užarena cjevčica od nikla prekrivena 
oksidom alkalnih metala i barija, što olak- 
šava isparavanje elektrona. Svaki elektron 
koji ispari biva odmah povučen prema anodi. 
Ovo je proces analogan situaciji u kojoj smo 
pumpali paru iznad tekućine istom brzinom 
kojom je ona isparavala. Pitamo se koliko 
elektrona ispari na sekundu s katode. Od- 
govor je također analogan slučaju tekućine, 
jer se elektroni u metalu ponašaju kao da 
su vezani uz ione metala energijom W. Ova 
energija potrebna da se elektron ispari je 
reda elektronskih volti, kao što je i napon 
baterija, tj. reda kemijske veze. To nije slu- 
čajno, jer kemijske reakcije također dovode 
do restrukturiranja elektronskih stanja. 

Analiza problema je analogna onoj kod 
isparavanja tekućine; zamišljamo koliko bi 
elektrona ulazilo u metal u hipotetičkom 
ekvilibriju. Broj elektrona u takvo m ekvili- 
briju će biti dan istom formulom, tj. 


= МИ. 
nVe=e kT 
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Ovdje je Ve efektivni volumen elektrona, a 
W je jednak qeo, gdje je ф tzv. funkcija 
rada što je napon potreban da se elektron 
otrgne iz metala. Ovaj izraz nam pokazuje 
koliko elektrona trebamo imati u neposred- 
noj okolini metala da bi uravnotežili one 
koji izlaze, tj. kolika bi trebala biti gustoća 
elektronske „раге” u okolini katode da bi 
broj elektrona koji ulaze u metal bio jed- 
nak broju onih koji izlaze. Kad „раги pum- 
pamo”, tj. elektrone povlačimo električnim 
poljem prema anodi, onda je broj elektrona 
koji izlaze iz katode jednak broju koji bi ula- 
zili u katodu kad bi ova bila okružena ,,zasi- 
ćenom parom" elektrona. Struja elektrona 
koji isparuju po jedinici površine katode je 


onda 
۷ deù _ deo 


= е КТ 
Ve 


Jedan elektron volt energije odgovara ener- 
giji kT kad je T = 11600 К. Katoda elektron- 
skih cijevi rijetko operira na temperaturama 
puno višim od oko 1100 K pa je eksponenci- 
jal oko e-1%. Vidimo da mala promjena u 
temperaturi mijenja eksponencijalnu funk- 
ciju vrlo značajno pa je ona dominantan 
član izraza za struju. U stvari, faktor ispred 
eksponencijalna nije točan, jer se elektroni 
ne ponašaju prema klasičnoj mehanici već 
prema kvantnoj mehanici. No, taj faktor i 
nije toliko bitan (zapravo, nitko ga do sada 
nije uspio dobro izračunati!). Važnije pitanje 
je: ovisi li W o temperaturi. Ako je eventu- 
alna ovisnost slaba, onda se ta ovisnost i ne 
razlikuje znatno od sporo varirajuće funk- 
cije ispred eksponencijala. Ako bi W ovisio 
linearno s o temperaturi onda bismo imali 
nešto poput W = Wo +akT , tj. 


I = депо 


Wo+akT 
kT 


Wo 
=e %.e kT 


WwW 
e k 


=e 
Dakle, opet imamo neku konstantu ispred 
temperaturno ovisnog eksponencijala. Zbog 
svega ovoga teško je dobiti pouzdane koefi- 
cijente ispred eksponencijala. 


11.4.3 Termalna ionizacija 

Termalna ionizacija je u biti analogan pro- 
ces isparavanju ili, kod vrlo visokih tempe- 
ratura, vrenju. Promatrajmo plin atoma 
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koji su, kao cjelina, neutralni, ali su na viso- 
koj temperaturi. Neki atomi mogu postati 
ionizirani uslijed sudara s drugim atomima 
ili fotonima. želimo znati gustoću iona kao 
funkciju gustoće svih atoma i temperature. 
Prisjetimo se primjera posude s № atoma. 
Nazovimo s na broj neutralnih atoma, a s 
т; broj iona. Pretpostavimo da kutija пе 
propušta elektrone pa je broj elektrona jed- 
nak broju iona. Pri tome zanemarujemo 
malobrojne dvostruko ionizirane atome ili 
negativne ione. Tražimo omjer između iona 
i neutralnih atoma. 

Bez obzira na temperaturu, na +n; = №. 
Isto tako, ako zanemarimo višestruku ioni- 
zaciju ili negativne ione, onda т; = ne, jer 
je čitav sistem bio i ostao, kao cjelina, ne- 
utralan. 

Opet moramo početi od postavke ana- 
logne prethodnoj, tj. da je potrebna neka 
energija da se elektron izvuče iz atoma. Već 
znamo da se ovo naziva energijom ionizacije 
ili ionizacijskom energijom. Daljnji postu- 
pak je također analogan prijašnjima. Sada 
su slobodni elektroni , para" u okolini iona i 
atoma. Ovaj broj je ne u jediničnom volu- 
menu. S druge strane, ukupni volumen gdje 
se elektroni mogu naći je (na + ni) Va, gdje 
je Va , volumen" koji zauzima vezani elek- 
tron. Analogno onom što znamo od prije, 
možda bismo napisali: 


Na 


(na + т) Va | 


=w 
e kT 


Ne= /* NETOČNO! */ 

Ovo je, međutim, netočno, jer kad je elek- 
tron već u atomu, atom je neutralan pa drugi 
elektron tamo ne može doći (zanemarujemo 
rijetke slučajeve negativne ionizacije). Dru- 
gim riječima, ako elektron treba ,,odlučiti" 
hoće li u ,paru? ili u ,kondenzat", onda је 
izbor: a) „рага”, ili b) ion. Točna formula 


je onda: 
Na 


2 Ni Va | 
Ovu jednadžbu ionizacije izveo je Meghnad 
Saha.“ Pogledajmo detaljnije zašto je ona 
točna. 


=W, 


Ne e kT 


6Meghnad Saha [1893.—1956.] je bio indijski as- 
trofizičar koji je pomogao osmisliti teoriju toplinske 
ionizacije. Njegova Saha jednadžba ionizacije omo- 
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Svako toliko vremena nađu se elektron i 
ion dovoljno blizu da dođe do rekombinacije 
u neutralni atom. Isto tako, obrnuti pro- 
ces se događa; atom pretrpi sudar i izgubi 
elektron. Pod uvjetima ravnoteže, ova dva 
procesa odvijaju se jednakom učestalošću. 
Ova učestalost je tim veća što je broj elek- 
trona u jedinici volumena veći, kao i time 
što je broj iona u jedinici volumena veći. 
Dakle, učestalost rekombinacije je propor- 
cionalna produktu broja elektrona i iona. 
S druge strane, broj iona koji se stvaraju 
mora linearno ovisiti o gustoći atoma. Iz 
toga zaključujemo da će se učestalosti jed- 
nog i drugog procesa izravnati kad omjer 
između ne, ni i na poprimi neku vrijednost 
određenu samo temperaturom i energijom 
W. Vidimo da će omjer 72% biti neovisan o 
ukupnom broju N atoma i ovisit će samo о 
T i W ,kaoio konstantama poput atomskih 
udarnih presjeka itd. 

Uočavamo jednu stvar: ako načinimo po- 
kuse s istim brojem N atoma i iona, ali u 
posudama različitih volumena, broj n će biti 
manji u većoj posudi. Budući da omjer “e 
ostaje isti, to će ukupni broj elektrona i jona 
biti veći u većoj posudi. U ovo se možemo 
lako uvjeriti. Pretpostavimo da je N broj 
svih atoma i iona u volumenu V. Neka dio 
f bude ioniziran. Dakle, ne = هوي - و‎ 
Na = (1 =f ) У 

P N 1 
1-f/ У Va 

Vidimo da, kako se V povećava, j raste! 
Ova „ionizacija zbog ekspanzije” je dobro 
poznata astrofizičarima. prisutnost velikog 
broja iona u hladnom interstelarnom pros- 
toru teško je objasniti na osnovi samo ener- 
gijskih postavki. Kako fizikalno objasniti 
fenomen? Zamislimo atom u interstelarnom 
prostoru. Svako toliko vremena, na atom 
može djelovati neki foton iz daleke zvijezde 
i ionizirati ga. Pri tome elektron odleti u 
prostor. Vjerojatnost ponovnog susreta iona 


. Naša jednadžba postaje 


ЕЕ 


gućila је astronomima da točno povežu spektralne 
klase zvijezda s njihovim stvarnim temperaturama. 
Sahina jednadžba se smatra jednim od deset naj- 
istaknutijih otkrića u astronomiji i astrofizici od 
Galileovog izuma teleskopa 1608. godine. 
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i elektrona u interstelarnom prostoru je mala 
pa ion ostaje u tom stanju milijarde godina. 


11.4.4 Kinetika kemijskih reakcija 
Proces ionizacije nastaje također prilikom 
kemijskih reakcija tako da ,kombinirano" 
stanje sada predstavlja molekula, dok atomi 
prije kombinacije igraju ulogu koju su prije 
igrali elektron i ion. Jednadžba ekvilibrija 
ovdje ima oblik one za ionizaciju: 


NANB 
NAB 


= Се kT 


gdje su simboli očiti. Formula, dakako, nije 
sasvim točna; C nije stvarno konstanta, jer 
ovisi o tome koliki su prvobitni volumeni 
komponenata A i B. Termodinamički gle- 
dano, međutim, vidimo da je W energija 
potrebna za reakciju i u stvari tako i jest. 
Objasnimo sebi ovu formulu. 

Pretpostavimo, kao i kod ionizacije, da 
su A i B atomi koji se sudaraju i svako 
toliko vremena se kombiniraju u molekulu 
AB. Isto tako, molekule AB se sudaraju, 
bilo jedna s drugom, bilo s atomima A ili B 
i svako toliko dolazi do raspada spoja AB 
па Аі В. 

Činjenica је, međutim, да, čak i onda 
kad je reakcija A+ В > AB egzotermna, 
tj. kad se energija reakcijom oslobađa, nije 
dovoljno dovesti atome A i B u dodir na 
normalnoj temperaturi (izuzev u nekim spe- 
cijalnim slučajevima). Dakle, ,mekani" su- 
dar nije dovoljan da izazove reakciju; sudar 
treba biti dosta „tvrd”. Drugim riječima, A 
i B se moraju sudariti s dovoljnom energi- 
jom (tj. na nekoj povišenoj temperaturi). 
Ova „dovoljna energija" naziva se kemijska 
energija aktivacije, jer je ona potrebna 
da ,aktivira" reakciju. Nazovimo s A" ovu 
energiju aktivacije. Tada možemo reći da će 
učestalost, Rg, reakcije A+ В > AB biti 
proporcionalna produktu broja atoma A, 
broja atoma В, učestalosti kojom će odre- 
đeni atomi udarati na neki presjek сдв i 


A 
eksponencijalnog faktora е xT koji pred- 
stavlja vjerojatnost da atomi imaju dovoljnu 
energiju aktivacije. Dakle 
_А* 
RK = палпвосдве ЁТ 
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Sada moramo naći i učestalost suprotnog 
procesa, tj. kemijske disocijacije д. Po- 
gledajmo prije toga kako grafički možemo 
prikazati energijsku situaciju (Slika 11.16). 


Slika 11.16: Energijska bilanca za kemijsku 
reakciju A+B > AB 


Iz shematskog prikaza je očito da će za 
disocijaciju molekule u atome A i B trebati 
ne samo energija W već energija W + A", jer 
atomi A i В moraju ,preskočiti" i ,brdo" A", 
а ne samo popeti se preko „zida? W da bi 
izašli iz potencijalnog „Іопса”. Dakle, učes- 


talost procesa AB > A + В bit će proporci- 


W+A* 
ЕТ 


onalna broju пдв pomnoženom s е 
tj. 
17 ٠ 4۳ 

kT 


Ва = 01 

Naravno, „konstanta” C” će opet ovisiti o vo- 

lumenu atoma i učestalosti sudara, tj. udar- 

nim presjecima itd. U principu to možemo 

izračunati, kako što smo to radili kod ispa- 

ravanja. Od interesa je to da, kad su ove 

dvije učestalosti jednake, njihov kvocijent je 
jedinica, pa je 

NANB 

NAB 


W 
= Се ЕТ 


što smo imali па početku. Konstanta С 
se sastoji, kako vidimo, od brzina, udarnih 
presjeka i ostalih faktora koji su neovisni o 
brojevima n. 

Interesantno je, međutim, napomenuti da 


konst. 


je brzina reakcije proporcionalna e“ т 

iako ova ,konstanta" u eksponentu nije W, 
već A*, tj. ne radi se o istom eksponentu 
kao kod omjera koncentracija. Dakle, W 
određuje omjer koncentracija (A+ В) i AB 
u ekvilibriju, a aktivacijska energija A* odre- 
đuje brzinu reakcije. Napomenimo još i to 
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da A" nije ,fundamentalna" konstanta po- 
put W. W је razlika energije između sta- 
nja AB i nekombiniranih sistema A i B pa 
je ona uvijek jednaka bez obzira na način 
kako reakcija nastaje. Tako, npr. u prisut- 
nosti nekog katalizatora, tj. nekog sistema 
koji ne učestvuje u reakciji, A* može biti 
vrlo različita od one koja postoji kod „аі- 
rektne" reakcije. Kako katalizator djeluje, 
ovisi često, ali ne uvijek, o prirodi površine 
tog materijala (fizika katalizatora uvelike se 
oslanja na fiziku površina). “ 

Na kraju spomenimo i to da sam fizikalni 
model koji smo ovdje koristili nije sasvim 
točan, jer u procesu A+ В + AB пе mo- 
žemo istovremeno sačuvati impuls i energiju 
pa moramo uzeti u obzir i treće tijelo С, 
koje ne ulazi bitno u proces. U stvari, pri 
detaljnijoj analizi, broj atoma trećeg tijela 
nc se poništava pa dobijemo opet isti zakon 
ekvilibrija. Ovaj zakon ekvilibrija katkada 
se naziva i zakon akcije masa. 


11.4.5 Planckov zakon zračenja i Einste- 
inovi koeficijenti 

Pogledajmo sada detaljnije proces zračenja 
crnog tijela. Vidjeli smo kako je Planck iz- 
veo jednadžbu za raspodjelu energije kvant- 
nih oscilatora. U crnoj šupljini ispunjenoj 
oscilatorima u termičkoj ravnoteži imamo 
raspodjelu intenziteta zračenja 


Ova formula je bila izvedena na osnovi pret- 
postavke da oscilator ima ekvidistantne ener- 
gijske nivoe. Pri tome nije bilo spomena da 
je svjetlost sastavljena od fotona ni da atom, 
pri prijelazu iz jednog energijskog nivoa u 


TU svijetu biokemijskih sistema ulogu katalize 
imaju uvelike enzimi koji ipak na neki način sudje- 
luju u reakcijama putem vodikove veze. Ova vodi- 
kova veza je okosnica procesa u živim stanicama. 
Enzimi mogu posredovati u reakcijama і ,tjerati" 
ih u jednom ili drugom smjeru, već prema potrebi 
živog organizma. Biokemija živih organizama je, 
dakako, fascinantna znanost za sebe. Čitatelju se 
preporuča knjiga Monod, Jacques: Le Hasard et 
la nécessité (> Monod, 1970) kao izvrstan uvod u 
problem vodikove veze i nastanka života. 
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drugi, emitira ili apsorbira foton energije ћи. m 

Plackova prvobitna ideja nije se zasnivala К [рөт 
na kvantnoj prirodi svjetlosti. Njegov izvod й 

formule је bio djelomično klasičan. Оа tog J stimulirana 


prvog koraka trebao je dug put do razvoja 
kvantne mehanike u operativnu teoriju oko 
1927. U međuvremenu je Einstein modifici- 
rao ideju Plancka u smislu da je i svjetlost 
kvantizirana, tj. da se sastoji od fotona; 
kvanata energije hw. Osim toga i Bohr je 
u to vrijeme pokazao da sistem atomskih 
elektrona ima energijske nivoe koji nisu ek- 
vidistantni. Einstein je pretpostavio da je 
Planckova formula u biti točna pa je na os- 
novi toga postavio slijedeću argumentaciju: 

Zamislimo bilo koja dva energijska nivoa, 
m-ti i n-ti (Slika 11.17). Ako atom obasjamo 
svjetlošću pogodne frekvencije, postoji vjero- 
jatnost apsorpcije fotona od strane atomskih 
elektrona, pri čemu elektron prelazi iz ener- 
gijskog stanja n u stanje т.” 

Vjerojatnost prijelaza ovisi o razlici nivoa 
i o frekvenciji fotona, ali je također proporci- 
onalna intenzitetu svjetlosti, odnosno fotona. 
Označimo ovu proporcionalnost konstantom 
Вт (ona se odnosi samo na određene nivoe 
n im). Postavlja se pitanje: kako izgleda iz- 
raz za učestalost emisije zračenja prijelazom 
elektrona iz stanja m u stanje n? Einstein 
je zaključio da ovaj izraz mora sadržavati 
dva dijela. U prvom redu, postoji moguć- 
nost da je atom već bio u pobuđenom stanju 
i „рао” u niže energijsko stanje emitirajući 
pri tome foton. Ovo nazivamo spontanom 
emisijom. Vjerojatnost da ovakva emisija 
nastane ne ovisi o tome pada li svjetlost na 


ŠKvantnomehanička pravila koje određuju iz- 
među koja dva stanja je prijelaz moguć, a između 
kojih ne nazivaju se izborna pravila. U skladu s 
njima postoje „dozvoljeni prijelazi", za koje postoji 
velika vjerojatnost da će se dogoditi i ,zabranjeni 
prijelazi", za koje postoji minimalna ili nikakva vje- 
rojatnost da će se događati. Izborna pravila obično 
se navode kao skupovi promjena u jednom ili više 
kvantnih brojeva koji karakteriziraju dozvoljena sta- 
nja kvantnomehaničkog sustava. 

Atomi, na primjer, zrače svjetlost ili općenitije 
elektromagnetske valove kad god naprave prijelaz iz 
višeg u niže energijsko stanje. Dozvoljeni prijelazi 
su oni u kojima se orbitalni kvantni broj elektrona 
mijenja za jedan, a njegov magnetski kvantni broj 
ostaje isti ili se mijenja za jedan. 
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emisija 
n 


osnovno stanje 


energija 


apsorpcija 


Slika 11.17: Shematski prikaz mogućih vrsta 
prijelaza između dva promatrana energijska 
nivoa u atomu: apsorpcija, spontana emisija, 
stimulirana emisija. Prijelaz između stanja 
min zadovoljava izborna pravila. U atomu 
mogu između stanja m i n postojati i druga 
dozvoljena energijska stanja elektrona što je 
na slici označeno nivoima k i j. 


atom ili ne, jer ovo je analogon klasičnog zra- 
čenja oscilatora. Naime i u klasičnoj fizici 
postoji neka vjerojatnost da atom iz pobu- 
đenog stanja prijeđe u stanje niže energije i 
pri tome zrači. Nazovimo ovu vjerojatnost 
Amn. Ona ovisi samo o nivoima min. Uz 
to je Einstein, iz klasične teorije i drugih ar- 
gumenata, zaključio da prisutnost svjetlosti 
pogodne frekvencije može pospješiti prijelaz 
elektrona iz višeg u niži energijski nivo emi- 
sijom fotona. Faktor proporcionalnosti za 
vjerojatnost ovog procesa nazovimo s Во. 
Imamo, dakle, tri procesa: 1) apsorpcija (s 
koeficijentom Bnm), spontana emisija (Amn) 
i stimulirana emisija (В). 

Pretpostavimo da u ekvilibriju na tem- 
peraturi Т imamo N, atoma u stanju т, a 
Мо, atoma u stanju m. Učestalost prijelaza 
т т je očito 


Rn>m = NaBami (w) 
Analogno, učestalost prijelaza m > п je 


U stanju ekvilibrija sve učestalosti su, po 
definiciji, jednake, tako to ne mora biti jedini 
način da brojevi Nn i Nm ostanu konstantni. 
Činjenica je, međutim, da u fizici održava- 
nje termalnog ekvilibrija implicira da svaki 
proces bude uravnotežen odgovarajućim su- 
protnim procesom. Ovaj princip je poznat 
kao princip detaljnog uravnoteženja. 
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Osim što znamo da je Rm>n = Rn>m, 
također znamo da je 


Nm = Ne EnEn) pr 


Einstein je pretpostavio da samo svjetlost 
frekvencije hw = Em — En može dovesti do 
prijelaza n + m. Dakle 

} gdje je w = wmn 
Kombinirajući prethodne relacije, imamo 
Amn 


— hw 
Bnme 4T — Bmn 


I(w)dw = 


Ako ovo usporedimo s Planckovom formu- 
lom, za koju se pretpostavilo da je točna, 
vidimo da mora biti Bym = Bmn; vjerojat- 
nosti stimulirane emisije i odgovarajuće ap- 
sorpcije moraju biti jednake. Uz to vidimo 
da je 

Amn _ hu? 

Din 
Dakle, ako znamo učestalost apsorpcije za 
neku razliku između nivoa, možemo izraču- 
nati učestalost za ostala dva procesa ili bilo 
koju kombinaciju. Ove je rezultate Einstein 
dobio 1916. g. i to je ujedno sve što se o 
ovom atomskom mehanizmu moglo znati dok 
nije razvoj kvantne mehanike 1927. godine 
omogućio nove prodore u detalje kvantnih 
procesa. 

Stimulirana emisija našla je vrlo važnu 
primjenu. Sistem atoma se, naime, može po- 
buditi tako da je Nm > Nn. Ovo, dakako, 
nije stanje termalnog ekvilibrija! Postoje sis- 
temi u kojima se ovo stanje može podržavati 
zbog toga što su pobuđena stanja metasta- 
bilna. Ako se ovako pobuđeni sistem obasja 
svjetlošću frekvencije koja odgovara tranzi- 
ciji m + n, onda ta svjetlost neće biti jako 
apsorbirana, jer je V,, malen. No, svjetlost 
će stimulirati prijelaze m > n pa će se tako 
nastali fotoni u fazi pridružiti upadnim foto- 
nima i stimulirati dalje prijelaze. Rezultat je 
»lavina" koherentnih fotona vrlo jakog inten- 
ziteta. To je princip kako funkcionira laser. 
U praksi laser se ,pumpa" u više stanja, 
npr. tako da se na njega djeluje svjetlošću 


т2с? 
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znatno više frekvencije od one koju laser emi- 
tira. Atomi tako bivaju pobuđeni u stanja 
koja su iznad m, odakle elektroni „iscure” 
do m termalnim ili nisko frekventnim tranzi- 
cijama. Ako, dakle, odaberemo materijal u 
kojemu je m metastabilno stanje, onda će se 
sistem zadržati u ovom stanju, dok ga opi- 
sana kolektivna stimulacija ne „sruši” naglo 
u stanje n. Laseri se mogu zasnivati na pli- 
novitim tekućim i krutim medijima. Radni 
medij je redovito štap od kristala ili cijev 
napunjena plinom (ili tekućinom) i okružen 
je izvorom svjetlosti za pumpanje. Sa svake 
strane na osi nalaze se zrcala, strogo ortogo- 
nalna na os, koja imaju svrhu da svjetlost 
reflektiraju tako da višestruko prolazi kroz 
laserski medij (Slika 11.18). Jedno od zrcala 
je poluprozirno, tako da se kroz to zrcalo 
vrši ,ekstrakcija" koherentne svjetlosti. 


vrijeme života 10775 


pobuđeno stanje 


vrijeme života „10735 


metastablino stanje 


ANN 


koherentno 
zračenje 


„әдә 


osnovno stanje 


Slika 11.18: Inverzija naseljenosti nastaje 
npr. pobuđivanjem atoma u višeg stanja h, 
koje se raspada emisijom fotona ostavljajući 
atome u metastabilnom stanju m. 


Postoji i kategorija poluvodičkih lasera 
koji se pumpaju strujom elektrona u kris- 
talu i stimuliraju kontinuirano. Ovakvi la- 
seri imaju veliku i vrlo značajnu tehnološku 
primjenu u informatici (za čitanje i pisa- 
nje podataka), u telekomunikacijama (za 
generiranje signala u optičkim vlaknima) i 
u optoelektronici. 


11.5 Difuzija 


11.5.1 Sudari između čestica 


Do sada smo razmatrali probleme u plinskim 
sistemima u kojima je plin bio u termičkom 
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ekvilibriju. Sada ćemo obratiti pažnju si- 
tuaciji kada je sistem blizu ekvilibrija, ali 
ipak ne sasvim u ekvilibriju. Kad je sistem 
daleko od ekvilibrija, onda je vrlo teško obra- 
diti situaciju, ali kad smo blizu, onda je to 
moguće." Da bismo to napravili, valja nam 
se vratiti na kinetičku teoriju. 

Jedan od jednostavnih primjera neekvili- 
brija je usmjerena difuzija iona u plinu. Mo- 
del za obradu ovakvog problema je jednos- 
tavan. Pretpostavimo da imamo relativno 
malu koncentraciju iona u plinu. Ako sta- 
vimo čitav sistem u električno polje, ono će 
djelovati na ione, ali ne na neutralne atome. 
Kad neutralni atomi ne bi postojali, ioni bi 
se ubrzavali sve dok ne bi predali svoj naboj 
elektrodi ili udarili u zid posude. Prisut- 
nost neutralnih atoma dovodi do njihovog 
sudara s ionima pa je put iona eratičan, ali 
ipak uglavnom u smjeru električne sile (Slika 
11.19). Ioni će imati kolektivno srednje kre- 
tanje u smjeru električnog polja, a srednja 
brzina ovog kretanja će, između ostaloga, 
ovisiti o jakosti polja. 


neutralni 
atomi ć 


izolator 


metalne elektrode na naponu V =.‏ ان 


Slika 11.19: Električna struja u ioniziranom 
plinu 


Za vrijeme svog kretanja, ioni nisu, da- 
kako, u ekvilibriju. Brzinu srednjeg zajed- 
ničkog gibanja možemo izračunati upotre- 
bom kinetičke teorije, iako će naši rezultati 
biti samo približni zbog sadašnjeg oskud- 


9Izvanekvilibrična termodinamika je veliko i ne 
sasvim jednostavno područje termodinamike. Či- 
tatelj može dobiti vrlo dobar općeniti uvid u to 
područje u nekad popularnoj knjizi belgijskoga ke- 
mičara i nobelovca ruskog podrijetla Iliye Prigogina: 
From Being to Becoming: Time and Complexity in 
the Physical Sciences (> Prigogine, 1980). 
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nog matematičkog znanja. Ipak, dobit ćemo 
polukvantitativan uvid u sve bitne aspekte 
fenomena. Počnimo time da promatramo 
neke detalje onoga što se dešava u termal- 
nom ekvilibriju. 

Svaka molekula pretrpi niz sudara s dru- 
gim molekulama i to iz nasumičnih smjerova. 
Tako će neka određena molekula, u nekom 
vremenu t pretrpjeti n sudara. Kako vrijeme 
odmiče, broj sudara se povećava. Kako? Pi- 
šimo za prosječni broj sudara u vremenu t 


t 

ng = — 

= 
gdje je T srednje vrijeme između dva sudara. 
Često nam se nameće ovo pitanje: kolika je 
vjerojatnost da će neka molekula pretrpjeti 
sudar u idućem kratkom vremenskom inter- 
valu dt? Intuitivno bismo rekli E, što je 
točno, ali uvjerimo se u to. Pretpostavimo 
da imamo veliki broj N molekula (među koje 
svrstavamo i ione). Pitamo se koliko će se 
njih sudariti u idućem intervalu vremena dt. 
Ako smo u stanju ekvilibrija, ništa se neće, 
gledano statistički, mijenjati s vremenom 
pa će N molekula imati prosječno isti broj 
sudara u intervalu dt kao što bi jedna mole- 
kula imala u intervalu vremena Май. Ovaj 
broj sudara je, prema onom što smo gore 
napisali, 4, Dakle broj sudara N mole- 


kula u vremenu dt je NGC a vjerojatnost za 
jednu molekulu je onda + . уа, tj. di, što 
smo i prije ustvrdili. Drugim riječima, dio 
molekula sistema koje se sudare u vremenu 
dt je de, 

Naravno, 7 je srednje vrijeme između su- 
dara gledano statistički; pojedina molekula 
će pretrpjeti sudare u vrlo različitim vre- 
menskim razmacima. Zanima nas kako iz- 
gleda raspodjela tih vremena; npr., ako je 
т srednje vrijeme između sudara, kolika je 
vjerojatnost da ne dođe do sudara u toku 
vremena 27? 

Odgovor na ovo pitanje implicira traženje 
odgovora na općenitije pitanje: Kolika je 
vjerojatnost da će neka molekula proći bez 
sudara tokom vremena t? Počnimo s № 
molekula od trenutka t = 0 (kada је № = N). 
Poslije vremena t broj molekula koje nisu 
pretrpjele sudar је N (t), dok su ostale, № — 
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N (t), pretrpjele sudare. U idućem kratkom 
intervalu dt doći će do dodatnih sudara; broj 
molekula koje se u tom daljem intervalu 


sudare je dN (t) = TE, Dakle, 
N(t)d 
йй = м) МОЁ 
= 


No, po definiciji, u diferencijalnom računu, 


N(t+dt) = N(t)+ (5) dt 


pa ako ovo kombiniramo, imamo 


ау) м) аҹ) dt 
de 7 N(t) т 
što integracijom daje 
N (t) = Ce 7 


gdje je C neka konstanta za koju lako vi- 
dimo da iznosi Ng (ako u gornju jednadžbu 
stavimo t = 0) ра је N (t) = Ne F. Vjero- 
jatnost P (t) izostanka sudara u vremenu t 
N(t) 


je onda NG) tj. 


P(t) =e 7 


Dakle, vjerojatnost da jedna molekula prođe 
bez sudara u vremenu t je e 7, gdje je T 
srednje vrijeme između sudara. Vjerojatnost 
da molekula „doživi” vrijeme т bez sudara 
је e71, a to je =0.37... Dakle, vjerojatnost 
je veća od polovine da će doći do sudara 
u vremenu т ! То je plauzibilno, jer ima 
dosta molekula koje će putovati znatno dulje 
vremena od т prije sudara pa će srednje 
vrijeme biti zaista, ipak T. 

No vidimo još jednu zanimljivu stvar. De- 
finirali smo т kao srednje vrijeme između 
sudara. Ali, vidimo da je srednje vrijeme 
do idućeg sudara, mjereno od bilo kojeg tre- 
nutka, također т ! Ovo je na prvi pogled 
paradoksalno, ali prisjetimo se da molekula 
nema memorije; ona ,ne zna" kad se zadnji 
put sudarila, ni koliko je vremena od tada 
prošlo pa je svaki trenutak za nju „t= 0”. U 
ovo se možemo lako uvjeriti. Zamislimo neki 
proizvoljni trenutak, t = 0, kad započnemo 
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mjerenje intervala t. U idućem kratkom in- 
tervalu dt nakon intervala t, broj molekula 
koje pretrpe svoje dodatne sudare je ма. 
Njihovo ,vrijeme do idućeg sudara" је, na- 
ravno, bilo t. „Srednje vrijeme do idućeg 
sudara" dobijemo na način koji je standar- 


dan, tj.: 


N (t) dt 


T 


1 со 
SREDNJA VRIJEDNOST _ t 
DO IDUĆEG SUDARA No Jo 


£ 
F 


Ako uvrstimo za N (t) vrijednost Мое т, 
dobijemo rezultat т. Dakle, т je srednje 
vrijeme do idućeg sudara mjereno od bilo 
kojeg trenutka. 


11.5.2 Srednji slobodni put 


Umjesto srednjeg vremena između sudara, 
mogli smo govoriti o srednjem slobodnom 
putu, tj. o putu koji čestica prevali, statis- 
tički gledano, između dvaju sudara. Ako je 
v srednja brzina, onda je ovaj srednji slo- 
bodni put l dan izrazom | = vr. (Postoje, 
dakako, razne vrste ,srednjih? vrijednosti; 
aritmetička, srednji kvadrat itd., ali one se 
razlikuju međusobno za faktore koji nisu 
mnogo različiti od jedinice pa ćemo to pita- 
nje ovdje zanemariti, jer i onako nećemo, bez 
mnogo više truda, dobiti točne koeficijente 
za naše izraze). 

Analogno kako smo argumentirali prije, 
možemo i sada reći da je vjerojatnost su- 
dara za česticu na putu dx jednaka а=. Isto 
tako, lako se dokaže da je vjerojatnost da 
molekula prijeđe barem put = prije idućeg 
sudara Р(х) = е7 1. 

Srednji slobodni put l ovisit će o broju 
molekula u jedinici volumena і о njihovoj 
veličini, tj. o tome koliku one metu pred- 
stavljaju jedna za drugu. Efektivna veličina 
mete za sudar je ono što nazivamo udarni 
presjek. Izračunavanje udarnih presjeka 
za međudjelovanje čestica posredstvom sila 
duljeg dometa komplicirana je procedura i 
izvan dosega ovog gradiva. U slučaju mole- 
kula koje su, kao cjelina neutralne, sudari su 
vrlo ,,bliski" tj. molekule u sudaru prilaze 
vrlo blizu pa možemo pretpostaviti da se do- 
bra aproksimacija postiže pretpostavkom da 
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je udarni presjek ,, geometrijski", pri čemu 
molekule predstavljamo kao tvrde kugle. 

Zamislimo česticu koja prijeđe udaljenost 
dx u plinu od no molekula po jediničnom vo- 
lumenu. Svaki sloj plina jedinične površine i 
debljine dx sadrži onda пойх molekula kao 
na slici 11.20a. Ako svaka molekula pred- 
stavlja metu efektivne površine sudara os, 
onda je ukupna površina koju molekule u 
ovom sloju „pokrivaju” osnodr prikazana 
na slici 11.20b. 


ukupni broj (b)‏ + وی کې 
g molekula u efektivna površina‏ 
sloju dx =ngdx sudara = O;‏ ° 
e ө‏ 
A e‏ 
о‏ هه 
mio.‏ صا 
Ы‏ 


јеаіпіёпа površina 


۱ ө 
_ 
_ koncentracija 
jedinična molekula =ng 


površina ukupna pokrivenost 


površine =o ng dx 


(a) 


Slika 11.20: Udarni presjek 


U aproksimaciji tvrdih kugli, ovu efek- 
tivnu površinu definiramo kao krug čiji je 
radijus suma radijusa mete i projektila. Ako 
putanja projektila zalazi unutar kruga onda 
dolazi do sudara, ako ne, sudar potpuno 
izostaje. 

Kod identičnih sferičnih molekula radijusa 
т, efektivni udarni presjek je ag = 4rr?. Vje- 
rojatnost sudara na putu dr je сзпоах, ali 
također 12/1 pa možemo pisati: 


1 


sno 


l= 


ili, što se lakše pameti: 
osnol 1 


Formula izražava nešto što je očito; ako je 
sloj kroz koji prolazi čestica debljine ا‎ onda 
je, statistički gledano, površina sloja upravo 
,pokrivena" molekulama i vjerojatnost su- 
dara je 1 (tj. iznos osnol je upravo jednak 
jediničnoj površini). U stvarnosti, naravno, 
nije cijela površina sloja prekrivena moleku- 
lama, jer se neke od njih djelomično ,,skri- 
vaju" iza drugih i stalno se kreću. Upravo 
zbog toga neke molekule putuju dalje od 
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1 između sudara. Mjerenjem efektivne vri- 
jednosti l-a mjerimo i efektivnu vrijednost 
Og. 


11.5.3 Brzina kolektivnog gibanja 


Sad se vratimo prvobitnom problemu ko- 
jega možemo formulirati i općenitije. želimo 
znati što se događa u plinu s molekulama 
koje možemo na neki način razlikovati od os- 
talih molekula. Nazovimo većinu molekula u 
sistemu ,domaćinima" , a neke ,,specijalne" 
molekule ,,gostima". „Gosti” se mogu razli- 
kovati od ,domaćina? na više načina; mogu 
imati različite mase, ili biti kemijski različiti, 
ili imati električni naboj itd. Zbog tih raz- 
lika ,, gosti" mogu osjetiti neku silu koja ne 
djeluje na ,domaćin". Proučavanje ovakvog 
općenitog slučaja omogućava nam razumije- 
vanje osnovnih fenomena koji su zajednički 
za difuziju plinova, struje elektrolita, sedi- 
mentaciju i centrifugalnu separaciju (npr. 
izotopa) itd. 

Dakle, molekula „ gost" osjeća silu F (gra- 
vitacijsku ili električnu i sl.) i uz to istu 
silu kao i molekule ,domaćini" koja nastaje 
zbog sudara. Zanima nas opće ponašanje 
molekula ,, gostiju". Ako promatramo jednu 
molekulu „ gosta", vidimo da se ona sudara 
s ostalima i uz to se polagano kreće u smjeru 
djelovanja sile F. Imamo posla sa superpo- 
zicijom dvaju gibanja, jednog nasumičnog i 
jednog usmjerenoga, koje se javlja kao ko- 
lektivni tok ili zanošenje". Zadatak nam је 
da nađemo iznos ovoga posljednjega. Ako 
promatramo molekulu ,,gosta? u bilo kojem 
trenutku, očekujemo da je ona na putu iz- 
među dva sudara. Uz brzinu koju je imala 
od zadnjeg sudara, molekula biva ubrzana 
od strane sile F. U kratkom vremenskom 
intervalu (u prosjeku т) pretrpjet će sudar 
i nastaviti put po novoj putanji s novom 
brzinom, ali istom akceleracijom od sile Р. 

Da bismo pojednostavnili problem, pret- 
postavimo da, nakon svakog sudara, mole- 
kula počne ,iznova", tj. da gubi memoriju 
ranije akceleracije (prije sudara) u polju sile 
F. Ova pretpostavka je razumna samo onda 
ako su molekule ,,gosti" znatno manje mase 
od ,domaćih", inače nije. Na ovaj problem 
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ćemo se navratiti. 

Za sada, dakle, molekula ,,gost", nakon 
svakog sudara krene u proizvoljnom smjeru 
(tj. bilo koji smjer početne brzine je jednako 
vjerojatan) pa sudar ne doprinosi njenom 
pomaku u smjeru sile F. Zbog toga možemo 
(u prosjeku) zanemariti njezinu početnu br- 
zinu. No, uz ovu brzinu, svaka molekula 
, gost" dobiva, od trenutka zadnjeg sudara, 
dodatnu brzinu. Kolika je ona u prosjeku? 
Ona iznosi 

F 
Vt = Т 
m 
jer je T srednje vrijeme od zadnjeg sudara 
(koje je i srednje vrijeme do idućega). Ovo 
je ujedno i brzina toka cijelog kolektiva mo- 
lekula „ gostiju". 

Vidimo da je ova brzina kolektivnog toka 
proporcionalna sili F. Konstanta propor- 
cionalnosti nema univerzalno usvojenoga 
imena, ali je možemo nazvati pokretljivost 
ili mobilnost u: 


v = ШЕ 

gdje је u = =. Vidimo da je mobilnost di- 
rektno proporcionalan 7 i obrnuto s m što je 
za očekivati, ako pretpostavimo da je svaki 
sudar za molekulu ,novi početak". 

(Formula za ve izvedena ovdje je točna, 
no, slična formula se pojavljuje u nekim 
knjigama, a izvedena je na pogrešan na- 
čin. Ovaj pogrešni način sadrži ovakve ar- 
gumente: Srednje vrijeme između sudara je 
T. Poslije sudara čestica ima proizvoljnu 
brzinu, ali dobije još i dodatnu i stigne do 


idućeg sudara brzinom Ет. Srednja brzina 
1Ет 


između dvaju sudara je onda 3 (ovo je 
pogrešno!). Argumentacija je pogrešna, jer 
pretpostavlja da su sudari odvojeni vremen- 
skim intervalom 7. Činjenica je, međutim, 
da ima više sudara s kraćim intervalom od 
T, nego onih s duljim koji onda manje dopri- 
nose srednjoj brzini ve. Ako se uzme u obzir 
raspodjela vremena između sudara, može se 
pokazati da faktor : otpada. Izneseni argu- 
menti su pogrešni utoliko što se tu pokušava 
naći omjer između srednje konačne brzine i 
same srednje brzine. Ovo je pouka iz koje 
zaključujemo da nije dobro tražiti točne ko- 
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eficijente na osnovu suviše elementarnih i 
približnih analiza.) 

Vratimo se sada našoj pretpostavci da 
svaki sudar dovodi do ,amnezije" kod mo- 
lekule, tj. da ona gubi memoriju svega što 
je sudaru prethodilo. Pretpostavimo da je 
masa molekule ,,gosta" znatno masivnija od 
»domaćih" molekula. Tada neće teška mole- 
kula izgubiti sav impuls u smjeru F nakon 
svakog sudara. Potrebno će biti više sudara 
da impuls molekule postane opet nasumičan. 
Moramo, u ovom slučaju, pretpostaviti da u 
svakom sudaru izgubi ona dio impulsa. Ana- 
liza se sada svodi na to da, umjesto vremena 
T uvrstimo u izraz neko dulje vrijeme koje 
odgovara „vremenu zaborava", tj. vremenu 
potrebnom da molekula posve izgubi prvo- 
bitni impuls. Formula za brzinu toka ostaje 
ista time što koeficijent mobilnosti u = 2 
sada sadrži т koji odgovara ovom duljem 
vremenu. 


11.5.4 


Primijenimo sada rezultate ove opće analize 
na jedan poseban slučaj, a to je ionska vod- 
ljivost u ,,difuznom modu". Ovaj smo proces 
već promatrali; posuda s plinom neutralnih 
molekula sadrži izvjestan broj ioniziranih 
molekula (Slika 11.19). Električno polje us- 
postavimo između suprotnih strana posude 
korištenjem elektroda koje ujedno služe kao 
dio zatvorenog električnog kruga. 


lonska vodljivost 


Plin će se ponašati kao otpor koji je lako 
izračunati, ako znamo brzinu toka iona. Po- 
sebno nas zanima kako struja ovisi o naponu 
V između elektroda. Označimo udaljenost 
između elektroda s b, a njihovu površinu s 
A. Polje između elektroda je onda E = У. 
Sila па ion naboja 9 је gE pa je brzina toka 
iona 


۷ 
ve = pF = ШЕ = шат. 
Električna struja је jednaka ukupnom па- 
boju što u jedinici vremena stigne do jedne 


od ploča. Ako imamo n; iona u jediničnom 
volumenu, onda je struja 


[== ат; Аш 
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No, v; znamo pa možemo pisati 


I= 7 
b 
Struja je proporcionalna potencijalu V iz- 
među elektroda. U ovom režimu (difuznom) 
vođenja, sistem se ponaša prema Ohmovom 
zakonu. Budući da je I = Р, to je otpor 
sistema 
b 
2 пат А 


Mjerenjem ovog otpora možemo naći u, а iz 
njega izračunati т. 

Prvi instrumenti za mjerenje radioaktiv- 
nosti zasnivali su se na ovom režimu ionske 
vodljivosti. Kod većih napona, nastaje ka- 
skadno generiranje iona sudarima i imamo 
savim drugi fenomen. Valja pri tome na- 
pomenuti da ionizacija plina u kaskadnom 
režimu generira jednaki broj elektrona kao 
iona i od primarnog interesa, za funkcionira- 
nje ovakvih uređaja, su daleko brži elektroni. 
Poznata primjena ovakvog režima vođenja je 
vrlo stara sprava za detekciju zračenja, Ge- 
igerov brojač. Novije sprave, zasnovane na 
sličnim režimima rada, su detektori sa žiča- 
nim elektrodama i razne ionizacijske komore 
koje se koriste u detektorima pri velikim 
akceleratorima. 


11.5.5 Molekularna difuzija 


Pozabavimo se sada jednim srodnim proble- 
mom onom prijašnjem, a to je difuzija bez 
utjecaja vanjskih sila. Opet uzmimo posudu 
s plinom koji sadrži dvije vrste molekula, 
Molekule ,domaćini" su u termalnoj ravno- 
teži dok određeni broj molekula , gostiju" na 
istoj temperaturi uvodimo u sistem. Nakon 
uvođenja u sistem „gosti” su na okupu, а 
odmah se zatim počnu širiti kroz plin difu- 
zijom. Difuzija je polagana zbog prisutnosti 
,»domaćih" molekula. Nakon relativno du- 
gog vremena, za vrijeme kojega su pretrpile 
bezbroj sudara sa molekulama ,domaćina", 
molekule ,, gosti" rasprostrane se jednoliko 
po cijelom sistemu. Pri svemu ovome valja 
voditi računa da ne dođe do miješanja mo- 
lekula, jer bi taj proces bio kud i kamo brži 
od procesa difuzije. Pretpostavljamo, dakle, 
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da je plin posve miran, da nema strujanja, 
ili konvekcije, ili ,vjetra". želimo izračunati 
kretanje , gostiju" kroz medij ,domaćina" 
putem procesa difuzije. 

Ukoliko su , gosti? i ,domaćini“ izmiješani, 
nema viška (netto) toka jednih ili drugih. 
Ovaj višak toka javlja se tek onda kad je 
koncentracija jednih npr. , gostiju" mjes- 
timično viša od onih drugih. Ograničimo 
se na gibanje u smjeru x-osi. Zamislimo 
ravninu ortogonalnu na smjer x i brojimo 
molekule koje prođu kroz jediničnu površinu 
te ravnine. Da bismo izračunali „пеёбо” tok 
u smjeru s, moramo uzeti razliku između 
broja onih molekula koje prođu kroz plohu 
u jednom smjeru (+g) i broja koje prođu 
u suprotnom smjeru (—«). Ako s v ozna- 
čimo srednju brzinu molekula (koju sada ne 
smijemo brkati s 1; od ргіје!), onda će broj 
molekula koje prođu kroz plohu u vremenu 
At biti proporcionalan s vAt (što smo već 
ranije vidjeli u kinetičkoj teoriji). Broj mo- 
lekula koje prođu kroz jediničnu površinu 
na plohi u vremenu At, u smjeru +2 (tj. s 
lijeva na desno) je n_vAt, gdje je n_ broj 
, gostiju" u jediničnom volumenu na lijevo 
od plohe. Slično, za difuziju u suprotnom 
smjeru, broj je n+vAt. Ako s J označimo 
»netto? struju difuzije, možemo pisati 


_n_vAt—naivAt 


1 At 


ш o J=(n_—n+)v 
No, kako daleko od plohe, odgovaraju gus- 
{обе n_ i n} stvarnim gustoćama? То sva- 
kako ne znamo, ali je sigurno da se ove gus- 
toće prostiru na lijevo i desno od plohe ba- 
rem za iznos l (srednji slobodni puta). Zgod- 
nije je, međutim, da raspodjelu ,, gostiju? 
označimo kontinuiranom funkcijom x,y,z i 
da je nazovemo na (x,y,z). Ona predstavlja 
gustoću molekula , gostiju" u nekom malom 
volunenu oko točke (x,y,z). Možemo pisati 


dna _ dna 


(faktor 2, jer se Ax odnosi na udaljenost 1 
na lijevo i l na desno od plohe). Dakle, 


dna 


—lv Tz‏ = ږل 
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Vidimo da je struja difuzije proporcionalna 
derivaciji gustoće ili gradijentu gustoće, što 
i očekujemo. Ipak, naša aproksimacija je 
dosta gruba. U prvom redu, trebali smo 
upotrijebiti ول‎ umjesto о, a, osim toga, l 
se odnosio na okomitu udaljenost od plohe, 
iako molekule dolijeću iz svih smjerova. Pa- 
žljivija analiza daje 


i slično za ostala dva smjera. Ove veličine 
se dadu mjeriti makroskopskim metodama 
uz korištenje eksperimentalne relacije 


dna 


„== dx 


gdje je D koeficijent difuzije. Iz našeg ra- 
čuna slijedi da je D = Ыш. Iako su difuzija 
i kolektivni tok dva različita procesa pos- 
toji između njih neki odnos, budući da se 
oba odvijaju u uvjetima termalnog ekvili- 
brija, a srednji slobodni put se pojavljuje 
u opisu jednoga i drugoga. Vidimo također 
da (budući da је l = vr, а т = um) možemo 
pisati 


1 dn 
Je = سي‎ = 
No, šmv? = ЗЕТ pa je struja 
dna 
Jz = —ukT 

7 ir 

iz čega proizlazi da je 

D = ukT 


Dakle, unatoč grubim aproksimacijama, ova 
relacija je uistinu točna, tj. nema dodatnih 
faktora korekcije u relaciji. Može se, u stvari 
pokazati da je ova relacija točna uvijek (npr. 
čak u slučaju suspenzije u tekućini i sl.) i 
tamo gdje bi račun inače bio vrlo težak ili 
nepraktičan. 

Da je ovo uistinu tako, možemo se uvje- 
riti ako na proces difuzije superponiramo 
silu F koja djeluje samo na ,, goste". Znamo 
da je vr = uF pa je struja kolektivnog toka 
molekula ,,gostiju" Jt = па. Silu F mo- 
žemo podesiti tako da upravo uravnotežava 
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difuziju tj. da ukupno strujanje bude nula: 


ш D‏ )حم ېږل 


= nauf" 
Pod ovakvim uvjetima gradijent gustoće je 
neovisan o vremenu i iznosi 


dna _ NaF 
dx D 


No, sada smo u stanju ekvilibrija pa možemo 
primijeniti principe statističke mehanike koji 
se odnose па ekvilibrij: 


ze 


Na = Noe | 


gdje je U potencijalna energija. Derivacija 
ро s daje nam gradijent gustoće: 


dna _u 1 dU na dU 
—— = —noe kT. = . 
ах kT ах kT ах 
No, budući da је naša sila F bila samo u 
smjeru т, onda je U = — Ра, tj. а = —Ё. 
Dakle, 
dna NaF 
dx= ЁТ 


Ali, vidjeli smo da je, također 


dna 1 паиЕ 
dx D 


pa је D = ukT, što smo imali i prije. 
Ove relacije je prvi našao Einstein. 


11.5.6 Termička vodljivost 


Na osnovi dosad korištenih modela difuzije 
možemo izvesti termičku vodljivost plina. 
Zamislimo plitku posudu s plinom koji je u 
stabilnoj termičkoj kvazi-ravnoteži, tj. gor- 
nji dio posude je nešto topliji od donjega. 
Toplina će teći odozgo prema dolje (gornji 
dio posude je topliji da ne dođe do konvekcije 
plina). 

Transport topline će uslijediti difuzijom 
, toplih" molekula prema dolje i ,hladnih" 
prema gore. Već smo ranije ustanovili da 
ova , toplina", odnosno „hladnoća”, može 
preći s jedne molekule na drugu sudarom; 
identitet molekule je irelevantan. 
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Termičku vodljivost к definiramo kao 
omjer između toka toplinske energije kroz 
jediničnu površinu i gradijenta temperature: 


1 dQ dT 

Ай "dz 
Može se pokazati da je k = Cnlv ili, ako 
se sjetimo da је nlos = 1, к = Са gdje је 
C konstanta. Ovo je zanimljivo. Znamo, 
naime, da srednja brzina molekula ovisi o 
temperaturi, a ne o gustoći. Očekujemo da 
og Ovisi o veličini molekula. Dakle к је neo- 
visan o gustoći plina! Promjena u gustoći 
kompenzirana je promjenom vrijednosti l. 
Znači li ovo da možemo ići na sve niže gus- 
бобе, bez kraja i konca? Ne; ova formula 
vrijedi samo za slučajeve u kojima je { malen 
u usporedbi s dimenzijama posude. !“ 


K 


11.6 Zakoni termodinamike 


11.6.1 Termički motori.Prvi zakon ter- 
modinamike 


Do sada smo uglavnom promatrali materiju 
na mikroskopskoj skali. Postoje odnosi iz- 
među raznih veličina koje opisuju ponašanje 
materije, a koji se mogu istraživati bez ula- 
ženja u mikroskopske detalje. Proučavanje 
upravo tih odnosa između makroskopskih 
osobina materije spada u domenu termodi- 
namike. Historijski, termodinamika se ra- 


10Ovaj račun toplinske vodljivosti plina nije od 
velike koristi, ukoliko u praksi ne spriječimo konvek- 
ciju ріпа, što nije lako. Danas, već popularna, 
» Thermopane" dvostruka stakla, sa suhim dušikom 
između njih, još uvijek provode toplinu konvekcijom 
(unatoč zazoru između staklenih stjenki od oko 10 
mm.) 
Postoje slični stakleni prozori kod kojih je pros- 
tor između stjenki ispunjen aerogelom. Aerogel je 
materijal koji dobijemo postepenom dehidracijom 
gelirane silicijeve kiseline, H2SiO3, putem supstitu- 
cije alkoholom u autoklavu. Tako dobiven aerogel 
je vrlo nježna struktura igličastih kristala SiO2 koji 
tvore prostornu rešetku ispunjenu uglavnom zrakom. 
Gustoća materijala je gotovo zanemariva, a materi- 
jal je praktički proziran, iako malo raspršuje plavu 
svjetlost pa se blok ovakva materijala doima kao 
„duh”. 
Korištenjem aerogela između staklenih stjenki redu- 
cira se ukupna vodljivost topline za cijeli red veličina 
u odnosu na obične thermopane prozore. Nažalost, 
cijena tih prozora je također red veličine viša od 
običnih. 
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zvijala dok još nije postojalo razumijevanje 
mikroskopskih osobina materije pa je ispo- 
četka bila od veće važnosti za inženjerstvo 
nego za prirodne znanosti. 


Danas znamo, na osnovi kinetičke teorije, 
otkuda potječe tlak plina i zašto on raste 
kad plin grijemo ili ga stlačujemo, te za- 
što tlačenje plina dovodi do porasta njegove 
temperature. Sve relacije između ovih po- 
java lako izvedemo iz kinetičke teorije, ali 
postoje relacije kojima možemo ove pojave 
proučavati, a da ne ulazimo u detalje mole- 
kularnih međudjelovanja. Ovo je upravo i 
bio put razvoja termodinamike. 


Od naročitog interesa su razne reverzi- 
bilne promjene mehaničkih svojstava sistema 
koje nastaju uslijed promjene temperature, 
tlaka i volumena. Već smo vidjeli da sva 
tijela, bilo čvrsta, tekuća ili plinovita, mije- 
njaju dimenzije, odnosno volumen i/ili tlak 
kad im se temperatura promijeni. Sve pro- 
mjene nisu intuitivno predvidive; npr. guma 
(i većina elastomera) se steže kako joj tem- 
peratura raste i, obrnuto, kad je rastežemo, 
grije se. Ova dva fenomena su očito među- 
sobno povezana, ali su im mehanizmi razli- 
čiti od onih koji dovode do dilatacije običnih 
tijela s porastom temperature. Ako želimo 
detaljno opisati i kvantitativno izračunati 
djelovanje ovakvih mehanizama, kao što je 
ponašanje gume, naći ćemo se pred vrlo kom- 
pliciranim zadatkom. Očito je da moramo 
znati vrlo mnogo složenih detalja o polime- 
rima i elastomerima, o unakrsnom povezi- 
vanju dugih molekularnih lanaca itd. No, 
odnos između samih makroskopskih veličina, 
kao što su tlak, volumen i temperatura može 
se lako istražiti, bez upuštanja u detalje os- 
talih osobina materijala. 


Tradicionalna termodinamika se, dakle, 
bavi proučavanjima koja se u biti svode na 
to da, podvrgavanjem raznih sistema pro- 
mjenama temperature, ti sistemi vrše rad 
i/ili obrnuto. Odnosi između toplinske i 
mehaničke energije su jedan od najvažni- 
jih područja tih proučavanja i od bitnog su 
praktičnog interesa za ljudsku civilizaciju. 
Jedan od bitnih problema, s time u vezi, 
je pitanje učinka termičkih motora: koliki 
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dio utrošene toplinske energije može dana 
mašina pretvoriti u mehanički rad? 

Dakako, i pomoću gumenih traka možemo 
načiniti mašinu koja će toplinsku energiju 
pretvarati u mehanički rad (Slika 11.21). Ko- 
eficijent iskorištenja ovakve mašine će očito 
biti vrlo skroman. 


Slika 11.21: Jednostavan toplinski stroj koji 
radi na principu grijanih gumenih trake koje 
se prilikom grijanja skraćuju. 


Pitamo se: postoji li ,bolji način" da se 
toplinska energija pretvori u mehanički rad. 
Još konkretnije, možemo se pitati: koja je 
teoretska granica učinka toplinskih motora? 
Na ovo pitanje odgovorio je Sadi Carnot. 
Carnot je bio inženjer, a njegov doprinos 
termodinamici predstavlja jedan od malo- 
brojnih poznatih slučajeva u kojima su in- 
ženjeri obradili jedan problem daleko više 
suštinski nego što je to zahtijevala praktična 
ekspeditivnost. 

Svi znamo kako funkcionira parni stroj. 
Para iz kotla gura klipove i zatim se ponovno 
kondenzira ili pušta u zrak. Da bi se para 
kondenzirala valja je hladiti. Puštanje pare 
u zrak je u biti isto; dio topline se ,troši" i ne 
prelazi u rad. Carnot je proučavao ovisnost 
učinka parnih mašina o supstancama koje 
se mogu koristiti za stvaranje pare (bi li, 
npr., neka druga tekućina umjesto vode bila 
bolja). 

Rezultati ovih i sličnih istraživanja sadr- 
žani su u zakonima termodinamike. U vri- 
jeme kad je Carnot (Slika 11.22) djelovao, 
ni Prvi zakon termodinamike nije bio poz- 
nat, iako je taj zakon zapravo reformulacija 
principa očuvanja energije. Carnotove for- 
mulacije su tako pažljivo izrađene da su, 


unatoč odsutnosti prvog zakona termodi- 
namike, ipak točne. Nakon Carnota, Cla- 
usius se služio principom očuvanja topline 
umjesto energije, prema kaloričkoj teoriji 
koja se kasnije pokazala pogrešnom. U ne- 
kim knjigama se piše da je Carnotova logika 
bila netočna. To nije tako. Carnotova je 
logika bila točna; naprotiv, Clausiusova „ро- 
jednostavljena" verzija, koju su ljudi radije 
čitali, bila je pogrešna! 

Dakle, ono što nazivamo Drugi zakon 
termodinamike, otkrio je Carnot prije ot- 
krića prvog zakona termodinamike. 


Slika 11.22: Sadi Carnot. Ispravno je for- 
mulirao drugi zakon termodinamike čak i 
prije formulacije prvog zakona termodina- 
mike koji je zapravo ekstenzija zakona, sa- 
čuvanja mehaničke energije u sustavima u 
kojima baratamo s izmjenom toplinske ener- 
gije 


Carnotove izvorne formulacije nećemo po- 
navljati, iako su vrlo interesantne. Umjesto 
toga ćemo pretpostaviti postojanje Prvog 
zakona termodinamike kojega možemo izra- 
ziti ovako: „Ako nekom sistemu dovodimo 
toplinu, ili u njega ulažemo rad, onda se 
njegova energija povećava za iznos dovedene 
topline, odnosno uloženog rada". To mo- 
žemo napisati ovako: 


AU =AQ+AW 


gdje je AU promjena ukupne energije sis- 
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tema, a AQ i AW su količine topline, od- 
nosno rada koje sistem primi iz okoline. 


11.6.2 Drugi zakon termodinamike 


Znamo da trenje proizvodi toplinu. Količina 
topline, tako stvorene, jednaka je utrošenom 
radu. Pretpostavimo da trenjem vršimo rad 
na nekom sistemu čija je temperatura Т, 
a termički kapacitet mu je vrlo velik. Mo- 
žemo reći da smo rad izvršili izotermalno, 
tj. na istoj temperaturi. Možemo li sada, 
ovakvim radom nastalu toplinsku energiju, 
natrag iskoristiti kao mehanički rad? Drugi 
zakon termodinamike izražava činjenicu da 
ne možemo. Vidimo da se ovo ne bi proti- 
vilo principu očuvanja energije, tj. Prvom 
zakonu termodinamike; vibracije molelula 
sistema, nastale radom na trenju, mogle bi 
se, u smislu učuvanja energije, upotrijebiti 
za ,uredan" mehanički rad. Carnot je, me- 
đutim, shvatio da je nemoguće dobiti me- 
hanički rad iz toplinske energije na jednoj 
temperaturi. Drugim riječima, kad bi svijet 
bio na istoj temperaturi, toplina se ne bi 
mogla pretvarati u rad. Carnot je pretposta- 
vio da toplina ne može biti pretvorena u rad 
na nekoj temperaturi bez ostalih promjena 
u sistemu ili njegovoj okolini. 

Ovo je točno. Uzmimo npr. cilindar sa- 
bijenog plina. Plin iz cilindra može vršiti 
rad. Prilikom ekspanzije možemo ga držati 
na istoj temperaturi, npr. tako da ga gri- 
jemo uranjanjem u more koje ima praktički 
beskonačan termički kapacitet. Dakle, uzeli 
smo toplinu iz mora i pretvorili je u rad. Ali 
nije sve ostalo isto kao prije, jer plin više 
nije sabijen. Na sličan način mogli bismo tje- 
rati parni stroj parom tekućine koja vrije na 
temperaturi nižoj od temperature mora, npr. 
tekućim zrakom, tako da „ložište” grijemo 
morskom vodom. Stroj bi radio tako dugo 
dok ima tekućeg zraka u zalihama. Nakon 
toga bi stroj stao i imali bismo promijenjen 
sistem. 

Pretpostavimo, dakle, da je Carnotova 
pretpostavka točna. Baš kako toplina uvi- 
jek ide u jednom smjeru, od toplijeg tijela na 
hladnije, tako je nemoguće ovaj proces obr- 
nuti makar i posredstvom vrlo složenih na- 
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prava. Ovo je suština drugog zakona termo- 
dinamike, što možemo izraziti ovako: ,,Ne- 
moguće je ostvariti proces čiji je jedini re- 
zultat pretvaranje topline u rad na jednoj 
temperaturi". Lako je shvatiti da je ovo ekvi- 
valentno postavki da „toplina ne može sama 
od sebe teći od hladnog ka toplom". 

Carnotovi argumenti u vezi s toplinskim 
mašinama slični su onima koje smo spome- 
nuli u svezi s dizanjem utega i očuvanjem 
energije. Valja imati, međutim, jasno na 
umu da se ovdje tim argumentima koristimo 
u kontekstu termodinamike. !! 

Pretpostavimo da imamo neki termički 
motor, poput parnoga, čiji је ,kotao" na 
temperaturi Ту (Slika 11.23). Toplina وډ‎ iz 
»kotla" vrši rad W. Nakon izvršenog rada, 
motor izvjesnu toplinu preda ,kondenzatoru" 
na temperaturi Т». 


Slika 11.23: Opća shema toplinskog stroja 


Znamo da je Q2 = Qı — W , jer nam to 
kaže Prvi zakon termodinamike, ali Carnot 
nije koristio ovu pretpostavku. Naravno, 
kondenziranu vodu (ili što već jest) možemo 
sada pumpati natrag u ,kotao" itd. Možemo, 
dakle, ostvariti kružni proces u kojemu ap- 
sorbiramo toplinu Qı, dobivamo гаа W i 
predajemo toplinu О» okolini (npr. vodi 
kojom hladimo kondenzator). Pitamo se: 


11 Često se nužnost funkcioniranja termičkih mo- 
tora između dviju temperatura ilustrira pomoću 
modela vodenice. Vodenica također mora pri radu 
koristiti pad vode s više na nižu razinu, upravo kao 
što, kod termičkih motora, toplina s više tempera- 
ture „раЯа” na nižu temperaturu. Problem s ovom 
analogijom nije u tome što je vodenica ireverzibilna 
(zapravo nije, ako uzmemo u obzir veći sistem koji 
sadrži rijeku, more, Sunce, oblake, kišu itd.) veću 
tome što se, kod vodenice, radi o zakonu očuvanja 
energije, dok je, pri radu termičkih motora, nužni 
,pad" topline s izvora na višoj temperaturi u ponor 
na nižoj stvar II. zakona termodinamike. 
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koliki je maksimalni rad koji možemo dobiti 
od topline Q1? 


11.6.3 Reverzibilne mašine 


Analizirajmo sada stvari pobliže. U prvom 
redu, valja iz naših idealiziranih mašina eli- 
minirati trenje, jer znamo da ono predstav- 
lja , gubitak" korisne energije. No, valja još 
eliminirati i toplinski ekvivalent trenja, tj. 
»toplinski otpor". Moramo, naime, naći na- 
čin da toplina teče u sistem iz izvora topline 
i obrnuto na istoj temperaturi. !2 

Ovaj koncept vođenja topline bez „оёрога” 
možemo formulirati preciznije tako da pret- 
postavimo da će toplina teći od jednog ti- 
jela na drugo bez ograničenja, ako je razlika 
u temperaturi između njih infinitezimalna, 
АТ, kao na slici 11.24. Pod ovim uvjetima, 
termička mašina će biti reverzibilna, tj. moći 
će funkcionirati u oba smjera uz infinitezi- 
malne promjene u temperaturi. 


Slika 11.24: Reverzibilni tok topline 


Ništa u ovakvim mašinama ne smije biti u 
dodiru s tijelima koja su hladnija ili toplija! 
Nije teško zamisliti mnoštvo mašina koje 
bi ispunjale, bar u principu, ove uvjete. U 
svrhu naše analize odabrat ćemo jednu od 
najjednostavnijih, jer nam to omogućuje lak 
račun. 

Pretpostavimo da imamo cilindar s kli- 
pom koji u njemu kliže bez trenja. Klip ima 
štap koji može poslužiti za prenošenje rada 


12U protivnome, ne bismo mogli ostvariti reverzi- 
bilnost, jer bi pri savladavanju „toplinskog otpora" 
trebalo temperaturu sistema držati nižom od tem- 
perature izvora pri uzimanju topline iz izvora, a 
višom pri davanju topline izvoru, jer toplina neće 
teći ,uzbrdo", tj. s hladnijeg tijela na toplije. 
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koji plin vrši. Iako to nije bitno, pretposta- 
vimo, radi jednostavnosti, da je u cilindru 
idealni plin. Pretpostavimo da imamo dva 
spremnika topline beskonačnog toplinskog 
kapaciteta. Jedan od njih, na temperaturi 
Ti, možemo koristiti kao izvor topline, a 
drugi, na temperaturi 72, kao ponor, pri 
čemu im, zbog beskonačnog toplinskog ka- 
paciteta, njihove temperature ostaju stalno 
iste. Dovoljno je, dakle, ostvariti toplinski 
spoj između cilindra i spremnika da se os- 
tvari prijelaz određene količine topline iz 
jednog tijela na drugo. Pretpostavimo da je 
Ti = To. Dovedimo cilindar u dodir sa izvo- 
rom па Ту. Polako pustimo plin da se širi 
dok toplina ulazi u sistem izotermno. Proces 
možemo prikazati krivuljom koju nazivamo 
izoterma u P— V dijagramu, pri čemu se 
krećemo u smjeru a > b (Slika 11.25). Kad 
klip dosegne određenu točku pri širenju plina 
do nekog volumena (b), odvojimo cilindar od 
spremnika na temperaturi Tı i nastavimo s 
ekspanzijom plina u adijabatskim uvjetima, 
što znači da su cilindar u klip idealno to- 
plinski izolirani od okoline. Na tom putu 
ekspanzije (b > с) sistem je toplinski izoliran 
pa će plin vršiti rad jedino na račun svoje 
unutrašnje energije i pri tome se adijabatski 
hladiti do temperature Tə. Krivulja be c 
je, dakle, adijabata. 


Za idealni plin ova promjena slijedi za- 
kon РҮ? = konst. (Budući da je y > 1, ova 
krivulja je strmija od izoterme PV = NkT) 
Da bismo ostvarili kružni proces, valja sada 
krenuti natrag prema početnom stanju sis- 
tema. Sada dovodimo cilindar u toplinski 
dodir sa spremnikom na temperaturi 75. Taj 
ćeno spremnik koristiti sada kao toplinski 
ponor i predati mu toplinu polaganim izo- 
termnom kompresijom plina. Proces slijedi 
izotermu с > d, na temperaturi Т. Sistem 
sada vrši rad na sabijanju plina i pri tome 
predaje toplinu Q2 spremniku. U točki d 
odvajamo cilindar od toplinskog ponora i 
ponovno ga stavljamo u adiabatsko stanje 
tj. u potpunu toplinsku izolaciju od okoline. 
Tlačenje plina se i dalje nastavlja, ali adija- 
batski, pri čemu rad koji se vrši na sabijanju 
plina sada ide na račun povećanja unutrašnje 
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м. adijabatska 

© 9۴923 ekspanzija 

æ ekspanzija sa Tina T2 
na Ti 


аа 
отргеѕіја izotermalna 
sa T2 па Ti kompresija 
па T2 
(3) dizlaz 


volumen 


Slika 11.25: Koraci u Carnotovom kružnom 
ciklusu 


energije plina. Plin se, po adijabati (d — a), 
vraća na temperaturu Ti. 

Vidimo da smo sistem doveli u prvobitno 
stanje putem kružnog procesa. S obzirom 
na idealne osobine naše mašine, ovaj proces 
je reverzibilan; možemo ga izvesti i u suprot- 
nom smjeru. Ukupni rad je lako izračunati, 
jer on je f PdV. Ovaj integral je jednak 
površini omeđenoj krivuljama a,b,c,d,a. 

Iako smo ovdje koristili jednu specifičnu 
reverzibilnu mašinu, možemo se uvjeriti da 
se bilo koja reverzibilna mašina može ana- 
lizirati analogno i iz te analize doći do is- 
tih zaključaka, bez obzira na tehničke deta- 
lje konstrukcije mašine. Pretpostavimo da 
imamo reverzibilnu mašinu A koja uzima iz 
izvora na temperaturi Тү toplinu Qi, vrši 
rad W i predaje ostatak topline (2 u ter- 
mički spremnik (termički ponor) kod tem- 
perature Т». Pretpostavimo, nadalje, da 
imamo neku drugu mašinu B koja može, ali 
ne mora, biti reverzibilna. Neka ona uzima 
istu količinu topline Tə iz izvora kod Т і 
kod temperature 75 predaje ostatak topline, 
nakon što je izvršila rad W’. Možemo se 
uvjeriti da W’ ne može biti veći od W , tj. 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


da nikakva mašina ne može dati veći rad 
od reverzibilne (bez obzira na detalje njene 
konstrukcije). Pri tome koristit ćemo argu- 
mente koje smo već jednom prije koristili. 

Pretpostavimo da je W' > W. Tada bi- 
smo mogli uzeti Qı topline iz izvora kod Ti, 
pomoću mašine В vršiti rad W' i predati 
ostatak topline spremniku na temperaturi 
Т». Mogli bismo tada koristiti dio rada W” 
jednak po iznosu W, a ostatak, W’ — W, tro- 
šiti po volji. S radom W mogli bismo tada 
tjerati mašinu A u suprotnom smjeru (jer 
je reverzibilna) i pri tome uzimati toplinu 
iz spremnika na temperaturi 75, a toplinu 
Qı davati spremniku na temperaturi Тү. To- 
plina Qı koju koristi mašina В bi bila tako 
nadoknađena, a ,bonus" rada W’ — W , koji 
bi potjecao od viška topline iz spremnika 
na temperaturi Т5 , bismo mogli koristiti za 
druge svrhe. Izvor na temperaturi Тү ne bi 
trošio nikakvu toplinu pa bismo ga mogli 
napraviti sasvim malenim i mogao bi tvo- 
riti dio sistema koji obuhvaća mašine A i B. 
Ovaj veći sistem bi, dakle, uzimao toplinu 
samo iz jednog spremnika i pretvarao bi je 
u rad. Znamo iz Carnotovih postavki da 
je to nemoguće. Pretpostavimo, međutim, 
da je B reverzibilna. Sada možemo argu- 
mentirati u suprotnom smjeru, tj. da W' ne 
može biti veći od W, ali ni W veći od W. 
Ako su obje mašine reverzibilne nužno mora 
biti W' = W. Iz Carnotove argumentacije 
slijedi da reverzibilna mašina mora nužno 
imati maksimalan termodinamički učinak, 
bez obzira na njezinu konstrukciju. Ako, 
dakle možemo naći formulu za termodina- 
mički učinak neke mašine, ne moramo ulaziti 
u tehničke detalje njezine konstrukcije. 


11.6.4 Koeficijent iskorištenja idealne 
mašine 
Očito je da smo ustanovili prporcionalnost 
W i Q. Ako, naime, imamo dvije reverzi- 
bilne mašine i svaka uzima toplinu 61 i daje 
rad W, onda obje, radeći paraleno, tvore 
mašinu koja uzima 201 topline i daje 2W 
rada itd. Kako sama konstrukcija mašine 
nije bitna, dobar način izračunavanja koefi- 
cijenta učinka reverzibilne mašine je upravo 
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korištenje procesa koji smo promatrali, tj. 
rad idealnog plina između dviju izoterma i 
dviju adijabata. Na dijelu kružnog procesa 
gdje plin apsorbira toplinu 6)1 i pri tome 
se širi, sistem ostaje na istoj temperaturi 
Ту i broj molekula plina ostaje konstantan 
(klip je idealno nepropustan). Kako ukupna 
energija danog broja molekula ovisi samo o 
temperaturi, to je očito da za vrijeme izoter- 
mnog dijela procesa nema promjene ukupne 
energije plina. Čitav rad plina ide na račun 
toplinske energije Q1: 


b 
نس‎ f PdV = Qı 
Kako je pV = NKT, to je p= NkT/V ра je 


b 
dV V, 
Qi kn f ү me 


Analogno možemo pisati 
Ve 
= NkToln — 
Q2 diy 


Adijabatski dio kruga karakterizira rad na 
račun unutarnje energije plina; za adijabat- 
sku ekspanziju PVY = konst. No, PV = 
МЕТ pa je i (PV)V7T1, što znači i to da je 
TVT! = konst. Iz toga 


nm = nv 

kao što je i 
7۷ = у! 
Vp 


iz čega proizlazi da је ү? = 


y . Kombinira- 
jući, dobijemo 


Qı _ бз 
вт 


Ova relacija, iako izvedena za idealni plin, 
vrijedi očito za sve reverzibilne mašine. Bu- 
dući da је W = Q1 — Q2, a učinak definiramo 
Као 7 = И“, onda ovaj učinak možemo pisati 
na bilo koji od prikladnih načina: 


02 _ 
Qu 


W 
= = 1 
170, 


Tə 


1 
Tı 
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Ovo je, dakle, najveći teoretski učinak ter- 
mičkih motora. 

Budući da prethodni zaključci ne ovise 
o tehničkoj prirodi mašine, bilo bi dobro 
izvesti Drugi zakon termodinamike bez upo- 
trebe bilo kakvog određenog „mehaničkog” 
modela, makar i idealnog. Na sreću to je 
uistinu moguće. 

Pretpostavimo da imamo tri mašine koje 
funkcioniraju oko triju temperatura, 171,75 
i 73 (Slika 4.28.). Neka jedna mašina ap- 
sorbira Qı topline na temperaturi Ту i dade 
izvjestan rad W13, pri čemu preda Q3 to- 
pline spremniku na T3. 


T2 1 هف‎ М3 


QA y 


7 z Ш 


Slika 11.26: Strojevi 1 i 2 zajedno ekviva- 
lentni su toplinskom stroju 3 


Neka druga mašina radi u suprotnom 
smjeru između 75 i 73 i neka bude pode- 
šena tako da apsorbira istu količinu (03 to- 
pline, predajući spremniku na Tə toplinu 
Q2. Pri tome vrši se na njoj rad W32. 
Dakle, toplina Q3, koju prva mašina daje 
kod T3, biva sva apsorbirana od druge ma- 
šine koja daje toplinu Q2 na temperaturi 72. 
,Netto" (ukupni) rezultat zajedničkog djelo- 
vanja ovih dviju mašina je uzimanje topline 
Qı kod temperature Тү i davanje topline 
Q2 kod temperature T2. Ove dvije mašine 
su onda ekvivalentne trećoj koja bi uzimala 
toplinu Qı kod temperature Тү, davala rad 
Мо i predavala toplinu О» na temperaturi 
Т», jer Wiz = Wis = W32, što je očito iz jed- 
nakosti: 


Үз — W32 = (Q1 — ©з) — (Q2 — Q3) 
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Očito je da postoji neki odnos između uči- 
naka ovih mašina. 


11.6.5 Termodinamička temperatura 


Vidimo da možemo povezati toplinu prim- 
ljenu kod temperature Тү s onom predanom 
kod temperature To time što smo našli to- 
plinu predanu na nekoj trećoj temperaturi 
Тз. Možemo ići i korak dalje pa uvesti neku 
, standardnu" temperaturu i djelovanje svih 
mogućih mašina analizirati u odnosu na tu 
„standardnu temperaturu" Ts. Ako bismo, 
dakle, znali učinak neke mašine koja radi 
između neke temperature T i (proizvoljno 
odabrane) ,standardne temperature" mogli 
bismo naći učinak dane mašine na bilo ko- 
joj temperaturi; izračunali bismo učinak za 
proces Ту > Т;, a potom za proces Т, > Т5 
i dobili učinak za proces Ti > Т. Defini- 
rajmo stoga ,standardnu temperaturu" kao 
Т, = 1 К. Neka toplina predana kod ove 
temperature bude Os (Slika 11.27). 


Slika 11.27: Termodinamička temperatura. 
Apsolutna temperaturna skala 


Očito je da bi rad jedne reverzibilne ma- 
šine između temperatura Ті Т», uz prima- 
nje, odnosno predavanje, toplina 01 i Q2 
bio ekvivalentan skupnom radu dviju ma- 
šina, od kojih bi jedna radila tako da uzima 
toplinu Qı kod temperature Ti i predaje to- 
plinu Os kod temperature 7%, dok bi druga 
mašina, analogno, uzimala toplinu Q2 kod 
temperature 75 i predavala toplinu Qs kod 
temperature 7%. Preostaje nam sada naći 
koliko topline Qı trebamo kod temperature 
Ту da bismo predali toplinu Qs kod jednog 
kelvina. Toplina koju mašina prima očito 
je funkcija temperature. Isto tako, ona je 
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proporcionalna iznosu Qs. Ovu primljenu to- 
plinu možemo onda izraziti Као O = Qs f (T), 
gdje je f (T) neka rastuća funkcija tempera- 
ture. Da bismo našli potpunu relaciju, valja 
definirati temperaturnu skalu na neki zado- 
voljavajući način koji ne ovisi o osobinama 
materijala. Upravo nam funkcija f (T) može 
za to poslužiti jer je rastuća s temperatu- 
rom i ne sadrži nikakve osobine materijala. 
Napišimo, dakle 


Q= ST 
gdje je očito da 
©» = 6.1 


Temperaturu nekog tijela možemo, dakle, 
mjeriti tako da nađemo koliko topline na 
toj temperaturi prima reverzibilna mašina, 
radeći između te mjerene temperature i tem- 
perature od 1 K. Ako mašina prima n puta 
više topline na temperaturi T' nego što daje 
kod І К, onda је Т = п К. Temperatura, 
ovako definirana, ima naziv apsolutna ter- 
modinamička temperatura i mjerimo je 
u kelvinima (K). 

Ako sada ponovno promatramo one dvije 
reverzibilne mašine koje su predavale toplinu 
Qs kod 1 К, vidimo da one zadovoljavaju 


relaciju 
Qi g Q 
71 12 


iz čega slijedi da pri radu reverzibilne ma- 
šine između temperatura Tı i Т» vrijedi ista 
relacija, tj. Qı = Q2, što smo htjeli i po- 
kazati. Iz ovih izraza očito je da bi učinak 
reverzibilnih mašina bio jednak jedinici kad 
bi Т» bila apsolutna nula. Učinak je, dakle, 
uvijek manji od jedinice. Usput primijetimo 
da ne postoje termodimamičke temperature 
ispod apsolutne nule. 


S 


11.6.6 Entropija 
Jednadžbu 


Ф Q2 
71 =" 


možemo interpretirati na još jedan način. 
Vidimo, ako se ograničimo na reverzibilne 
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mašine, da je toplina Qi na temperaturi Ti 
»ekvivalentna" toplini Q2 na temperaturi 75 
u smislu da, kako jednu sistem prima, drugu 
predaje. Drugim riječima, ako g nazovemo 
„nečim”, onda možemo reći da je to „nešto” 
očuvano u reverzibilnim procesima. Ovo 
„nešto”, g, nazivamo entropijom. Dakle, 
u reverzibilnim procesima entropija ostaje 
sačuvana. Entropija je numerički jednaka 
Qs, ali to nije toplina već se mjeri u مار‎ 
po kelvinu (J/K). Sada se svojstvima kao 
što su tlak, koji je funkcija temperature i 
volumena, i ukupna energija, koja je funk- 
cija temperature i volumena, pridružuje još 
i entropija nekog sistema, koja je funkcija 
stanja. Što mislimo pod tim kad kažemo 
„funkcija stanja”? 

Zamislimo dva različita stanja nekog sis- 
tema, poput idealnog plina u Carnotovom 
kružnom procesu. Možemo se slobodno ,,še- 
tati" ро P— V dijagramu i odabrati bilo koja 
stanja (Slika 11.28). Ako idemo od stanja 
a do stanja b, možemo zahtijevati da ova 
promjena bude reverzibilna. 


Å AS=Sa-Sbh 


temperatura 


AS=Sb-Sa 


ukupna promjena 
entropije = 0 


m 
volumen 


Slika 11.28: Promjena entropije u reverzibil- 
nom ciklusu 


Pretpostavimo da na putu a > b imamo 
male spremnike topline na različitim tem- 
peraturama, tako da male koičine topline 
dQ bivaju izmijenjene sa supstancom kod 
svakog malog elementa puta od a do b i to 
tako da temperatura supstance bude jed- 
naka temperaturi malog spremnika i da od- 
govara temperaturi na tom dijelu puta. Po- 
vežimo sve te male spremnike mašinama na 
jedan jedini spremnik koji je na temperaturi 
od 1 K. Kad prevedemo sistem u stanje b, 
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onda vratimo čitavu seriju malih spremnika 
u njihovo početno stanje. Svaka količina 
topline dQ koja je bila apsorbirana od sup- 
stance na temperaturi T transformirana je 
pomoću reverzibilnih mašina i izvjesna koli- 
čina entropije dS predana je spremniku na 
temperaturi od 1 K.: 
dQ 


pa je ukupna razlika u entropiji 


А8=5›-5= | T 


a 
Pitamo se: ovisi li AS o putu а >b? Očito 
ne, jer ako idemo po bilo kakvom kružnom 
putu reverzibilno, spremnik na 1 K. ne gubi 
ni dobiva toplinu pa entropija ostaje oču- 
vana. Dakle, AS na reverzibilnom putu 
ne ovisi o putu, već samo o točkama a i 
b, što znači da je S uistinu funkcija stanja 
koja ovisi samo o volumenu i temperaturi 
pa prethodnu jednadžbu možemo pisati 


"do 


AS = 5(УЬЛУ)—5(ИТ„) = | T 


Vidimo da ovaj izraz ne definira entropiju, 
kao takvu, već samo razliku u entropiji. 
Kako definirati entropiju apsolutno? 

Dugo se vremena smatralo da apsolutna 
entropija ne znači ništa, dok nije Nernst 
predložio svoj teorem topline, koji se danas 
najčešće naziva Trećim zakonom termo- 
dinamike. Suština zakona je da, kod Т = 0, 
5 = 0. Ovo možemo lako pokazati za slu- 
čaj idealnog plina. Za izotermnu ekspanziju 
T = konst. pa je J? په‎ = 9. Dakle 


Va 
b 


А8, уь = Nkin 


iz čega slijedi da je S(V,T) = NklnV + 
neka funkcija оа Т. Kako S ovisi о Т? Za 
adijabatsku ekspanziju znamo da je AQ = 0 
ра je onda і AS = 0. Budući da je ovdje 
ТҮҮ! = konst., onda možemo pokazati da, 
za idealni plin, vrijedi 


1 
1-1 


S(V,T) = Nk [шу + mT|+a 
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gdje je a konstanta neovisna o V i T. Ova 
konstanta naziva se kemijskom konstantom 
i ovisi o prirodi supstance pa se može, bar u 
principu, izračunati na osnovi kvantnomeha- 
ničkih principa, a u svakom slučaju izmjeriti. 

Za reverzibilne procese, dakle, entropija 
je očuvana. No, ovo nije ekvivalentno za- 
konu očuvanja energije, jer zakon očuvanja 
entropije ne vrijedi za ireverzibilne procese. 

Pretpostavimo da vršimo ireverzibilni rad 
na sistemu koji ima trenje. Tu stvaramo to- 
plinu trenja Q na temperaturi Т. Entropija 
se povećala za 9. No, O = W ра povećanje 
W 


entropije iznosi эт. Kao drugi primjer, pro- 
matrajmo dva predmeta od kojih je jedan 
na temperaturi 71, a drugi na temperaturi 
Т». Ako ih dovedemo u termičku vezu, u 
prvim trenucima toplina AQ prijeđe s jed- 
nog na drugi predmet. Entropija jednoga se 
smanji za те, a drugoga se poveća za у 
Ako zanemarimo konačni termički kapacitet 
tijela, možemo pisati približno 


Entropija Svemira se za ovoliko povećala. 
(Točniji račun bi pokazao kvalitativno istu 
stvar.). Budući da su svi realni procesi kva- 
litativno ireverzibilni, zaključujemo da se 
entropija Svemira neprestano povećava. 

Ukratko, zakone termodinamike možemo 
sažeti ovako: 

I. Zakon: Energija Svemira je konstantna 

II. Zakon: Entropija Svemira stalno raste 

III. Zakon: Na apsolutnoj nuli entropija 
sistema je nula. 

(Kad kažemo da je kod 0 K. entropija 
nula, mislimo na termodinamički relevantnu 
entropiju; pri tome ne ubrajamo parametre 
poput kemijske konstante). 


11.7 Termodinamika na mikro- 
skopskoj skali 


11.7.1 Nazubljeni kotač i zapornica 

Vidjeli smo da je Drugi zakon termodina- 
mike zasnovan na argumentima koji se teme- 
lje uglavnom na makroskopskim modelima. 
Stoga bi bilo korisno naći neko osnovno 
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objašnjenje fenomena vezanih za zakone ter- 
modinamike korištenjem osobina materije na 
mikroskopskoj, odnosno nanoskopskoj, skali. 
Dakako da bi preciznija analiza mikroskop- 
skih i nanoskopskih procesa iziskivala ula- 
ženje u kvantnu teoriju mnoštva čestica što 
nam je ovdje nemoguće. Pokušajmo stoga 
objasniti fenomene vezane uz II. Zakon ter- 
modinamike korištenjem klasičnih modela 
na molekularnoj (nanoskopskoj) skali dimen- 
zija. Iako postoje brojni pokusi koji mogu 
poslužiti u tu svrhu, koristit ćemo jedan 
zamišljeni, ali zasnovan na jednostavnoj na- 
pravi. Ima podosta zamišljenih i jednos- 
tavnih naprava koje bi mogle poslužiti, a mi 
ćemo ovdje izabrati jednu od najjednostavni- 
jih; ,vjetrenjaču" spojenu na zupčasti kotač 
sa zapornicom (Slika 11.29a). Zapornica 
služi da ograniči okretanje kotača u jednom 
smjeru. 


o (b) 


Slika 11.29: (a) Toplinski stroj na principu 
kotača sa zapornicom. (b) Kutna brzina kao 
funkcija zakretnog momenta kod stroja sa 
zapornicom. 


Svrha ove naprave je provjera Carnotovog 
argumenta putem klasične fizike na nano- 
skopskoj skali dimenzija. Ovo se može i 
detaljno izvesti složenom matematikom u 
sklopu Newtonove mehanike, ali ovdje ćemo 
to pokušati polukvalitativno. Osnovna pos- 
tavka Carnotovog argumenta jest nemoguć- 
nost ostvarenja kružnog procesa pretvara- 
njem topline u rad na jednoj temperaturi. U 
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prvom redu, uvjerimo se da je ova postavka 
točna. Počnimo s time da zamislimo kako 
bi naša naprava kršila taj princip, uzimajući 
toplinu na jednoj temperaturi. Nazubljeni 
kotač i zapornica, u lijevoj komori, u direkt- 
noj su sprezi (putem zajedničke osovine koja 
ne vodi toplinu) s ,vjetrenjačom? u desnoj 
komori. Plin u komorama je isti (što i ne 
mora biti, ali je jednostavnije) a tempera- 
ture ріпа u komorama, Тү i Т mogu se 
podešavati po volji. ,Vjetrenjača" se sastoji 
od lopatica na koje nalijeću molekule plina 
i simetrična je s obzirom na smjer vrtnje pa 
se, u principu, može vrtjeti u oba smjera. 
Počnimo zamišljeni pokus kod istih tempe- 
ratura plina u komorama, tj. Т = Т = Т. 
Molekule udaraju u lopatice iz nasumičnih 
smjerova, ali naprava se može okretati samo 
u jednom smjeru, posredstvom zapornice i 
zupčanika. Tim načinom rada naprava bi 
mogla vršiti rad na istoj temperaturi. Car- 
notov argument negira ovu mogućnost. Na 
prvi pogled izgleda nam doista da bi naprava 
mogla funkcionirati! Može li? 


Čim se zupčanik okrene za jedan zub, za- 
pornica mora odmah blokirati njegov po- 
vratak u početni položaj. Dakle, potrebna 
joj je neka sila (npr. opruga) da je vrati 
s vrha jednog zuba na dno idućega. Vi- 
dimo da i zupčanik i zapornica moraju biti 
načinjeni od materijala koji nije idealno elas- 
tičan, jer bi u protivnom slučaju zapornica, 
nakon „pada” s vrha jednog zuba u podnožje 
drugoga, odskočila i možda propustila već 
prijeđeni zub natrag u početni položaj pa 
čak i dalje unatrag. No, ako je zapornica i 
najmanje neelastična, dio energije korišten 
za njezino podizanje preko zuba će prijeći u 
toplinu pri padu na podnožje idućeg zuba. 
Zupčanik i zapornica će se, dakle, grijati 
i temperatura plina u lijevoj komori rasti. 
Kako dugo? 


Vidimo da su zupčanik i zapornica 
vrlo malene strukture i podložne žustrom 
Brownovom gibanju. Kako temperatura u 
lijevoj komori raste, ovo gibanje postaje sve 
jače i zapornica sve češće poskakuje, te pres- 
taje vršiti svoju osnovnu funkciju. Možemo 
se uvjeriti, detaljnim računom, da će za- 
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pornica prestati funkcionirati upravo onda 
kad temperatura plina u lijevoj komori pos- 
tane jednaka temperaturi plina u desnoj. 
Drugim riječima, ako su temperature zup- 
čanika i zapornice, s jedne strane i lopatica 
»vjetrenjače" s druge, iste, naprava prestaje 
funkcionirati. Pogledajmo detaljnije zašto. 

Da bi se naprava pokrenula za kut koji 
odgovara jednom zubu, potrebno je uložiti 
rad na savladavanju sile opruge koja vraća 
zapornicu s vrha jednog na dno drugog zuba. 
Treba, dakle, dovesti sistemu energiju = da 
bi se osovina okrenula za kut 6 koji odgo- 
vara širini jednog zuba. Vjerojatnost da 
sistem sakupi toliku termalnu energiju je 
proporcionalna e-#T. Na toj istoj tempe- 
raturi vjerojatnost da zapornica sakupi istu 
energiju (da se podigne) je također .هه‎ 
Na istim temperaturama, vjerojatnost da 
se zapornica nađe u položaju ,,gore" pa se 
lopatice pokrenu unazad, ista je kao i vjero- 
jatnost da zapornica bude u položaju ,,dolje" 
i da se lopatice pokrenu naprijed. Ukupni 
učinak stroja je nula, jer nema trajnog jed- 
nosmjernog okretanja. 


11.7.2 Nazubljeni kotač i zapornica kao 
toplinski stroj 


Pretpostavimo da snizimo temperaturu u li- 
jevoj komori na vrijednost Т», time što plin u 
desnoj komori ostaje na višoj temperaturi Ту. 
Sada će zapornica rjeđe nakupiti energiju da 
se podigne u odnosu na učestalost udaranja 
molekula u lopatice pa će se sistem početi 
okretati u ,dobrom'" smjeru. Koliki bi bio 
koristan rad? Zamislimo da smo u sredini 
između dviju komora učvrstili na osovinu 
kolotur s tankom niti koja nosi uteg. Ako 
je uteg dovoljno malen stroj će ga podizati. 
Pretpostavimo da je zakretni moment koji 
generira uteg na niti £ (ne koristimo simbol 
T, jer ga u termodinamici koristimo u drugu 
svrhu). Ako sad želimo zakrenuti sistem za 
kut 6 u pravom (pozitivnom) smjeru, valja 
sakupiti energiju € za podizanje zapornice 
i još dodatnu energiju £0. Vjerojatnost da 


sistem sakupi tu energiju je proporcionalna 
_E+L0 
е "71 . Broj „skokova” sistema za kut Ө u 


jednoj sekundi, u pozitivnom smjeru, bit će 
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proporcionalan ovoj , vjerojatnosti u jedinici 
vremena". Nazovimo relevantnu konstantu 
proporcionalnosti s i. 

Svaki skok sistema za kut 6 odgovara, 
dakle, energiji = + £0 koju je sistem nakupio 
(putem lopatica) od plina na temperaturi Ту 
u desnoj komori. Od toga iznos £0 ide na 
podizanje utega, dok = služi za podizanje 
zapornice. Sistem može, dakako, izvršiti i 
»Skok unazad" tj. okretati se i u negativnom 
smjeru. Da bi se zapornica podigla uslijed 
termalnih fluktuacija, treba sakupiti ener- 
giju €. Vjerojatnost u sekundi sa taj proces 


je že F2. Pri tome će se sistem zakrenuti 
u negativnom smjeru za jedan zub i uteg 
će se za toliko spustiti u predati sistemu 
razliku u potencijalnoj energiji, tj. £0. Sis- 
tem zapornice će također predati energiju 
є (jer zapornica „pada”) pa će sistem tako 
predati energiju = + £0 plinu na temperaturi 
Ti u desnoj komori. Naš sistem je, dakle, 
reverzibilna mašina. 

Pretpostavimo sada da mašinu opteretimo 
upravo toliko da se ne pokreće ni naprijed ni 
natrag (pri čemu ona, dakako, skakuće tamo- 
amo, ali ostaje u prosjeku bez rotacije). Ako 
oduzmemo utegu infinitezimalni dio mase, 
mašina će krenuti u pozitivnom smjeru, dok 
će se suprotno desiti dodamo li utegu malo 
mase. U ravnotežnom stanju, Carnotova 
reverzibilnost je ispunjena pa možemo pisati 


£+(L0 _ e 
kT, kh 


Ako sad mašina polagano diže uteg i pri 
tome koristi toplinu Q1, te predaje toplinu 
Q2, onda znamo da je 


Ох є+ё&0_ Т 
Q2 E Tə 
Omjer korisnog rada i energije koju mašina 


i А ОК ГИЗИ 
dobiva оа ріпа preko lopatica је 2265 što је 


jednako тт». Vidimo da, unatoč svojim 
nanoskopskim dimenzijama, naša mašina još 
uvijek podliježe principima koji su sadržani 
u Carnotovoj argumentaciji. 

Sada možemo izračunati kako brzo će se 
naprava okretati pod utjecajem zakretnog 
momenta £. Počnimo opet tako da su dvije 
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radne temperature Ту i Т5 jednake. Kutna 
brzina okretanja (unazad) je 0 pomnožena 
s vjerojatnošću u sekundi da se naprava 


okrene. Budući da je vjerojatnost okretanja 
Ne е ; _ +00 
u pozitivnom smjeru proporcionalna е kT , 


a u negativnom smjeru (unazad) proporci- 
€ 

onalna e` FT, to je ukupna kutna brzina 

jednaka 


Kutna brzina, kao funkcija £, nije simetrična 
(Slika 11.29b). Vidimo da pozitivne vrijed- 
nosti £ dovode do toga da kutna brzina 
dostiže zasićenje, dok u negativnom smjeru 
naglo raste. 

Na osnovi sličnih argumenata dolazimo do 
principa djelovanja električnog ispravljača, 
kao što je obična dioda, time što umjesto 
zakretnog momenta imamo električno polje, 
a umjesto kutne brzine imamo struju. Kri- 
vulje koje prikazuju odnos struje i napona 
izgledaju slične onoj na slici 11.29a što nije 
za čuditi se; ono što smo gore opisali upravo 
je »mehanički ispravljač"! 

Na kraju primjećujemo da, ako uklonimo 
uteg s našeg „mehaničkog іѕргау1јаёа” i rad 
same naprave analiziramo za režim rada gdje 
je Tə > Ti, naprava će se krenuti natraške! 
To je zbog toga što će tada zapornica, pri- 
likom skakutanja i vraćanja na kosi zubac 
prenositi rad opruge klizanjem niz kosinu 
zupca (pretpostavljamo da nema trenja iz- 
među zapornice i zupca, jer je mašina rever- 
zibilna). Ovo vrijedi općenito za sve slične 
naprave, bile one stvarne ili hipotetičke. 

Jedna od takvih, hipotetičkih, naprava je 
tzv. ,Mazwellov Demon", zamišljeni stvor 
koji otvara i zatvara ventil između dviju 
posuda s plinom kad ugleda brzu (vruću), 
odnosno sporu (hladnu) molekulu koja juri 
prema ventilu (Slika 11.22 ). Na taj način 
Demon „ргебоёі” hladni plin u jednu, od- 
nosno topli, u drugu posudu. Ovakvo ,,od- 
mješanje? brzih i sporih molekula (ili uosta- 
lom, bilo kakvo ,odmješanje nereda") kršilo 
bi II. Zakon termodinamike. Ali odmah vi- 
dimo da bi Demon morao biti nanoskopskih 
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dimenzija pa i sam biti podložan termal- 
nom neredu i stoga bi njegovo otvaranje i 
zatvaranje ventila bilo nasumično. 


А ув 


0 


Slika 11.30: Maxwellov Demon 


Što se pak naše mehaničke naprave tiče, 
kao i svih sličnih njoj, ona će se kretati u 
oba smjera u ovisnosti o tome je li To > Ti, 
ili obrnuto. Na ovom principu zasniva se 
cijela termodinamika, 


11.7.3 Reverzibilnost i ireverzibilnost 


Uvjerili smo se, na osnovi Carnotovih argu- 
menata, da ne postoji mašina koja će se na 
istoj temperaturi okretati u jednom smjeru 
i vršiti rad putem kružnog procesa. Ovu 
činjenicu možemo utvrditi također koristeći 
se zakonima mehanike. 

Sila je produkt mase i akceleracije. U 
skupu čestica, sila na svaku česticu može 
biti više ili manje složena funkcija položaja 
svih ostalih čestica. Naravno, ima slučajeva, 
kao u elektromagnetizmu, da sila ovisi i o 
brzini čestica, ali promatrajmo za sada samo 
»Jjednostavne" slučajeve, npr. gravitacijske 
sile, gdje sila na česticu ovisi o položaju 
svih čestica. Pretpostavimo da smo našli 
rješenje za jednadžbu gibanja 2 (t) za svaku 
česticu. Kompliciran sistem implicira kom- 
plicirana rješenja, no jedno je sigurno: svaka 
kombinacija rješenja biti će prije ili poslije 
ispunjena, tj. bez obzira kakvu kombinaciju 
21 (t), £2 (t), ....2 (t) zamislimo, sistem će 
(ako dovoljno dugo čekamo) tu kombinaciju 
realizirati. Sistem, kao da želi „iskušati” sve 
mogućnosti koje su mu dostupne. Ovo se, 
dakako, odnosi na složene sisteme, jer vrlo 
jednostavni sistem ne mora sva rješenja ,,is- 
kušati" u dogledno vrijeme (npr. ako jedan 
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atom promatramo u vakuumu Svemira i sl.). 

Naša rješenja imaju još jednu osobinu: ako 
u funkciji x = f (t) zamijenimo t s —t, imamo 
opet valjano rješenje. Ovo slijedi iz činjenice 
što jednadžba za silu implicira drugu deri- 
vaciju položaja po vremenu pa supstitucija 
t > —t ne uvodi nikakvu promjenu. Ako је 
sistem dovoljno složen, kretanje u jednom 
i u drugom smjeru postaje „гаупоргаупо”; 
složena mašina ne odabire jedan smjer radije 
od drugoga. Je li ovo uvijek istina? Postoje 
slučajevi gdje to, prividno, nije tako. Zamis- 
limo zvrk u prostoru. Ako krene u jednom 
smjeru, očekujemo da će nastaviti kretanje 
u tom smjeru zauvijek. Ovaj primjer, među- 
tim, nije pažljivo odabran, jer prisjetimo se 
da pojava zakretnog impulsa implicira tako- 
đer pojavu drugoga, jednakog i suprotnog 
smjera. Ovi smjerovi su „гаупоргаупі” u 
smislu naše definicije. Zaključujemo, dakle, 
da su zakoni mehanike simetrični s obzirom 
na tok vremena. 

Očito je, ipak, da svi procesi nisu rever- 
zibilni u što se možemo uvjeriti čim zami- 
ješamo vino i vodu. Bez obzira na vrijeme 
čekanja, vino i voda se neće ,odmiješati". 
Čovjek, zajedno sa životinjskim svijetom, 
stari i taj proces je ireverzibilan. Izgleda da 
ta “reverzibilnost ne proizlazi iz Newtonove 
mehanike, što smo malo prije spomenuli. No, 
ako bi svi zakoni fizike bili invarijantni na 
supstituciju t > —t onda bi i svi procesi, bar 
u principu, trebali biti reverzibilni. Ipak, 
eksperiment pokazuje da, na velikoj skali 
dimenzija, stvari se odvijaju ireverzibilno. 
Zašto? 

Upravo smo pokazali da, u termodinamici, 
princip koji implicira ireverzibilnost je za- 
kon povećanja entropije. Problem se, dakle, 
svodi na to da ovo povećanje entropije razu- 
mijemo putem zakona mehanike. To smo do- 
nekle već načinili tako što smo nemogućnost 
prelaska topline s hladnoga na toplo objas- 
nili mehaničkim modelom. Ireverzibilnost, 
kao da smo objasnili reverzibilnim zakonom! 
No, jesmo li? 

Pokušajmo promatrati entropiju na mi- 
kroskopskoj ili nanoskopskoj skali. To nije 
tako lako, ali uzmimo jedan primjer. Imamo 
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plin koji se sastoji od mnogo čestica, re- 
cimo atoma. Svaki atom ima svoju energiju. 
Suma svih tih energija daje nam ukupnu 
energiju plina. Ima li svaki atom i svoju 
vlastitu entropiju u smislu da suma svih 
tih entropija čini ukupnu entropiju sistema? 
Vidjeli smo da izotermalnom ekspanzijom 
dovodimo plinu toplinu i povećavamo entro- 
piju: 
AS = Nkln Ve 
Vi 

Ako, dakle, povećamo volumen plina za fak- 
tor 2, entropija se poveća za iznos Nkln2. 
Energija plina ostaje pri tome, dakako, ista. 
Pretpostavimo da imamo posudu s nepro- 
pusnom pregradom u sredini. U jednom od 
dva jednaka dijela posude su atomi plina 
A, dok su u drugome atomi plina B. Ako 
odstranimo pregradu, atomi plinova će se 
izmiješati. Kolika je promjena entropije? 
Ovo je lako izračunati, ali pretpostavimo da, 
umjesto nepropusne pregrade, imamo klip 
s rupama kroz koje se atomi plina A mogu 
provući, ali ne i atomi plina B. Ako klip 
povučemo kroz mješavinu na mjesto gdje je 
prije stajala pregrada, onda možemo reći da 
su se atomi plina B vratili u prijašnji pro- 
sječni položaj. Analognu proceduru možemo 
zamisliti i za drugi (ili bilo kakav) plin. To 
znači da se entropija svakog plina prilikom 
miješanja povećala za Nkln2, ili kln2 po 
atomu (ili molekuli). Povećanje entropije 
je, dakle, u vezi s dodatnim prostorom u 
kojemu se atom ili molekula može kretati. 
Ovo nas intrigira, jer je energija čestica os- 
tala ista; samo su se prostorne koordinate 
izmijenile. 

Ako miješanje čestica gledamo na mikro- 
skopskoj skali, vidimo da se ovaj ireverzibilni 
proces sastoji isključivo od reverzibilnih do- 
gađaja. Ako bismo snimili sudare pojedi- 
nih čestica hipotetičnom filmskom kamerom, 
mogli bismo zamisliti da gledamo snimku 
u smjeru vremena ili suprotno i obje ,,re- 
produkcije" bi izgledale jednako plauzibilne. 
Dakle, miješanje molekula, iako ireverzibilno 
na makroskopskoj skali, na molekularnoj iz- 
gleda reverzibilno. Zaključujemo, stoga, da 
je razlika između početnog stanja (plinovi 
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A i В odvojeni) i konačnoga (plinovi A i В 
pomiješani) stvar reda i nereda; počeli smo 
sa sistemom koji je bio više uređen, a završili 
sa sistemom koji je manje uređen. 


11.7.4 Red i entropija 

Očito je, iz prethodnoga, da se pitanje defi- 
nicije entropije, u temeljnom smislu, svodi 
na pitanje definicije reda i nereda u ,,fizi- 
kalnom'" smislu te riječi. Vratimo li se na 
prijašnji model posude s plinom, možemo 
zamisliti da smo volumen posude podijelili 
na male elemente. Ako imamo molekule A 
i B, na koliko načina ih možemo podijeliti 
među elementima tako da se sve čestice A 
nađu zajedno, a sve čestice В isto tako? S 
druge strane, na koliko načina možemo po- 
dijeliti čestice A i B među elemente na bilo 
koji način? Očito je ovaj drugi broj načina 
neusporedivo veći. Nered, dakle, mjerimo 
tako da promatramo broj načina na koje 
možemo smjestiti molekule (ili, općenitije, 
dijelove sistema) u nekom području prostora. 
Entropija je onda logaritam broja tih načina 
ili funkcije koja je proporcionalna tom broju. 
Ako promatramo dinamiku Svemira, očito 
je da se on razvija prema stanju većeg ne- 
reda pa mu i entropija stalno raste. Ujedno 
nam je i jasno zašto miješanje plinova na 
nanoskopskoj skali izgleda reverzibilno; to 
je zbog toga što, u tako malom volumenu, 
broj načina na koji možemo složiti molekule 
izgleda uglavnom ograničen i konstantan. 
Svaka molekula ima svoju brzinu i smjer 
pa sve izgleda ,,uredno", opetuje se, izgleda 
reverzibilno i, za vrlo male volumene, to i 
jest. 

Koliko nam je poznato, svi osnovni zakoni 
fizike su reverzibilni i, pogotovo na mikro- 
skopskoj skali, pokazali su se takvima. 1? 

U tom bi smislu ireverzibilnost dolazila od 
neprestanog prijelaza svih prirodnih sistema 


13Ne baš sasvim. Istraživanja kršenja СР invari- 
jantnosti već su davno (tokom šezdesetih) pokazala 
malo odstupanje, a u novije vrijeme slična odstupa- 
nja izmjerena su u raspadu B-mezona. Budući da 
invarijantnost na CPT mora biti očuvana, onda je 
očito da invarijantnost na T nije sasvim očuvana. 
Vidjet ćemo, na drugom mjestu, da bi ovo moglo 
biti objašnjenje misterije postojanja viška materije 
nad antimaterijom u Svemiru. 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


468 


11. Termodinamika 


iz stanja većeg u stanje manjeg reda, što 
implicira situaciju koja je izvan ekvilibrija. 
Uistinu, priroda je u stanju izvan ekvilibrija, 
a to je uostalom i razlog našeg nastajanja i 
postojanja, jer je to nužan uvjet života. 

Izvanravnotežno stanje Svemira može se 
donekle opisati putem modela mješavine pli- 
nova. Ako promatramo uzorak mješavine 
dovoljno dugo, postoji mogućnost da se pli- 
novi u jednom trenutku „odmiješaju”. Vjero- 
jatnost ovog ,odmiješanja" očito je obrnuto 
proporcionalna veličini uzorka koji proma- 
tramo. Zašto? Naprosto zato, jer čestice 
(ili dijelovi sistema) neprestano ,iskušavaju" 
sva moguća stanja i jedno od takvih može u 
jednom trenutku odgovarati „odmiješanom” 
uzorku. Analogno tome, relativno visok stu- 
panj reda u našem lokalnom Svemiru mogao 
bi biti samo ,,uzorak" jednog većeg i daleko 
neurednijeg Svemira. U kontekstu reverzibil- 
nosti vremena, ovakvo lokalno stanje visokog 
reda bila bi fluktuacija s obzirom na cjelo- 
kupni sistem i ta fluktuacija bi, kao takva, 
bila nasumična. Sva promatranja oko nas 
ukazuju na to da ovaj model lokalnog Sve- 
mira nije plauzibilan, već da je cijeli Svemir 
u stanju razvoja. Na ovo ukazuje i činje- 
nica da je vidljiv Svemir veoma velik!“; da 
se u lokalnom Svemiru radi o fluktuaciji, 
očekujemo da bismo to vidjeli i u drugim 
dijelovima vidljivog Svemira. 

Pretpostavljamo, dakle, da je sadašnje sta- 
nje Svemira ostatak prošlosti kada je bio još 
uređeniji. U prošlosti je Svemir imao malu 
entropiju koja se od tada stalno povećava. 
To je suština ireverzibilnosti svih procesa 
na makroskopskoj skali. Zbog toga biološki 
sistemi stare i umiru, zbog toga se sjećamo 
prošlosti, a ne budućnosti. 'To je ono što 
nazivamo „strijela vremena". 


14Opservabilni podaci s kraja 2024. godine pro- 
cjenjuju dijametar svemira na 9,3x101% svjetlosnih 
godina u kojemu se nalazi između 2x101! i 2x101? 
galaksija. Očekuje se da će brojni astrofizički tele- 
skopi pozicionirani unutar Sunčeva sustava u skoroj 
budućnosti moći napraviti i kvalitetnije procjene 
ovih brojeva.) 
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Valovi su usko vezani za oscilirajuće sisteme, 
no oni se pojavljuju, ne samo kao oscilacije 
u vremenskoj ovisnosti, već se šire prosto- 
rom, općenito u nekom mediju ili, u slučaju 
polja fundamentalnih sila, u vakuumu. Feno- 
men valova je, dakle, univerzalan i specijalni 
slučajevi koje ćemo promatrati opisani su 
na osnovi univerzalnih principa. U optici 
i elektromagnetizmu upoznali smo smo se 
s valovima i pojavama poput interferencije, 
ogiba itd. Pri tome smo se više držali opisa 
interferencije u prostoru nego u vremenu. U 
akustici, kao specijalnom slučaju valne me- 
hanike, interferencija u vremenu ima važnu 
ulogu pa ćemo se baviti i ovim načinom pro- 
matranja interferencije. Akustika proučava 
valove koji nastaju u medijima kao rezultat 
sila između čestica pa očekujemo da će se 
akustički fenomeni pojavljivati u plinovima, 
tekućinama i čvrstim tijelima, što je točno. 
Za razliku od fundamentalnih polja, u 
akustici imamo, dakle, posla sa silama koje 
ne promatramo kao fundamentalne, a dje- 
luju između čestica u medijima pa očeku- 
jemo da će brzina širenja valova biti ovisna 
o stanju određenog medija, kao i o načinu na 
koji se valovi u njemu šire. Očekujemo da će, 
za male pomake među česticama, oscilacije 
u mediju biti harmoničke, tj. da će valovi 
biti sinusoidalni, ali također da će kod veli- 
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kih perturbacija doći do nelinearnih pojava, 
kao što su udarni valovi, solitoni i ostale ne- 
linearne tvorevine. Očito je da proučavanje 
nelinearnih fenomena i ostalih specijalnih 
pojava djelovanja velikih sila na materiju 
(poput nadzvučnih sudara, detonacija i sl.) 
predstavljaju posebna poglavlja fizike u koja 
nećemo dublje ulaziti. Stoga ćemo neke od 
ovih fenomena samo kvalitativno i ,informa- 
tivno" opisati. Osnova proučavanja akustike 
će, dakle, biti sinusoidalni val. 

Akustička interferencija u vremenu je fe- 
nomen koji je praktički stalno prisutan pa 
je razumno da ga najprije opišemo kao po- 
lazište svih daljih proučavanja. Ako npr. 
slušamo čiste sinusoidalne valove koji dolaze 
iz dvaju izvora i razlikuju se u frekvenciji za 
mali iznos, čut ćemo ,,udare", tj. jednolike 
oscilacije intenziteta zvuka. Ove oscilacije 
dolaze od toga što je interferencija valova, 
malo različitih frekvencija mjestimično pozi- 
tivna, a mjestimično negativna (Slika 12.1) i 
tipičan je primjer interferencije u vremenu. 

Valovi zvuka u zraku primjer su longitu- 
dinalnih valova, tj. valova u kojima čestice 
medija osciliraju u smjeru širenja vala. U 
medijima poput zraka i tekućina ovo su je- 
dini mogući valovi. U čvrstim tijelima, me- 
đutim, možemo imati, uz longitudinalne, i 
transverzalne valove, tj. one kod kojih čes- 
tice medija osciliraju u smjeru ortogonalnom 
na smjer širenja vala. Valovi na vodi (ili bilo 
kojoj, ne odviše viskoznoj, tekućini) speci- 
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Slika 12.1: Interferencija u vremenu dvaju 
izvora zvuka s malo različitim frekvencijama 
rezultira udarima. 


jalni su primjer transverzalnih valova (za- 
pravo ,,kvazi-transverzalnih", kako ćemo vi- 
djeti) kod kojih je povratna sila kombinacija 
gravitacijske i (naročito kod malih valnih 
dužina) sile površinske napetosti. Postoje 
pojave koje sadrže obje vrste valova, kao 
npr. potresi, ali to je specijalni slučaj valova 
u čvrstim medijima gdje se obje vrste valova 
mogu pojaviti. 

U kvantnoj mehanici također susrećemo 
valove, kroz npr. amplitude vjerojatnosti, 
tj. „valove čestice" čija je frekvencija propor- 
cionalna energiji, a valni broj impulsu. U 
čvrstim tijelima, kvantne oscilacije kristalne 
rešetke nazivamo fononi. 

Općenito, brzina širenja vala može biti 
funkcija frekvencije, pa čak i amplitude, ali 
je najjednostavnije promatrati valne feno- 
mene u kojima je brzina vala neovisna o 
frekvenciji i (u razumnim granicama) ampli- 
tudi. Ovo je u prvom redu slučaj za elek- 
tromagnetske valove u vakuumu i za valove 
zvuka u homogenom mediju kao što je mi- 
ran zrak i ostali ,obični" mediji. (Kad to 
ne bi bio slučaj za elektromagnetske valove, 
svjetlost bi se u prostoru razložila na boje, 
a kod zvuka bismo imali razlučivanje krat- 
kog i reskog zvuka u niz tonova). Valovi na 
vodi, međutim, kreću se različitim brzinama 
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u ovisnosti o frekvenciji i dubini vode. 

Kad smo promatrali elektromagnetske va- 
love, vidjeli smo da ih možemo analizirati 
kao posljedicu akceleracije naboja, nakon 
čega se njihovo djelovanje očituje kao sila 
na neki drugi naboj u prostoru. Ovakvim 
načinom promatranja izbjegavamo stvara- 
nje neke ,,predodžbe" o tome kako elektro- 
magnetski val , izgleda". Vidjeli smo da je 
to, iz niza razloga, bilo dobro. U akustici, 
zvuk se prenosi preko medija, kao što je pri- 
mjerice zrak pa je bitno da zvuk ne samo 
,predočimo" već da upoznamo detalje kako 
se čestice medija giblju. Proces nastanka 
i kretanja zvuka trebao bi onda biti objaš- 
njiv putem zakona mehanike. Akustika je, 
dakle, u osnovi, grana mehanike i može se 
analizirati u kontekstu Newtonove dinamike. 


12.1.2 Ргорарасіја zvuka 


Zvuk nastaje kao posljedica relativno nagle 
promjene lokalnog tlaka u mediju i širi se 
od mjesta nastanka nekom konstantnom br- 
zinom koja ovisi o osobinama medija. U 
mediju možemo, u specijalnim okolnostima 
(rubnim uvjetima), imati i stojne valove, no 
njih lako objasnimo superpozicijom ,,obič- 
nih", ,putujućih valova". Каа promjenu 
tlaka koja izaziva zvuk nazivamo ,,naglom", 
mislimo na pomak neke mase medija koji 
je dovoljno brz da medij nema vremena pri- 
jeći u strujanje oko izvora koji proizvodi 
zvuk, već biva lokalno stlačen. Taj lokalni 
tlak onda izaziva pomak čestica medija u 
neposrednoj okolini izvora, a ove opet taj 
pomak propagiraju (šire) dalje. U slučaju 
izvora zvuka u zraku, najčešće se radi o vi- 
bracijama nekog čvrstog tijela koje izaziva 
lokalne promjene tlaka zraka. 

Kako sastaviti jednadžbu gibanja ovakvog 
vala? U prvom redu valja znati koliki je 
pomak čestica zraka u trenutku nastajanja 
vala. Zatim moramo također znati kolika je 
bila promjena tlaka nastala kao rezultat po- 
maka zračne mase, kao i ovisnost promjene 
gustoće zraka o promjeni tlaka. Ako znamo 
ovisnost pomaka o vremenu, imat ćemo in- 
formaciju o brzinama i akceleraciji čestica 
zraka. Odmah vidimo da nastanak vala im- 
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plicira posebne uvjete. Da bi izvjesna masa 
molekula zraka, koja biva ubrzana od strane 
tijela koje generira zvuk, predala svoj im- 
puls drugoj masi zraka, a ova opet dalje, 
prostor u kojemu se odvija promjena tlaka 
(ili brzine čestica) mora biti znatno veći od 
udaljenosti koje čestica zraka prijeđe prije 
nego što preda svoj impuls drugoj čestici. 
Drugim riječima, srednji slobodni put u me- 
diju (ovdje zraku) treba biti mnogo manji 
od valne dužine nastalog zvuka. Kad to ne 
bi bio slučaj, čestice bi se „prelijevale” iz 
, brda" u „dolinu” vala i ovaj bi odmah bio 
„razmazan” u prostoru. 

Da bismo, dakle, opisali val u mediju, slu- 
žimo se makroskopskim opisom medija, tj. 
ne opisujemo pokrete pojedinih molekula, 
već govorimo o elementima volumena me- 
dija i sl. Pri tome pretpostavljamo, naravno, 
da je medij uglavnom homogen, tj. da nje- 
gove fizikalne osobine ne variraju znatno s 
udaljenošću. 


12.1.3 Valna jednadžba i njena rješenja 


Na osnovu modela kojim opisujemo nasta- 
nak zvučnih valova, možemo pretpostaviti 
da oni nastaju uslijed niza promjena koje se 
odvijaju ovim redom: 
I. BRZI POKRET MASE PLINA MIJENJA 
LOKALNU GUSTOĆU 
II. PROMJENA GUSTOĆE IMPLICIRA PRO- 
MJENU TLAKA 
PROMJENA TLAKA DOVODI DO POKRE- 
TANJA MASE PLINA 
Pretpostavimo da je u stanju ekvilibrija 
(tj. u „mirnom” stanju) tlak u mediju Ру, a 
gustoća po. Prikažimo funkcionalnu ovisnost 
tlaka o gustoći kao P = f(p). Kod većine 
akustičkih pojava promjene tlaka su male i 
mjere se u desetinkama mikrobara odnosno 
u paskalima.! 


III. 


1Pa = N/m? = 107 7 


1равКа1 (međunarodni naziv pascal, po Blaiseu 
Pascalu) (znak Pa), mjerna jedinica tlaka i napre- 
zanja, izvedena jedinica Međunarodnoga sustava 
jedinica; poseban je naziv za njutn po četvornome 
metru (Pa = N/m?). Određen je silom od 1 N koja 
okomito tlači površinu ploštine 1 m2. 
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Budući da je osjetljivost ljudskog uha 
na jakost zvuka približno logaritamska, to se 
za uspoređivanje intenziteta zvuka koristimo 
prikladnom logaritamskom skalom u mjer- 
nim jedinicama koje nazivamo decibel. De- 
cibel (oznaka dB) je decimalni nižekratnik 
brojčane mjerne jedinice bel (14B=0,1B) 
iznimno dopuštene izvan Međunarodnoga 
sustava jedinica. Bel je jedinica razine neke 
fizikalne veličine, npr. razine snage, električ- 
noga napona, električne struje ili pak jakosti 
zvuka.? Jakost zvuka (I) je fizikalna mjerna 
veličina koja opisuje energiju zvučnog vala 
„ргепеѕепи” u nekom vremenskom razdoblju 
(intervalu) kroz površinu okomitu na smjer 
širenja vala. Mjerna joj je jedinica stoga 
vat po kvadratnom metru (W/m*). Tako 
primjerice, ako je jakost zvuka prvog izvora 
10 ili 100 ili 1000 puta veća (ili manja) od 
jakosti zvuka drugog izvora, tada je razina 
jakosti zvuka prvog izvora za 10 ili 20 ili 30 
dB veća (ili manja) od razine zvuka drugog 
izvora. 


Dakle, jednim decibelom nazivamo onaj 
omjer jakosti izvora Г ول‎ za koji je vrijed- 
nost razine L u jednadžbi L=10-10g19(12/11) 
jednaka jedinici. U akustici za referentni in- 
tenzitet uzimamo tzv. prag čujnosti ljudskog 
uha. Pragom čujnosti nazivamo najmanju 
jakost zvuka koju ljudsko uho može čuti i 
ona iznosi око 1pW/m?. Naravno snaga 
prenesena zvukom ovisi o dvije ključna fizi- 
kalne veličine, o gustoći medija i varijaciji 
tlaka. Iskustveno je poznato da se zvukovi u 
gušćim medijima (vodi, drvu, željezu) čuju 
jasnije. Ako je riječ o zraku na standard- 
noj temperaturi i tlaku već spomenuti refe- 
rentni prag čujnosti definiran snagom izvora 
možemo smijeniti s referentnim graničnim 
tlakom osjetljivosti našeg uha. On iznosi 


2Usko vezano uz jedinicu za razinu neke fizikalne 
veličine bel je i jedinica neper (prema škotskom 
matematičaru Johnu Napieru, (?1550.-1617.) de- 
finirana prirodnim logaritmom omjera, npr. L = 


№ (ځ) 2-5 
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20uPa odnosno Р, = 2 х 10-1%ar. Stoga ra- 
zinu jakosti zvuka I možemo definirati prema 
intenzitet akustičkog tlaka: 


IP 
== 201060 (2) db 


JE LATE 


Р. = 2 х 107 bar 


ČUJNOSTI */ 


Tisuću puta veći tlak, Р = 10-7 bara od- 
govara intenzitetu od 60 decibela (jer je 
108101000 = 3), а to je zvuk srednje jakosti. 
Napomenimo da P definiramo kao korijen 
srednjeg kvadrata tlaka, a to odgovara 1/V2 
vršnog tlaka. Zvuk od 120 db je već bolan 
za uho i smatra se gornjom granicom Za nor- 
malna akustička mjerenja. Kako vidimo, to 
odgovara tlaku оа Р = 10-4 bara, što je još 
uvijek mala promjena tlaka ako se prisjetimo 
da je atmosferski tlak  1bar.? 

Naravno, kod eksplozija mogu vršni tla- 
kovi daleko nadmašiti atmosferski, ali tu 
se pojavljuju novi efekti koji ne spadaju u 
, normalno" širenje zvuka.“ 

Vidimo, dakle, da možemo pisati 


P= Њ+Р. 1 р=ро+ре 


Isto tako 


Р = f(p) = f(po + pe) = f (po) +Pef'(po) 


3Standardna atmosfera (znak: atm) je stara 
mjerna jedinica za tlak. Prvotno je bila definirana 
kao tlak pri kojem visina stupca žive u barometru 
iznosi 760 mm, što je ujedno i tlak zraka izmjeren 
pri srednjoj razini mora na zemljopisnoj širini Pa- 
riza. Kako ta definicija ovisi i o gustoći žive, koja je 
također ovisna o tlaku, poslije je izmijenjena time 
da je propisan točan odnos prema paskalu: 1 atm 
= 101325 Pa = 1,01325 bar. 

“Riječ „detonacija” proizlazi iz radova Chapmana 
(> Chapman, 1899) i Jougeta, koji su se fenome- 
nima detonacija počeli baviti proučavajući eksplozije 
u rudnicima. Detonacija implicira širenje udarnog 
vala kroz medij i spada u područje tzv. reaktivne 
hidrodinamike (tj. putovanja, kroz medij, udarnog 
vala u kojemu nastaju egzotermne kemijske reak- 
cije). 

Udarni valovi u detonaciji čvrstih eksploziva pro- 
izvode tlakove reda 300 kbara (3x101% Pa) i putuju 
u mediju brzinama reda 7-10 km/s. 
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gdje je Po = /(ро), a f'(po) je derivacija 
f(po) kod p= po. Daljnji članovi jednadžbe 
nisu potrebni, jer je pe << ро. Možemo onda 
reći da je tlak Pe proporcionalan pe, tj. 


Pe = кре 


gdje je: 


Kako vidimo, ovisnost promjene tlaka o pro- 
mjeni gustoće vrlo je jednostavna. Ostaje 
nam sada da utvrdimo kakva je ovisnost 
promjene gustoće o pomaku mase plina. 

Možemo se, u tu svrhu, poslužiti jednos- 
tavnim modelom ravnog vala koji se širi zra- 
kom u smjeru x-osi (Slika 12.2). Pretposta- 
vimo da je x ravnotežni položaj neke čestice 
zraka. 


1 
1 
че X(x, t) ———! 
p— NOVI VOLUMEN 
nami 
1 1 
x+x(x,t) (х+Ах) + х(х+ Ах, 0) 


I 
I STARI VOLUMEN 
1 


1 
1 
х x+Ax 
1 
1 
1 
1 


а——— x(x + Ах, 0) —ач 
I 
1 I 


Slika 12.2: Istisnuti zrak kao funkcija )د‎ 
Izvorni volumen zraka za jedinicu površine 
ravnog vala je Az. 


Širenje vala proizvodi pomak te čestice 
iz ravnotežnog položaja i, u trenutku ё, taj 
je pomak jednak x(z,t), tako da je novi 
položaj čestice, u trenutku t, dan izrazom 
r+x(z,t). Susjedna masa zraka, čiji je rav- 
notežni položaj na mjestu 2 + Ат, također 
biva pomaknuta tako da joj novi položaj, 
u trenutku t, iznosi x + Ax + x(x + Ах, 6). 
Kako se radi o ravnom valu, koji se kreće 
u smjeru т, lako je naći promjenu gustoće 
u elementu mase zraka koji definiramo kao 
sloj zraka, jedinične površine, okomit na os 
x i debljine Ах u ravnotežnom stanju. Tada 
je količina zraka u tom volumenu jednaka 
PoAz. Val pomakne ovaj element zraka i pri 
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tome se njegov volumen promijeni, a time 
i gustoća, dok masa ostaje ista pa možemo 
pisati: 


poda = pleH Az+x(r+Az,t)—1—Xx(a,t)| 


gdje je p gustoća u trenutku t. Ako pret- 
postavimo da je pomak zračne mase malen, 
možemo pisati 


ANA 


pa je 


ооАх = р (Zazas) 
07 


Budući da је р = ро + pe, ovu jednadžbu 
možemo pisati kao: 


xX 
ро = (Po + ре) 5z + PO + ре 


ili 
لر لو‎ 
Pe=—P07, Peg 


S obzirom па male pomake, iznos خم‎ 


je malen u odnosu na po% pa ga možemo 
zanemariti. Tako konačno dobijemo 


Pe = ۳١ 


što smo i očekivali iz korištenog fizikalnog 
modela. Naravno, ako je ôx pozitivan, zrak 
se razrjeđuje pa je pe negativan. 
Jednadžbu gibanja možemo naći proma- 
tranjem djelovanja sile (koja nastaje od pro- 
mjene tlaka) na zračnu masu. Trebamo naći 
odnos između tlaka i sile. Kako smo vidjeli, 
masa plina u sloju (okomitom na os x) deb- 
ljine Az i jedinične površine, iznosi pgAz. 
Akceleracija ove mase je ax, jer je x njen 
pomak. Ako je Az malen, akceleracija se 
ne mijenja mnogo između prednje i stražnje 
strane sloja pa je sila na tu masu 0۵م‎ dana 
umnoškom poA a2. Sila, na jediničnu po- 
vršinu, koja proizvodi akceleraciju u smjeru 
х, je P(q,t), a sila koja se opire ovoj ak- 
celeraciji је P(x+A«,t) na mjestu z + Az 
(Slika 12.3). Razlika između ovih sila je 


P(z,t)— P(x+Az,t) = -2P ar 
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No, budući da je P = Po + Pe, to imamo 


ӨР ӨР, 

Ах = А 

07 И дт : 

Jednadžba gibanja proizlazi iz 
07 _ Pe 
Рэв Oz 
و‎ = 

Воо CE ДОО P(xHAX,t) 
سا‎ X 

— — 
mo => | ш 


Slika 12.3: Ukupna sila u pozitivnom x- 
smjeru koji stvara pritisak koji djeluje na 
jedinicu površine okomito na x 


Vidjeli smo također da је Pe = кре ра 
jednadžbu možemo pisati і kao 


д?х = дре 
Po 2 дт 
ali Pe = —ро ox iz čega dobivamo jednadžbu 
89% x 
at? дл? 
Која se češće piše u obliku 
aa 
ðr? e ot? 


gdje je с2 = к. Već smo vidjeli da je ovo 
poznati oblik valne jednadžbe, a ova kon- 
kretna se odnosi na val zvuka u mediju. 
Rješenja jednadžbe moraju pokazivati sve 
osobine zvuka, kao što je npr. princip su- 
perpozicije, konstantna brzina (neovisna o 
frekvenciji) i reverzibilnost smjera gibanja. 
Pretpostavljamo da rješenje jednadžbe ima 
oblik z (x,t) = f (x — vt), što je očito, ako je 
v= cz. Zakoni mehanike dovode nas, dakle, 
do zaključka da se zvuk širi brzinom cz. Bu- 
dući da је cz = yk vidimo da je 
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Dakle, brzina zvuka je povezana s osobinama 
medija. Naravno, budući da druga deriva- 
cija x(x,t) sadrži v?, to znači da promjena 
predznaka v u rješenju za x ne mijenja oblik 
jednadžbe pa ona predstavlja kretanje zvuka 
u oba smjera. 

Lako se osvjedočimo da valna jednadžba 
zadovoljava princip superpozicije. Pretpos- 
tavimo da imamo dva rješenja, X1 i X2. Za- 
dovoljava li njihova suma, x = x1 + X2, valnu 
jednadžbu? Očito da jest, jer је deriva- 
cija x po x i po t jednaka sumi derivacija 
xı i X2 po istim varijablama, tj. ako je 
x(2,t) = х1 (x,t) +X2 (x,t), onda je 


02x _ д?х\ б д? хә 

ðr? 022 дл? 
Као što је i 

д°х _ д?х\ % д? хә 

0۸2 02 5 


Budući da se derivacije X1 i X2 po prostoru 
i po vremenu razlikuju za faktor 4, to je 


očito da i za x vrijedi relacija 


07 


ðr? 


1 82x 
с2 at? 


što je, dakako, posljedica linearnosti ovih 
diferencijalnih jednadžbi. 


12.1.4 Brzina zvuka 


Vidjeli smo da je brzina zvuka funkcija oso- 
bine materijala medija: 


iz čega je očito i to da će ova osobina ovisiti 
o temperaturi. No, na danoj temperaturi, 
izračunavanje brzine povlači za sobom i po- 
trebu da znamo kako se mijenja temperatura 
za vrijeme kompresije i dilatacije medija, jer 
bez toga ne možemo izračunati derivaciju 
na desnoj strani jednadžbe. 

Iz argumenata termodinamike možemo 
zaključiti da će kompresija u zvučnom valu 
biti adijabatska, jer su promjene brze. Kod 
normalnog tlaka i temperature, brzine mo- 
lekula su doduše velike (reda km/sek), ali 
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je srednji slobodni put malen pa će difuzija 
topline biti spora u usporedbi s brzinom ko- 
jom se tlak mijenja. (Zanimljivo je da je 
Newton pretpostavio suprotno, tj. da se 
promjena odvija izotermno i tako dobio po- 
grešan rezultat. Laplace je kasnije dobio 
točan rezultat, pretpostavivši adijabatsku 
kompresiju!). Ovo je točno, jer je valna 
dužina zvuka mnogo veća od srednjeg slo- 
bodnog puta molekula (izuzev, možda, u 
dalekom ultrazvučnom području, kojim se 
ovdje nećemo baviti). 

Promjena tlaka nije, ipak, sasvim adija- 
batska i toplina difundira ponešto iz podru- 
čja višeg tlaka u područje nižega, što do- 
vodi do atenuacije (slabljenja) vala. Što 
je frekvencija viša, to je i atenuacija veća, 
ali ozbiljne atenuacije se javljaju tek u po- 
dručju ultrazvuka. Jednadžba adijabatske 
promjene je PV" = konst. ра iz toga slijedi 
da је P = konst.p", što nam daje: 


2 سنا‎ = йү. 


== = =ykonst.p? 

dp p т u 
jer PV = МЕТ, а pV = Nm, gdje je m masa 
molekule plina, a u је molekularna težina. 
Ovaj rezultat pokazuje da brzina zvuka ovisi 
samo o temperaturi za dani plin i ne ovisi 
o tlaku ili gustoći. Budući da postoji odnos 
između temperature plina i srednje brzine 
molekula: 


1 
kT = zmo’) ILI БЕТ = smio?) 


možemo pisati 


TO 


Vidimo, dakle, da je brzina zvuka nešto niža 
od srednje brzine molekula. To smo donekle 
mogli i očekivati. Naime, pomak mase plina 
mora se širiti tako da ga prenose molekule 
putem sudara s drugim molekulama. S obzi- 
rom na različite smjerove kretanja molekula 
u prostoru, razumno je očekivati da će biti 
Cz له‎ 20. 
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12.2.1 Zbrajanje valova ne 
Kod proučavanja interferencije elektromag- UA A A A A A A A A 
netskih valova, posebno svjetlosti, od pri- MERU 


marnoga interesa je promatranje prostorne 
interferencije valova iste frekvencije. Razlog 
je u tome što bi promatranje interferencije 
valova različite frekvencije bilo teško, jer se 
efekti od interesa pojavljuju samo pri vrlo 
malim razlikama u frekvenciji. Moderne la- 
serske tehnike to uistinu omogućavaju, ali 
ti slučajevi su ipak od ograničenog interesa. 
Kod zvuka, naprotiv, male razlike u frekven- 
cijama valova često se pojavljuju i superpozi- 
cija ovakvih valova dovodi do posebne audi- 
torne pojave interferencije koju nazivamo 
udarima. [Ovaj naziv , udari" (eng. beat) 
valja dobro razlikovati od pojma ,udarni 
val" (eng. shock wave) jer se radi o posve 
različitim fenomenima!l. 

Matematička formulacija fenomena je vrlo 
jednostavna. Problem se svodi na suma- 
ciju dvaju valova koje možemo izraziti kao 
Ае? i Aoe'“2t, Sumacija nam daje 


Ауе?! J Age'“2t 


; = = 
= ez(wir+uw2)t Ае 2001-92) 


5 (01-962) 


Дуе 


u što se možemo lako uvjeriti faktorizacijom. 
Ako pretpostavimo da je Ду = A2 i uzmemo 
realni dio izraza, onda se analiza svodi na 
promatranje sume 
cosw1t + coswat 
1 1 
= 2 cos 3 (иол Рио) t cos 3 (w1 — wa)t 


Ako se radi o bliskim frekvencijama, w1 я w2, 
onda $(w1+w2) = ш, dok је (w1 — w2) < 
w. Rezultat se dade prikazati grafičkom 
sumacijom amplituda (Slika 12.4). Zvuk 
koji čujemo ima frekvenciju oko wi ili wə 
dok se amplituda mijenja od vrlo male do 
maksimalne, frekvencijom (w1 — w2). 

Zašto frekvencijom (ил — w2), a пе 
frekvencijom 2 (ил —w2)? Gornja jed- 
nadžba nam pokazuje da je plašt ampli- 
tuda sume cosw1t+ coswat definiran dvjema 
kosinusnim funkcijama čija je frekvencija 
4 (ил — w2). Опо što čujemo је zvuk koji 
pulsira frekvencijom (w1 — w2). 
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Slika 12.4: Superpozicija dva kosinusna vala 
s frekvencijama u omjeru 8:10. Precizno 
ponavljanje uzorka unutar svakog „takta” 
nije tipično za opći slučaj. 


12.2.2 Modulacija 


Frekvenciju modulacije možemo lako dobiti 
iz jednadžbe intenziteta: 


I= A? + A + 2A1 A9 COS (ол = wo)t 


Vidimo da intenzitet pulsira frekvencijom 
(w1—w2). Naravno, ako je A1 £ A2, onda 
minimum nije nula, već ima neku određenu 
vrijednost. Grafički se to može prikazati 
rotirajućim vektorima, što smo već ranije 
koristili(Slika 12.5). 


0=0=0 


A2 


Slika 12.5: Rezultat sumacije dva komplek- 
sna vektora jednake frekvencije 


Prikažemo li, međutim, sumaciju valova 
Ajei“it 1 Agef“2t kao vektore Ду i Дә koji 
rotiraju, dok ih promatramo tako da A2 ro- 
tira oko vrha Ати sustavu gdje ovaj drugi 
miruje, onda dobijemo seriju položaja re- 
zultante koja prikazuje udare (Slika 12.6). 
Kutna brzina između vektora je, dakako, 
(W1 з шо). 

Ovo je u biti princip amplitudne modula- 
cije kod tradicionalnih radio komunikacija 
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Slika 12.6: Rezultat sumacije dva složena 
vektora nejednake frekvencije viđena iz roti- 
rajućeg sustava jednog od njih. Prikazano je 
devet uzastopnih položaja sporo rotirajućeg 
vektora. 


koje se postepeno zamjenjuju drugim princi- 
pima modulacije, poput frekventne, kodne i 
sl. Kod amplitudne modulacije, radiostanica 
emitira val nosioc moduliran onom frekven- 
cijom koja odgovara zvuku govora ili glazbe 
koji se prenosi. U prijemniku se informa- 
cija, koju nosi plašt vala nosioca, pojačava i 
reproducira kroz zvučnik (Slika 12.7). 


Slika 12.7: Modulacija vala nosioca 


12.2.3 Frekventni pojas 


Kako modulacija vala predstavlja zapravo bi- 
tan način analognog prenošenja informacija, 
pogledajmo pobliže što taj problem impli- 
cira. Modulirani val može se matematički 
prikazati kao neka funkcija 


S = (а + bcoswmt)coswnt 


Matematički, ovo je isto što i 
1 
S = acoswnt + 50008 (wn + wm)t 


1 
+ zvcos (wn — Wm) t 
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Vidimo da sistem odašilje u eter val koji se 
sastoji od sume triju superponiranih valova 
čije su frekvencije wn, (Wn Бо) і (wn от). 
Kad bismo analizirali spektar radiovala koji 
prenosi čisti audio-ton frekvencije wm, našli 
bismo tri vala čiji bi intenziteti bili propor- 
cionalni s b? kod frekvencija (wn +wm) i 
(иһ — Wm) i s a? kod frekvencije wn. Da 
bi radiopostaja mogla nesmetano funkcioni- 
rati, potreban joj je frekventni pojas od 
2(Wm) max» gdje (от), „ах može iznositi 18- 
20 KHz. Kod prijenosa televizijskih pro- 
grama, količina informacija je tolika da bi 
ovaj pojas morao biti širok oko 6 MHz. 


U tehnici amplitudne modulacije koristi 
se činjenica da su informacije identične sa 
svake strane pojasa oko wp. Naime, val 
bcos (wn — wm) nosi istu informaciju Као i 
val bcos (оъ Раљ). Elektronički se, dakle, 
jedna polovina valnog pojasa eliminira da 
bi se smanjila frekventna zauzetost komu- 
nikacija. Tako se koristi samo dio pojasa 
između wn i wn +wm (ili wn — wm). U stari- 
jim superheterodinskim sistemima, koji još 
uvijek preživljavaju na lokalnoj razini, ova se 
tehnika ne koristi pa je „lokalni eter” često 
opterećen smetnjama susjednih stanica. 


Kod frekventne modulacije, frekvencija in- 
formacije, npr. zvuka, pribraja se, odnosno 
odbija, od frekvencije vala nosioca. Nije 
teško vidjeti prednosti ove tehnike; na taj 
način se frekventni pojas smanjuje, a uz to se 
eliminiraju i smetnje atmosferskih električ- 
nih šumova, karakteristične za amplitudnu 
modulaciju. Što više, princip frekventne mo- 
dulacije prilagodljiv je tehnikama visokih 
frekvencija pa se u video komunikacijama 
(na udaljenostima koje su dostupne pravoli- 
nijskom putu valova) često koristi. 


Zbog problema frekventnog opterećenja 
sistema komunikacija i niza drugih razloga, u 
novije vrijeme pribjegava se sve više tehnici 
digitalne transmisije informacija. Iako su 
principi ove tehnike jednostavni (informacija 
se prikaže digitalno i transmitira kao niz 
binarnih podataka) sami tehnički detalji su 
složeni i ne spadaju u temu kojom se ovdje 
bavimo. 
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12.2.4 Lokalizirani valni paketi 


Promatrajmo sada interfernciju valova u 
prostoru i vremenu. Val u prostoru možemo 
općenito prikazati izrazom poput Ae'lwt—kz) 
Iako to ne mora biti posvuda tako, ovaj izraz 
je rješenje valne jednadžbe ukoliko je w = ck, 
gdje je c brzina vala u prostoru. Općenita 
funkcija f(x— ct) koju smo ranije koristili 
može biti i Дейк (2—0), 

Pretpostavimo da dva ovakva vala interfe- 
riraju u prostoru. Pretpostavimo, nadalje, 
zbog jednostavnosti, da su im amplitude jed- 
nake. Tada imamo problem sumiranja dviju 
funkcija: 


ei(wit-ki2) ې‎ ei(w2t—k2x) 
= е5101+02)2—(к1+Ка)а] 


x С [(W1—w2)t—(ki—k2)z] 


+e i [(w1—w2)t- (kı a 


Pretpostavimo, kao i ranije, da je w1 209 ته‎ 
ш і kı% Ко яе k. Tada je fazna brzina 


ki xko xk 


UFE uz 


k 


Ш Zw Xw 1 


Međutim, brzina plašta modulacije je 


Aw‏ وېن 


MO hka ДЕ 


Ovo se naziva grupna brzina. U graničnom 
slučaju malih razlika шу — w2 i kı — ko imamo 


== 
™ ак 


Grupna brzina je derivacija w ро k. Plašt 
putuje različitom brzinom od faze vala. U to 
se možemo uvjeriti ako zamislimo da jašimo 
na kresti vala pored kojega putuje val malo 
različite frekvencije. Kreste (ili nodovi) dru- 
gog vala promiču pored nas prema naprijed 
ili natrag. Ako promicanje susjedne kreste 
povežemo s promicanjem kreste plašta, onda 
vidimo da je vf £ و‎ 

Pretpostavimo sada da je odnos između 
frekvencije i valnog broja malo složeniji. U 
slučaju svjetlosti, vidjeli smo da, u prisut- 
nosti indeksa loma, imamo odnos k = = 
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U svakom slučaju, znamo da je fazna brzina, 
po definiciji, dana izrazom 


Uf = k 
jer to je brzina kojom se faza (primjerice, 
kresta) kreće prostorom. Kako je vy tako- 
đer jednak c/n u slučaju svjetlosti, a n je 
za x-zrake manji od jedan, znači li to da je 
vf >c? No, signal se ne može kretati pros- 
torom brzinom većom od c, jer se to protivi 
principu kauzalnosti. U to se možemo uvje- 
riti. Pretpostavimo da je k = nw/c i da je 
n=1—a/w?. Za x-zrake је a = №2 /2є60т 
(ovdje smo uzeli da je w >> шо). Tada je 


Također je 

dk 1 ( 1+ а ) 

dw с ш? 
Grupna brzina Um je recipročna vrijednost 
ovoga, tj. 


dw _ с 
dk (+) 


Vidimo da је vm uvijek manji оа с! Dakako, 
ako је w = kc, onda je i Um = с. 


12.2.5 Amplituda vjerojatnosti za čestice 
Interesantno je provjeriti je li koncept 
grupne brzine primjenjiv na kvantne pojave, 
posebno u svezi s propagacijom čestica u 
prostoru. 

Vidjeli smo da amplituda vjerojatnosti 
nalaženja čestice negdje u prostoru može 
biti, u najjednostavnijem obliku, izražena 
kao ravni val u jednoj dimenziji: 


р = Aet(wt-ka2) 


gdje w odgovara klasičnoj energiji Е = hw, 
a ky je valni broj vezan uz impuls relacijom 
P= ҺЕ. Ako znamo točno iznos kz, onda 
znamo točno i рь, ра је у ravni val i vjero- 
jatnost nalaženja čestice bilo gdje na osi 2 
je ista. Ta vjerojatnost je by* = А?, a to je 
konstanta. 
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Pretpostavimo, međutim, da je vjerojat- 
nost postojanja čestice na nekom mjestu rela- 
tivno velika, tj. znamo da se ona mora nala- 
ziti u nekom području prostora. Tada je mo- 
žemo predočiti kao amplitudu +, Која opće- 
nito nije jednostavna funkcija, većima oblik 
lokaliziranog valnog paketa (Slika 12.8). 


Slika 12.8: Lokalizirani valni paket 


Budući da je vjerojatnost nalaženja čestice 
na nekom mjestu jednaka kvadratu ampli- 
tude vjerojatnosti » (ж), to je najvjerojatnije 
da će se čestica nalaziti negdje blizu centra 
valnog paketa. Naravno, paket se kreće pros- 
torom pa će čestica, nakon nekog vremena, 
biti negdje drugdje na osi 2, ali opet loci- 
rana kod centra valnog paketa. Klasično 
promatrano, kažemo da čestica ima brzinu i 
impuls u svom kretanju prostorom. 

Ako postoji veza između ovih dvaju načina 
promatranja, klasičnoga i kvantnog, očeku- 
jemo da će postojati odnos između grupne 
brzine paketa i klasične brzine čestice. To 
je istina i u to se možemo uvjeriti. Vidjeli 
smo da klasična slika daje odnos energije i 
impulsa: 


Е? — р?‹? = т?л 
Supstitucijom E = ħw i p= lik trebali bismo 
dobiti relaciju 


hw? 


е -RK me 
č 


koja je konzistentna u kvantnoj mehanici. 
Rješenje za w je 


mee 
== 
w = A| k? + 77 


Budući da fazna brzina iznosi 7, ona je opet 
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ovdje veća od c. No, derivacija = daje 


dw _ Ес _ c2k 
dk k2+ тое” wW 
Isto tako 
k p К с2р 
— = — IZ CEGA U. = —— 
w Е 8 


Ali, u klasičnoj slici с2р/ E = о, ako se sje- 
timo da je 


v2 v2 
1-% I= 22 
Dakle, klasična brzina čestice odgovara grup- 


noj brzini vm, što i očekujemo, ako česticu 
identificiramo s valnim paketom. 


12.2.6 Trodimenzionalni valovi 


Vidjeli smo da je, za x-smjer, oblik valne 
jednadžbe bio 


X 18X 
ðr? ئم‎ 2 


Ovo je opći oblik valne jednadžbe i vri- 
jedi za bilo kakav jednodimenzionalni val, 
dok je с, brzina vala u danim okolnostima. 
Iako je valna jednadžba za pomak X, ona 
vrijedi i za tlak Pe, kao i za gustoću pe. 
Vidjeli smo da je rješenje ove valne jed- 
nadžbe X = Хуе 2), U trodimenzi- 
onalnom prostoru očekujemo da će rješenje 
biti X = Xgef(et—k-?), što možemo vidjeti 
ako napišemo cijelu jednadžbu i supstitu- 
iramo: 


х ах 0X 
дї? ду? و‎ 


1 8X 
с2 ot? 


=0 


w2 
k2 X — k3 X — k2 X +=X =0 


iz čega slijedi 


što znamo da mora biti. 
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U kvantnoj mehanici, trodimenzionalni 
val, koji predstavlja česticu, ima oblik koji 
odgovara drukčijoj relaciji između k, ci w, 
tj. onoj koju dobijemo eliminacijom v iz 
jednadžbi 


v 
l= 7 


a to je 
Е? — р?‹? = mžeć 


i supstituirajući Е = tw ір = hk, što nam 
daje 


hw? w? т?с 


aj‏ رلا سا 
ЋК = тс ili ke‏ = 


No, valna jednadžba koja odgovara ovome 
izgleda ovako: 
اه سا‎ gi 02v 
0x2 ду? 022 


1 90% me 
202 m ٧ 


Jednadžba je, kako vidimo, relativističkog 
oblika, jer na lijevoj strani ima koordinate 
T,Yy,2,,t. Rješenje jednadžbe je, kako znamo 


р = ype l Ht ®) 


što odgovara slobodnoj čestici u trodimen- 
zionalnom prostoru. Naravno, princip su- 
perpozicije vrijedi i u ovom slučaju pa se i 
sistem od više čestica može opisati valnom 
jednadžbom istog oblika. 


12.2.7 Superpozicija kao način opisa gi- 
banja 
Postoje brojni zanimljivi primjeri oscilacija 
sistema koji se mogu opisati superpozicijom 
dvaju ili više rješenja jednadžbe gibanja kao 
i direktnom analizom. Jedan od jednostav- 
nih sistema, koji se sastoji od dvaju njihala 
u sprezi (Slika 12.9), možemo detaljnije ana- 
lizirati putem superpozicije dvaju rješenja. 
Dva identična njihala su vezana oprugom. 
Ako zanjišemo jedno, ono će polagano pre- 
nositi energiju oscilacija drugome i pri tome 
gubiti na amplitudi. Nakon nekog vremena, 
prvo njihalo će se sasvim umiriti, da bi se 
cijeli proces ponovio u suprotnom smislu. 
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y X 


Slika 12.9: Dva vezana njihala, 


Ako se ograničimo na promatranje jednog 
njihala, možemo njegovo gibanje zamisliti 
kao rezultat „udara” koji nastaju zbog toga 
što njihalo vrši dva oscilatorna gibanja s ne- 
što različitim frekvencijama. Ako je sistem 
linearan, a to jest, onda on može oscilirati 
također samo s jednom ili samo s drugom 
frekvencijom, u što se možemo lako uvjeriti. 
Jednostavno možemo obje kugle otkloniti u 
istom smjeru i simulatano ih pustiti da njišu 
zajedno. Ako su početni uvjeti dobro ispu- 
njeni, obje će kugle oscilirati, sinkrono u is- 
toj fazi, istom frekvencijom. Isto tako mogu 
se obje kugle pustiti da osciliraju točno u 
suprotnim smjerovima i u tom slučaju će os- 
cilacije biti više frekvencije jer će efektivna 
dužina niti (zbog prisutnosti opruge) biti 
nešto manja, a i povratna sila će donekle do- 
laziti od opruge. Oba gibanja možemo opet 
superponirati tako što, držeći jednu kuglu 
na miru, pustimo drugu da se klati i onda 
oslobodimo mirujuću kuglu. Oba gibanja su 
neovisna i možemo promatrati kako se faza 
jednoga polako mijenja u odnosu na drugo 
pa imamo udare. Jedno te isto gibanje smo, 
dakle, analizirali na dva načina. 


Valja napomenuti da je teško održati sis- 
tem u samo jednom od mogućih načina os- 
cilacija. U prethodnom primjeru, vidjeli 
bismo da će sistem dvaju njihala, čak i onda 
kad ga natjeramo da oscilira samo jednom 
frekvencijom, polako početi oscilirati i dru- 
gom, te će na kraju obje oscilacije opet biti 
»ravnopravne". Ovo je donekle posljedica 
principa reparticije energije i povećanja en- 
tropije. Isto tako, ne mora se raditi o istim 
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načinima osciliranja. Možemo npr. načiniti 
oscilator koji se sastoji od utega čvrsto ve- 
zanog za oprugu. Ako ga krenemo tako da 
oscilira gore-dolje, on će nakon nekog vre- 
mena preći u torzijsko osciliranje i kretanje 
gore-dolje će u jednom trenutku potpuno pri- 
jeći u torzijske oscilacije, da bi se ove opet 
,pretočile" u vertikalne oscilacije. Kažemo 
da sistem ima razne ,modove" (načine) os- 
cilacija i da će, prepušten sam sebi, sve ove 
modove prije ili poslije ,iskušati". Upravo ti 
modovi su predmet naših daljnjih proučava- 
nja. 


123 Modovi 


12.3.1 Refleksija valova 


Razne okolnosti određuju hoće li valovi biti 
ograničeni na neki dio prostora ili neće. Ako 
do ograničenja dolazi, mogu nastati stojni 
valovi, tj. oni koji ostaju u prosjeku na 
mjestu, ili se valovi mogu kretati od gra- 
nice do granice medija i kod toga reflektirati. 
Tako nastali fenomeni su od velikog interesa 
u fizici, jer dovode do upoznavanja važnih 
principa. 

Našu analizu ćemo početi tako da proma- 
tramo ograničavanje vala na jednoj granici 
kao, primjerice, val na konopcu, ili refleksija 
ravnog vala zvuka na zidu itd. Promatrajmo 
val na idealno gibljivom konopcu. Konopac 
je čvrsto privezan jednim svojim krajem na 
nepomični zid. Formalno, to možemo izra- 
ziti tako da kažemo da kod x = 0, у = 0, jer 
se na tom mjestu konopac ne može gibati u 
smjeru y (Slika 12.10). Kad zida ne bi bilo, 
opće rješenje jednadžbe gibanja, za ovakav 
konopac, bi bilo 


у= f(x—ct)+g(x+ ct) 


Za х = 0, imamo у = f(—ct) + g(ct), a s 
obzirom na to da je tu y = 0 (jer konopac 
je učvršćen) moramo imati f(—et) = —g(ct), 
ili općenito: 


у= f(ax—ct)— f(-x—ct) 


što je nula za x = 0. 
Ako, dakle, imamo val koji se po konopcu 
kreće u smjeru —x, možemo zamisliti drugi, 
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učvršćeni kraj F(x+ct) 
Ss 
rN 7-2 X 
`2 
-F(-x+ct) 
= ~ 
= ده‎ 
+. 
KG bis 
ы = 2 
s мч 
РЬ 
22 sez 
`<--сх 
Зз с | 


Slika 12.10: Refleksija vala kao superpozicija 
dva putujuća vala 


hipotetični, val koji krene od točke početka 
»zrcalne slike" konopca (tj. iz smjera ne- 
gativne z- osi) i kreće se u smjeru +2, ali 
suprotnom amplitudom. Tako se pravi i 
hipotetični val poništavaju u točki x = 0 i, 
konačno, reflektirani val preuzima oblik hi- 
potetičnog vala (koji se, također hipotetički, 
vraća natrag). 

Pretpostavimo sada da imamo posla s pe- 
riodičnim valom, tako da je 


fJ(x—et)= eiv(t-£) 
dok je onaj drugi 
f(—x— ct) = eiw(t+£) 


Znamo da je, za x = 0, у = 0, za sve vrijed- 
nosti t pa možemo pisati 


7 іш iwr 
رز ري‎ с =ø с ) 
۹ Й шт 
= 24е sin (E) 

C 
= 2ie™t віп Кт 


Za bilo koju vrijednost x, vidimo da kono- 
pac oscilira frekvencijom w . No, iako svaka 
točka konopa oscilira tom frekvencijom, vi- 
dimo i to da віп 22 može imati razne vri- 
jednosti, među ostalima i nula, tj. za sve 
položaje za koje je 8 = 0, у = 0. Kad bi- 
smo ovaj konopac fotografirali vrlo kratkim 
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vremenima ekpozicije, dobili bismo sliku si- 
nusoidalne krivulje čija bi valna dužina od- 
govarala valnoj dužini bilo kojeg od super- 
poniranih valova: 


godi دق به‎ ٣" ٢ 
Položaji па x-osi koji odgovaraju = = 


0,т,2т,... itd. nose naziv node ili 6 
točke. Ostali dijelovi konopca osciliraju 
gore-dolje, ali val na konopcu ostaje staci- 
onaran. Kažemo da sistem oscilira u jednom 
određenom modu. 


12.3.2 Ograničeni valovi s prirodnim frek- 
vencijama 
Pažljivi motritelj će opaziti da pokus s ko- 
nopcem učvršćenim samo na jednom kraju 
daje mogućnost stvaranja stojnih (ili staci- 
onarnih) valova raznih frekvencija w. Pi- 
tamo se što se dešava kad je konopac (ili 
žica) ograničen na oba kraja, recimo kod 
т=0 i kod z= Г. Općenito, možemo za- 
misliti val bilo kakvog oblika koji se „šeta” 
od jednog do drugog kraja konopca ili žice 
i opet reflektira na učvršćenim krajevima. 
Pogledajmo, ipak, pod kojim uvjetima mo- 
žemo uspostaviti sinusoidalno periodični val 
na ovako ograničenoj žici ili niti. U prvom 
redu, očito je у = О za z=0 i х = Г. Sinuso- 
idalni val mora sada, na neki način, ,,prista- 
jati" u prostor između krajeva žice, jer inače 
žica ne može titrati prirodnom frekvencijom. 
Veličina sin =£, odnosno sin kz mora biti 
jednaka nuli za 2 = 0 i za x = Г. Dakle, k ne 
može više biti bilo što, kao što je mogao biti 
u slučaju žice ili konopca učvršćenih samo 
na jednom kraju. Ovdje imamo uvjet da je 
sinkL = 0, ili kL = пт, gdje je n = 1,2,3,...., 
što određuje frekvenciju kao 


NTC 


= kc = 
W م6‎ 0 


Ograničeni valovi poput ovih, mogu, dakle, 
postojati samo u određenim frekvencijama 
koje su date gornjim izrazom. Ovaj se prin- 
cip odnosi na sve sisteme koji titraju uz 
analogna ograničenja. Svaka diskretna frek- 


Za neku žicu postoje, dakle, vibracijski 
modovi (Slika 12.11) koji imaju frekvencije: 


TC 
OSNOVNI TON (PRVI MOD): w1 = A 
x 2тс 
PRVI VIŠI TON (DRUGI MOD): w2 = =" 


ITD. 
u. 


Vidimo da je иә = 2071, W3 = Зол itd. 


xT 


xT 


Slika 12.11: Prva tri načina titranja žice. 


Općenito, ne očekujemo da će žice oscili- 
rati samo u jednom modu i to je točno. Uz 
osnovni ton, koji je obično najjače zastup- 
ljen, postoje i viši tonovi, koji mogu biti i 
pomaknuti u fazi u odnosu na osnovni, kao 
i međusobno (Slika 12.12). To je, uosta- 
lom, ono što daje muzičkim instrumentima 


»boju" zvuka. Tu boju stvara djelomično 


i rezonantna šupljina instrumenta, tako da, 
ovdje imamo posla sa složenim sistemima. 


prvi mod kompozitni 


------- drugi mod val 


Slika 12.12: Dva moda kombiniraju se i daju 


vencija odgovara određenom modu vibracije. Putujući val. 
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U stvari, bilo kakvo gibanje žice, ili dru- 
gog linearnog sistema, možemo analizirati 
kao superpoziciju različitih modova kombi- 
niranih s određenim fazama i amplitudama. 
Napomenimo da se pomak faze između os- 
novnog i viših tonova može promatrati kao 
putovanje vala, amo-tamo, s jednog kraja 
žice na drugi (vidi sliku 12.12). 

Ovaj važan princip kombinacija modova 
pokazuje nam da se sva komplicirana giba- 
nja linearnih sistema mogu prikazati kao da 
su sastavljena od čistih sinusoidalnih giba- 
nja. Ovo je, dakako, točno tako dugo dok 
imamo posla s linearnim sistemima. (I vibra- 
cije složenih sistema, kao što su primjerice 
avionska krila, mogu se analizirati na isti 
način. Ako je amplituda tolika da sistem 
više nije linearan, onda, naravno, ni princip 
superpozicije nije više valjan). 


12.3.3 Modovi u dvije dimenzije 


Ono što smo upravo analizirali, odnosilo se 
na jednodimenzionalne modove, bilo da se 
radilo o žicama ili stupcima zraka u cijevi 
(što nije, strogo uzevši, jednodimenzionalan 
sistem, ali se ponaša kao da jest). Općenito, 
međutim, vibracije mogu biti i trodimen- 
zionalne, što nas zaista stavlja pred vrlo 
težak zadatak ukoliko tražimo detaljnu ana- 
lizu vibracija sistema. Kod zaista kompli- 
ciranih sistema, analitičke metode redovno 
zakazuju pa se pribjegava numeričkim meto- 
dama kao što je metoda konačnih elemenata. 
Velika moć suvremenih računala omogućava 
dobre rezultate, ali to ipak iziskuje velik 
rad. Jednostavniji slučaj predstavlja dvo- 
dimenzionalno titranje membrana i ploča. 
Promatrajmo, kao vrlo jednostavan primjer, 
pravokutnu membranu ograničenu čvrstim 
okvirom (Slika 12.13). 

Našu analizu možemo početi sličnom ar- 
gumentacijom kao u slučaju konopa ili žice. 
Tako npr. izraz 

سو وو А‏ سل 
predstavlja sinusoidalni val nekog općenitog‏ 
smjera koji odgovara određenim omjerima‏ 
između К. i ky. Kako napraviti os x nodal-‏ 
nom linijom? Analogno jednodimenzional-‏ 
nom slučaju, zamislimo suprotni val, koji je‏ 
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y stegnuti krajevi 


Slika 12.13: Vibracije pravokutne membrane 


doduše hipotetičan, ali odgovara (kao i kod 
žice) reflektiranom valu na liniji y = 0 (x-0s). 
Taj val je: 


/* VAL U SMJERU 


tvt , e ikar—ikyy 
+z i +y "/ 


—e 
No potrebna nam je nodalna linija kod y = b. 
To će biti ispunjeno, ako je 


MA = 2bsin Ө 


za m=0,1,2,... 


što je uvjet koji nas podsjeća na Braggovo 
raspršenje. 

Na sličan način možemo uvesti uvjete za 
nodalne linije x = 0 і x = a, tako da sumi- 
ramo valove 


tot , elket+ikyy iwt . نو ال‎ —ikyy 


—e I ۴ 


valovi u smjeru -x і -у, te -x i +y. Uvjet da 
nodalne linijebuduz=0iz=aje 


nA = 90 za n=0,1,2,... 


Konačni rezultat je stacionarni (stojni) val 
čiji su nodovi na okviru: x = 0 i x = a, te 
y=0iy=b. Маши dužinu možemo naći 
ako eliminiramo kut 6. Ako obje jednadžbe 
za sin i cos podijelimo s 2b, odnosno 2a i 
kvadriramo, dobijemo: 


(2) -(5) 
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gdje je frekvencija, naravno, w = 2тс/А. 

Istu stvar možemo deducirati čisto mate- 
matički: 

Pretpostavimo da je vibracija membrane 
dana superpozicijom četiriju valova, odabra- 
nih tako da su node па okviru x = 0, т =a, і 
у = 0, у = Б. Ujedno tražimo da su svi valovi 
iste frekvencije, бако da osiguramo čisti тоа. 
Kako što je prikazano na Slici 4.45., val je 
prikazan kao —e'%t. e—ikertikyy, Relacija 
k= vrijedi ako је k? = ki + К2. No, kz 
=kcos6 i ky = ksin6. Ukupni val o je suma 
valova: 

ф = ett (e7 سم‎ _ elkat+ikyy 
= رس د‎ + elkat—ikyy) 
Eksponencijalne funkcije se mogu kombini- 
rati da dadu sinuse (jer е0 — e—"9 = 2isin0) 
pa dobijemo: 


d=—e'“'(4sink,zsink,y) 


Imamo, dakle, sinusoidalne oscilacije u oba 
smjera, x i y. Zaz=0, teza у = 0, ф je nula, 
što i treba biti. Uz to, mora ф biti također 
nula za x = a i za у = b; dakle, kya mora 
biti т, 27..., a isto tako i Куб. No, budući da 
je kz =kcosđ i ky = ksin0, to znači da je 


01660860 = пт ILI 
ст NA 

06080 = n— = — 
W 2 


a isto tako za bsin6. Odatle izraz za A. 
Pretpostavimo, kao primjer, da je a = 2b. 
Tada je: 


Ako s w označimo frekvenciju jednodimen- 
zionalnog titranja na dužini b, tj. wo = "> 
onda imamo modove kao na slici 12.13. 
Ono što je zanimljivo uočiti jest činje- 
nica da omjer w i wg nije tako jednostavan. 
Samo u jednodimenzionalnim homogenim 
sistemima frekvencije modova su umnožak 
cijelog broja i osnovne frekvencije. Kod dvo- 
i trodimenzionalnih sistema ovo više nije slu- 
čaj. U slučaju jednodimenzionalnih sistema 
koji nisu jednako napregnuti po cijeloj dižini 
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m |n | (о/о)? | w/wo 
1 {1 1.25 1.12 
1 |2 2.00 1.41 
113 3.25 1.80 
2 |1 4.25 2.06 
2 |2 5.00 2.24 


Tablica 12.1: Lista jednostavnih modova 


(npr. lanac ili konop koji visi) frekvencije 
modova su također složene funkcije osnovne 
frekvencije. Uostalom, u nehomogenim sis- 
temima ni oblici modova nisu sinusoidalni. 

Usna šupljina kod čovjeka je primjer kom- 
pliciranog rezonatora, kao što su i naprave 
poput raznih muzičkih instrumenata. Razni 
tonovi ne moraju zvučati jednako, jer re- 
zonantna šupljina može različito ,naglasiti" 
pojedine modove i frekvencije. 


12.3.4 Vezana njihala 


Obratimo ponovno pažnju slučaju vezanih 
njihala (Slika 12.14) koje smo ranije analizi- 
rali kao sistem koji titra s dvije frekvencije 
i proizvodi udare tako što čas jedna, čas 
druga kugla titra, odnosno miruje. 


Slika 12.14: Vezana njihala 


Isti sistem možemo promatrati kao sistem 
više modova; u ovom slučaju dvaju modova. 
Pretpostavimo da su njihala jednakih du- 
žina, te da je otklon jednoga т, a drugoga 
x’. Kad ne bismo imali opruge, jednadžba 
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gibanja njihala bi bila 
— = —mwgr 


gdje je wo prirodna frekvencija. Ako sada 
uzmemo u obzir oprugu, znamo da će ona do- 
prinijeti sili restitucije proporcionalno svom 
rastezanju. Ovo rastezanje će, sa svoje 
strane, biti proporcionalno razlici x — x’. 
Imamo, dakle, dvije jednadžbe gibanja za 
svaku masu: 


сни 
2 
тт = тод К(ж—®) 
РР 
п mwuga—k(a — a) 


Očito će jedno i drugo njihalo oscilirati is- 
tom frekvencijom, ali ne nužno istom ampli- 
tudom. Rješenja za x i x’ mogu biti oblika 


T= Аеѓ“! i x! = Ве“! 
Supstitucija u izvorne jednadžbe daje (time 
što se faktor е krati): 


Iz jednadžbi ne možemo izračunati A i B, 
već samo njihov omjer. Možemo, međutim, 
eliminirati A i В i izračunati frekvenciju . 
Dobijemo dva rješenja: 


1 
А 2. 2k\? 
wi = шә 1 шо= + 


Ako ove vrijednosti uvrstimo u gornje jed- 
nadžbe, onda, za w1, dobijemo A = B, a za 
w2, dobijemo A = —B. To је опо što smo i 
očekivali. Imamo, dakle, dva moda: u pr- 
vome, opruga se ne rasteže, jer je A = B, 
tj. obje kugle idu u istom smjeru, a u dru- 
gom modu frekvencija je viša, budući da, uz 
gravitaciju, djeluje i opruga, jer је A = —B, 
tj. kugle osciliraju u opoziciji. Rezultat su 
udari koje smo ranije opisali. 
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12.3.5 Linearni sistemi 


Svi slučajevi koje smo promatrali, primjeri 
su ponašanja linearnih sistema. Svi oni 
imaju tu odliku da se bez obzira na slože- 
nost njihovog gibanja ono dade prikazati kao 
suma sinusoidalnih pomaka, makar ukupno 
gibanje i nije sinusoidalno. Sve što u ovak- 
vim slučajevima valja znati je veličina am- 
plituda pojedinih frekvencija i fazni odnosi 
među njima pa da opišemo ukupno gibanje. 

U kvantnoj mehanici, amplituda vjerojat- 
nosti također zadovoljava valnu jednadžbu, 
te predstavlja, dakle, linearni entitet. No, u 
kvantnoj mehanici frekvenciju povezujemo s 
energijom. U slučaju gibanja u ograničenom 
prostoru, kao, primjerice, u atomu, vidimo 
da ovo gibanje može biti opisano kao suma 
jednostavnih gibanja određenih frekvencija, 
tj. određenih energija. Atom, kao cjelina, 
ne mora, dakle, imati neku određenu ener- 
giju kao što ni složeno gibanje u kojemu je 
zastupljeno mnoštvo modova ne mora imati 
određenu frekvenciju. Ali svako pojedino 
gibanje koje opisuje jedan mod mora imati 
određenu energiju. Na taj način možemo 
prikazati energijske nivoe u kvantnoj meha- 
nici. Elektroni u atomu opisani su, dakle, 
kao stacionarni valovi određenih amplituda 
vjerojatnosti i određenih frekvencija, što im 
definira i energijsko stanje. 


12.4 67 
12.4.1 Muzički tonovi 


Funkcija bubnjića u uhu je da prenosi vibra- 
cije zraka i do slušnog živca prenese signal 
koji je vjerna reprodukcija dinamičkog tlaka 
zvučnog vala. Po jačini zvuka, uho ima 
približno logaritamski odziv, ali, s obzirom 
na frekventni spektar, uho je vrlo osjetljiv 
instrument. 

Razlika između onoga što nazivamo glaz- 
bom i obične buke, šuma i ostalih više-manje 
neugodnih zvukova, je upravo u ovom frek- 
ventnom spektru. Muzički ton sastoji se 
pretežno od kontinuiranog zvučnog vala u 
kojemu su zastupljene izvjesne frekvencije 
međusobno povezane u nekom skladnom od- 
nosu. Naprotiv, šum i buka sadrže mnoš- 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


12.4 Harmonici 


485 


tvo frekvencija čiji su odnosi nepravilni i/ili 
nasumični, a amplitude vrlo promjenljive 
(Slika 12.15). Muzički ton je, dakle, periodi- 
čan i, u frekventnom spektru, na neki način 
,Skladan" i specifičan. 


(a) 


tlak 
Uk 
= 
= 


vrijeme 


(b) 


tlak 


vrijeme 


те GLAZBENI TON 


Slika 12.15: Tlak kao funkcija vremena za 
(a) buku i (b) glazbeni ton. 


Upravo ova specifičnost frekventnog ,,pro- 
fila" muzičkog tona daje nam mogućnost 
razlikovanja zvuka jednog muzičkog instru- 
menta od zvuka drugog, makar ton imao 
istu osnovnu frekvenciju i jačinu zvuka (ili 
glasnost). 

Ono što muzičari nazivaju „visinom tona" 
i obilježavaju notama, u stvari odgovara 
frekvenciji ponavljanja periodičnog gibanja 
sistema koji proizvodi ton. U slučaju žice, 
npr. violine ili gitare, period oscilacije odgo- 
vara vremenu kroz koje se val deformacije 
propagira po žici i ova žica se, po obliku, 
opet vraća u svoj početni položaj. Ako, npr. 
odapnemo žicu gitare, ona će vibrirati i val 
će se po njoj širiti periodički amo-tamo, bez 
obzira kako je on složen. Period ponavljanja 
tog oscilatornog gibanja odgovara vremenu 
potrebnom da val prijeđe po žici udaljenost 
koja odgovara dvostrukoj dužini žice. Nakon 
tog vremena, oblik žice će biti isti kao na 
početku. Val zvuka imat će isti vremenski 
oblik. 


12.4.2 Fourierova serija 

Kako što smo vidjeli, jednodimenzionalni 
sistem, poput žice učvršćene na oba kraja, 
može oscilirati u raznim modovima čije frek- 
vencije su шо,2шо,Зшо,..., što nazivamo os- 
novnom frekvencijom, drugim harmonikom, 
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trećim harmonikom itd. Osnovni mod po- 
navlja se nakon perioda Т = mm drugi na- 
kon perioda Т» = bg itd. No, on se ponavlja 
po drugi put nakon perioda 71. Treći mod 
se ponavlja po treći put, također nakon Ti. 
Dakle, svi se tonovi ponavljaju nakon оз- 
novnog perioda Ti! Sad je jasno zašto žica 
ponavlja svoj prvobitni oblik nakon perioda 
Ti. No, zrak prenosi vibracije žice pa se i 
zvučni val ponavlja po obliku nakon perioda 
Ti. Naravno, zrak ne vibrira u nekim harmo- 
nicima i , uostalom, svi harmonici ne moraju 
biti zastupljeni istom jačinom u tlaku vala 
kao što su bili zastupljeni u modovima instru- 
menta koji ih je proizveo. Ova zastupljenost 
harmonika u tlaku zvučnog vala ovisit će, 
između ostalog, i o rezonatoru instrumenta. 

Ako s f(t) označimo funkciju koja nam 
predstavlja tlak zraka zvučnog vala, u ovis- 
nosti o vremenu, onda očekujemo da ćemo 
f(t) moći prikazati kao sumu izvjesnog 
broja jednostavnih funkcija kao npr. cosnwt. 
Ako je period oscilacije Т, onda je osnovna 
frekvencija w = 2л, a harmonici će biti 2w, 
3w itd. No, harmonici ne moraju nužno biti 
u fazi pa moramo predvidjeti funkcije tipa 
cos(wt+ o). Ipak, jednostavnije je koristiti 
odvojene funkcije kosinusa i sinusa Za vre- 
menski ovisne veličine, jer npr. 


cos (wt + ф) = cos фсозш® + sin ọsin wt 


Ali, соѕф je konstanta (u vremenu) pa mo- 
žemo pisati 


"т 


+ ај coswt + Ьу sin wt 
+ ао соз 2wt + bo sin 2wt 
+ ag cos 3wt + ba sin 3wt 


т 
>... 


gdje je w = їл. »Nulti" član ag stoji samo 
zbog matematičke cjeline" izraza. Fizi- 
kalno, ao je nulti nivo tlaka i za većinu slu- 
čajeva on je jednak nuli. Ovaj razvoj u red 
ima i svoj naziv Fourierov razvoj "i pomoću 


5Iako se red naziva po Fourieru, on ga nije prvi 
otkrio, ali jest otkrio analizu kojom se ovdje služimo. 
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njega mogu se prikazati bilo koji tonovi kao 
i, uostalom, bilo kakva „obična” periodična 
funkcija (ona koja, za svaku vrijednost na 
apscisi, ima samo jednu vrijednost na ordi- 
nati). Ovakva ,dekompozicija" periodične 
funkcije može se prikazati grafički kao na 
slici 12.16. 


IKO) 
{| ==} 
T T 
a 

8и a 

a2 b2 
Е t 

itd. itd. 


Slika 12.16: Bilo koja periodična funkcija f(t) 
jednak je zbroju jednostavnih harmonijskih 
funkcija. 


12.4.3 Kakvoća zvuka i konsonancija 


Vidimo sada da kakvoću zvuka i njegovu 
,boju" tvore omjeri u kojima su zastupljeni 
koeficijenti a, i b,. Čisti ton, tj. ton čistog 
sinusoidalnog oblika je očito ,siromašan", 
dok je ton s mnogo harmonika ,,bogat". To- 
novi različitog stupnja ,,bogatstva" mogu se 
umjetno stvoriti kombinacijom različitih os- 
cilatora. Tako možemo kombinirati i više 
električnih oscilatora (koji, svaki zasebno, 
daju gotovo čiste sinusoidalne tonove) i tako 
sintetizirati ton. Na taj način i funkcioni- 
raju električne orgulje i razni ,,sintetizatori 
zvuka". Zanimljivo je da se ovakvi umjetni 
tonovi mogu proizvesti samo jednim oscila- 
torom za svaku frekvenciju; nije potreban 
poseban oscilator za sinusni i kosinusni dio 
funkcije. Uho nije jako osjetljivo na rela- 
tivne faze harmonika, već na ukupni efekt 
svih sinusnih i kosinusnih dijelova svake frek- 
vencije. Uho je više tolerantno od mjernih 
instrumenata. 

Također je zanimljivo napomenuti da go- 
vor nije ništa drugo do vještine mijenjanja 
»poje" tona koji proizvode glasnice i koji se 
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pojačava rezonancijom usne (i, donekle, gr- 
lene) šupljine. Pri govoru, konsonanti se 
stvaraju tako što se zvuk ,raskida" na dije- 
love, dok se vokali raspoznaju bez obzira pje- 
vamo li ih, ili samo govorimo. 'To vrijedi bez 
obzira na visinu ,note" glasa u govoru. To 
znači da razni glasovi u govoru nisu sastav- 
ljeni od istih frekvencija i harmonika pa je 
očito da vokale raspoznajemo više po relativ- 
nom profilu harmonika nego po apsolutnom 
sastavu frekventnog spektra. 


Zašto neke note, proizvedene zajedno, 
zvuče ugodno, a neke пе? Dvije žice čije 
su dužine u odnosu 2:3 zvuče ugodno kad ih 
odapnemo zajedno. To je vjerojatno zbog 
toga što treći harmonik prve odgovara dru- 
gom harmoniku druge. Znači, note koje 
zvuče skladno, konsonantne note, imaju za- 
jedničke harmonike, dok disonantne note 
imaju harmonike čije su frekvencije bliske, 
ali dovoljno različite da proizvedu udare. 
Uho, izgleda, ne voli udare pa su ovakve 
note neprijatne. 


12.4.4 Fourierovi koeficijenti 


Bilo koji ton proizveden od strane linear- 
nih sistema može se, dakle, izraziti sumom 
harmonika u obliku kosinisa i sinusa s odre- 
denim koeficijentima. Naravno, ako znamo 
koeficijente a; i b; u Fourierovom redu, mo- 
žemo izračunati f(t). Nas zanima obrnuta 
procedura; ako znamo f(t), kako naći koefi- 
cijente a; i 5;. Ovo izgleda dosta teško; nešto 
poput analize kemijskog spoja, ili kako re- 
producirati kuhinjski recept iz gotovog jela. 
Fourier je pokazao da problem nije u prin- 
cipu težak. Što se tiče koeficijenta ag, to 
je lako: koeficijent ag je zapravo srednja 
vrijednost f(t) u jednom periodu (od t= 0 
do t = Т) jer je srednja vrijednost sinusa i 
kosinusa nula unutar jednog, ili bilo kojeg 
broja, perioda. Dakle unutar bilo kojeg ci- 
jelog broja perioda, f(t) = ао. Budući da 
је ao konstanta, to јој je srednja vrijednost 
isto ag. No, srednja vrijednost se definira 
kao 


T 
а=], ftdt 
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Drugi koeficijenti predstavljaju malo veći 
problem. Fourier je otkrio jednostavnu pro- 
ceduru: pretpostavimo da obje strane jed- 
nadžbe za f(t) pomnožimo s određenom 
harmoničkom funkcijom npr. cos7wt. Dobi- 
jemo 
f(t) cos Twt = ag cos Twt + а coswt + cos Twt 
+ bi sin wt cos Twt + ао cos 2wt 
+ cos Twt + bo sin 2wtcos Twt 
+... + a7 cos Twt + cos Twt 
+ bysin Twtcos Twt + ... 


Ako sada pokušamo izračunati srednju vri- 
jednost obiju strana jednadžbe, vidimo da su 
svi članovi, osim jednog, nula. Pogledajmo 
zašto. U prvom redu, ag cosTwt je nula zbog 
toga što je srednja vrijednost cos 7wt nula, 
а ао je konstanta. Općenito imamo iz trigo- 
nometrije 


1 1 
cosAcos B = 7 005 (A+ B) + 7 005 (A—B) 
U slučaju člana s koeficijentom a1 imamo 


1 
zu (cos 8wt + cos6wt) 


Srednja vrijednost ovoga je nula. Analogno 
se može pokazati za sve članove jednadžbe, 
osim člana s koeficijentom ат. Ovaj iznosi 


2 1 
ат cos“ Twt = 597 (cos 14077 + соѕ0) 


Bez obzira uzmemo li srednju vrijednost cos? 
kao 3 ili соѕ0 kao 1, član s ay postaje Фат. 
Što se tiče sinusnih članova, Јако se pokaže 
da su svi jednaki nuli. Fourierova metoda 
djeluje kao neko „ѕібо” kojim se „ргоѕіја- 
vaju" koeficijenti. U konkretnom slučaju 
koeficijenta a7, imamo: 


Na isti način se mogu utvrditi koeficijeti 
sinusnih funkcija. Tako, primjerice 


2 pT 
b=— Í f(t) sinTwtdt 
T Jo 


Imamo, dakle, općenito pravilo da, ako su 
nim cijeli brojevi, različiti od nule, tada 
vrijedi: 


sin net sin mwtdt = 52А т = т 


7 
U sinnwtsinmwtdt =0 ZA nm 
0 


T 


cosnwtcosmwtdt = —zAn=m 


Pravilo za izračunavanje koeficijenata je: 


= 
= т) Fiat 


2 77 
= п f(t) cosnwtdt 
T Jo 


Ako koristimo zapis putem kompleksnih bro- 
jeva, možemo isto pravilo izraziti kao: 


Ше Р" 
f(t) = Ве У ة‎ 
n=0 


gdje је dn = an — ibn, dok je bg = 0. Isto 
tako 


2 [Т | 
2 | fae حم ېس‎ 
0 


Vidimo, dakle, kako možemo analizirati 
neku periodičnu funkciju. Ova procedura 
poznata je kao Fourierova analiza. Odvo- 
jeni članovi s koeficijentima a; i b; su Fo- 
urierove komponente. Matematički se 
može pokazati da, ukoliko se integrali tipa 
I I(t)e-*"“tdt mogu izračunati, tada uis- 
tinu dobijemo natrag funkciju f(t). Postoji 
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jedna iznimka: ukoliko funkcija f(t) ima 
stepenicu, tj. odjednom u nekoj točki skoči 
na neku vrijednost diskontinuirano, tada će 
Fourierova suma dati vrijednost f(t) na po- 
lovini između dviju vrijednosti na stepenici. 


12.4.5 Teorem o energiji 
Energija vala je proporcionalna kvadratu 
amplitude. Za val koji ima složen oblik, 
energija u jednom periodu proporcionalna 
je IH f?(t)dt. Ako ovo napišemo u obliku 
Fourierovih koeficijenata, onda imamo rela- 
ciju 
7 7 مه‎ 
ү ادو د‎ ао + У an cosnwt 
0 0 


n=1 


55 2 
+ 5 bn sin اس‎ 01 


n=1 


Kad kvadriramo sadržaj uglastih zagrada, 
dobit ćemo mnogo članova s unakrsnim pro- 
duktom, kao npr. a, cosnwt: Б sinnwt. Vi- 
djeli smo da su svi takvi članovi u prosjeku 
jednaki nuli. Ostaju nam samo kvadratni 
članovi. No, integral bilo kojeg kvadrata ko- 
sinusa ili sinusa, po jednom periodu, jednak 


je T. Dakle, 


T: 
T 
| fd) dt = Та + 7 (а +а2+.. + 
++...) 


-Tag {S (a2 +82) 
= 0 2 n n 


n=1 


Ova jednadžba poznata je kao ,teorem o 
energiji" i izražava činjenicu da je ukupna 
energija vala suma energija svih Fourierovih 
komponenata. 


12.4.6 Nelinearni efekti 


Do sada smo promatrali sisteme u kojima je 
, Odziv" bio linearan, tj. npr. pomak je bio 
linearna funkcija sile itd. Sistemi u kojima 
odziv nije linearan ne mogu se točno opi- 
sati linearnim funkcijama. Pretpostavimo 
da nam simbol zg znači odziv sistema na 
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neko pobuđenje x; (t). Tipičan linearni od- 
ziv možemo izraziti kao 


то (t) = ка; (t) 


gdje је к је neka konstanta neovisna о x; (t). 
Postoje razna moguća odstupanja оа linear- 
nosti, ali jednostavan nelinearni odziv mo- 
žemo izraziti kao 
zo (t) = к [2: (t) +222 (t)] 
gdje je općenito = «1. Tipični profili linear- 
nih i nelinearnih odziva prikazani su na slici 
12.17. Nelinearni efekti imaju vrlo važne im- 
plikacije od kojih ćemo opisati samo neke. 


a b 
(а) X or: 
Xi 
linearni nelinearni 
Xo=KXi Xo =K (Xi +EX?) 


Slika 12.17: Linearni i nelinearni odgovor 


Pretpostavimo da na neki akustički neline- 
arni sistem djelujemo čistim sinusoidalnim 
tonom. Pobudni signal možemo izraziti kao 


® = COSWI 


Odziv nije više cosinusna funkcija (Slika 
12.18). Gornji dio periodične funkcije koja 
izražava odziv više je ,šiljasta" od donjeg 
dijela. 

Očito je da ćemo ovakav val morati opi- 
sati nekom sumom funkcija. U najjednos- 
tavnijem slučaju ova suma će sadržavati har- 
monike i neke nelinearne članove. Dakle, 
pretpostavimo 


їо = к (cos wt + € cos? wt) 


Budući da je соѕ20 = 2 (1— соѕ20) vidimo 
da je 


E E 
10 = к (cost + 5 0820 + 5 
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۸م 


nelinearni 


Ty 


УЖ: او د‎ 
\ linearni a 


Slika 12.18: Odziv nelinearnog uređaja na 
ulazni coswt signal. Za usporedbu je prika- 
zan linearni odgovor. 


Pojavljuje se, dakle, drugi harmonik, ali uz 
njega i član 5 koji bi odgovarao članu ag u 
Fourierovoj seriji. Ovaj član podiže srednju 
vrijednost х0 iznad nule i stoga ima naziv 
»ispravljanje" ili rektifikacija. U električ- 
nim krugovima ovo se očituje kao ispravljeni 
istosmjerni napon superponiran na sinuso- 
idalni (jer соѕ20 to i jest). U slučaju koji 
smo upravo promatrali, nelinearan kvadratni 
član je uveo drugi harmonik. Ako imamo čla- 
nove viših potencija u nelinearnom odzivu, 
onda imamo i više harmonike. 

Pogledajmo sad što se dogodi ako na sis- 
tem djelujemo s dva čista tona: 


ti = Acoswit+ Bcoswot 


gdje wı i w2 nemaju harmonijskih odnosa. 
Osim linearnog člana ку, imamo i 


(20), = кє (Acoswit + Bcosw2t)“ 
= ne (A? cos? wit + В? cos? wot 


+ 2AB coswitcosw2t) 


Prva dva člana odgovaraju rektifikaciji i 
daju druge harmonike kako što smo vidjeli. 
No, treći član je novi efekt. Možemo na- 
pisati ABcoswt = C (t) i član onda pos- 
taje AB соѕол coswot = С (t) cosw1t, što od- 
govara slučaju općenite modulacije. Мо- 
žemo napisati, također 


AB coswitcoswot 


AB 
= [cos (w1 +w2) t+ cos (ил —w2) t] 
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Ako je шу >> w2, onda (w1 +w2) = (w1 — w2) 
i možemo očekivati udare čiji efekt je mo- 
duliranje amplitude koja će imati prosječnu 
frekvenciju w1. Frekvencija modulacije je po- 
lovina prosječne frekvencije. U svakom slu- 
čaju, vidimo da nelinearnost uvodi u odziv 
harmonike, rektifikaciju i modulaciju. Ovi 
efekti su proporcionalni koeficijentu nelinear- 
nosti €, ali i kvadratu i produktu amplituda 
Ai B pa su stoga osjetno izraženiji kod jakih 
signala nego kod slabih. 

Naši zaključci imaju praktičnog značaja. 
U prvom redu, valja napomenuti da je ljud- 
sko uho do izvjesne mjere nelinearni detek- 
tor. U tome je objašnjenje fenomena da, kad 
slušamo vrlo jaki zvuk, imamo osjećaj da 
čujemo harmonike i modulaciju, iako se radi 
o čistim tonovima. S druge strane, elektro- 
nički uređaji za analognu reprodukciju zvuka 
imaju izvjesnu nelinearnost. Oni, dakle, pro- 
izvode harmonike i modulaciju koji nisu bili 
prisutni u prvobitnom zvuku. Oprema koja 
služi ra reprodukciju visoke vjernosti (Hi- 
Fi) konstruirana je s naročitim naglaskom 
na linearnost, što se, između ostaloga, pos- 
tiže tako da se pojačala velike maksimalne 
snage koriste na maloj snazi pri reproduk- 
ciji kvalitetne muzike. No, nema svrhe da 
oprema bude mnogo bolja od uha, koje je 
nelinearno, pa je korist Hi-Fi uređaja očito 
ograničena kvalitetom organa sluha onoga 
koji je koristi. 

Neka elektronička oprema ima namjerno 
uvedene nelinearnosti. Amplituda modu- 
lacija u radio odašiljačima postiže se neli- 
nearnim kombiniranjem u modulatoru. U 
prijemniku postoji demodulator koji kombi- 
nira sumu i razliku frekvencija moduliranog 
vala i proizvodi audio signal koji se pojačava 
i služi za pogon zvučnika. Nelinearnosti 
se u principu poništavaju, ali u praksi ovo 
nisu sistemi visoke vjernosti reprodukcije. 
Nasuprot tome, sistemi s frekventnom mo- 
dulacijom mogu biti vrlo kvalitetni. 


U optici, također mogu nastati nelinear- 
nosti kod jakih intenziteta svjetlosti. Tada, 
inducirane oscilacije naboja u mediju nisu 
više linearno proporcionalne polju, kako 
obično pretpostavljamo. Tako, primjerice, 
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ako vrlo intenzivna crvena svjetlost iz lasera 
prolazi kroz gusti prozirni medij, javljaju se 
nelinearnosti u obliku viših harminika koje 
opažamo kao plavu svjetlost. 


12.5 Specijalne valne pojave 


12.5.1 Ргатёапі (provni) valovi 


Pramčani valovi nastaju onda kad je brzina 
izvora, s obzirom na medij, veća od fazne 
brzine valova. Pojava je tipična za pramčane 
valove koje proizvodi brod na vodi, ali ovdje 
ćemo promatrati najprije valove koji imaju 
određenu brzinu kao npr. zvuk ili svjetlost. 

Ako se izvor zvuka kreće nadzvučnom br- 
zinom, onda on proizvodi konusni val vrlo 
strme fronte (Slika 12.19). Nastajanje ovak- 
vog vala možemo analizirati ovako: 


Slika 12.19: Fronta udarnog vala leži na 
stošcu s vrhom u izvoru i polukutom 6 = 
sin} cw/v 


Pretpostavimo da u položaju xı izvor emi- 
tira val. Kad izvor stigne u položaj x2, val 
koji je nastao u točki x1 proširio se do udalje- 
nosti rı, koja je manja od udaljenosti između 
ту i z2. Isti takav val nastaje u 12. Kad 
je izvor stigao u тз val iz točke тә je stigao 
do udaljenosti r2, a onaj iz zi do radijusa 
r3. Proces je, dakako, kontinuiran, jer tijelo 
koje se kreće brže od zvuka „оге” kroz me- 
dij i stvara diskontinuitet u tlaku. Imamo, 
stoga, sumu valova čije fronte tvore konus. 
Ako izvor, u određenom intervalu, prijeđe 
udaljenost 13 — 21, za to vrijeme је val iz zi 
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prešao udaljenost тз pa će kut konusa 6 biti 
dan izrazom 

sino = — 

Cz 

Tijelo koje se kreće brže od zvuka proizvodi, 
dakle, stalni „ргатёапі” udarni zvučni val 
koji čujemo, ili osjetimo, kao vrlo nagli po- 
rast tlaka. Uho taj nagli porast tlaka re- 
gistrira kao zvuk detonacije ili grmljavine, 
ovisno o udaljenosti, koju je ovakav udarni 
val prethodno prešao. Analogni valovi stva- 
raju se kad god se izvor kreće brže od fazne 
brzine vala u danom mediju, bez obzira što 
sam izvor ne oscilira. Ovo vrijedi i za svje- 
tlost. 

Iako se ništa ne kreće brže od svjetlosti, 
nabijene čestice koje prodiru u medij br- 
zinom većom od fazne brzine svjetlosti u 
tom mediju, emitiraju svjetlosni konus sličan 
udarnom valu zvuka koji smo upravo opi- 
sali, ili valu na vodi koji stvara brod. Ovaj 
svjetlosni konus biva emitiran tako da je kut 
širenja svjetlosti, mjeren s obzirom na smjer 
kretanja čestice (Slika 12.20) dan izrazom: 


1 
cos0 = — 


np 


gdje је д jednak omjeru brzine čestice i br- 
zine svjetlosti u vakuumu, ©, a n je indeks 
loma svjetlosti u mediju. 


Slika 12.20: Udarni val izazvan u plinu pro- 
jektilom koji se kreće brže od zvuka. 


Ova svjetlost nosi ime, po autoru otkrića 
Pavelu Aleksejeviču Čerenkovu, Čerenkov- 
ljeva svjetlost. Intenzitet svjetlosti ovisi o 
frekventnom intervalu, koji je od interesa, i 
brzini čestice: 

27122 


= د‎ 
T= 1372 Arsin 0 
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gdje je z naboj čestice, mjeren u nabojima 
elektrona, Av je frekventni interval od inte- 
resa, а I je broj fotona emitiran po dužnom 
centimetru staze čestice u mediju. Vidimo 
da, za datu brzinu čestice 6, kut 0 ovisi o n, 
dakle i o frekvenciji svjetlosti; plava Čeren- 
kovljeva svjetlost biva emitirana pod većim 
kutom od crvene. Mjerenjem kuta 0 mogu 
se mjeriti brzine ionizirajućih čestica, što je 
od velikog interesa za istraživanja elemen- 
tarnih procesa u laboratorijima pri velikim 
akceleratorima. 


12.5.2 Udarni valovi 


lako svi pramčani valovi nisu ,udarni" u 
smislu naglog skoka tlaka, pramčani val nad- 
zvučnog aviona to jest, u što smo se više puta 
uvjerili. Pitamo se: zašto čujemo zvuk kao 
da se radi o detonaciji? S tim u vezi, zašto se 
svi izuzetno jaki zvučni signali, poput onih 
koji nastaju od eksplozija, groma i sl., tako 
ponašaju? 

Već smo vidjeli da je brzina zvuka, u da- 
tim okolnostima, konstantna, ali da ovisi o 
temperaturi zraka: 


)3( وو 


Ako imamo signal vrlo velike amplitude, tj. 
ako se tijelo koje proizvodi skok u tlaku kreće 
brže od zvuka, dolazi do modifikacije brzine 
zvučnog vala. Tijelo, naime, treba odgur- 
nuti zrak da bi se kretalo, pri čemu nastaje 
tlačna stepenica, jer zrak nema vremena da 
obiđe tijelo (budući da je brzina tijela reda 
molekularnih brzina). Tlak u tlačnoj ste- 
penici dovodi do porasta temperature pa je 
brzina zvuka neposredno iza valne fronte 
veća od brzine ispred nje. Zvučni signal iza 
valne fronte stoga sustiže valnu frontu pa 
ova postaje još strmija (Slika 12.21). Valna 
fronta može poprimiti karakteristike deto- 
nacijskog vala, koji, u slučaju, primjerice, 
nadzvučnog aviona, ne slabi kvadratom uda- 
ljenosti, već linearno s udaljenošću, u što 
se lako uvjerimo, ako pogledamo geometriju 
konusnog udarnog vala. 

Ako je amplituda početnog vala mala, 
onda je i porast temperature malen pa se 
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visina vala raste val se lomi 


nakupljanje 


valova 


tlak 


bet 


udaljenost 


Slika 12.21: Valna fronta snimljena u uzas- 
topnim vremenskim intervalima 


energija valne fronte dosta brzo disipira, kat- 
kada i prije stvaranja udarnog vala. Ako je 
amplituda skoka tlaka velika (npr., reda 1 
bara) razlika brzina zvuka između one ispred 
i iza valne fronte može iznositi i do 20Pa 
ćemo tada imati jaki udarni val. Udarni 
val, već zbog svoje prirode, dolazi do nas 
bez ikakva upozorenja. „Debljina” same 
stepenice je reda srednjeg slobodnog puta 
molekula. Kad valna fronta dostigne ovakvu 
strminu, molekule medija u njoj teško disi- 
piraju toplinsku energiju, te ,,guraju" mole- 
kule ispred sebe nadzvučnom brzinom (s ob- 
zirom na mirni medij). Zbog toga se udarni 
valovi iznimno velikih amplituda kreću brže 
od zvuka i, tek kad tlak padne ispod neke 
kritične vrijednosti, udarni val nastavlja kre- 
tanje normalnom brzinom zvuka. Tako, ko- 
nusi udarnih valova koje emitiraju brzi pro- 
jektili, nemaju oblik ravnog stošca, već im 
je početak zakrivljen (Slika 12.22). 

Pojave analogne udarnim valovima zvuka, 
ali zasnovane na drukčijim fizikalnim efek- 
tima, pojavljuju se i na vodi. Pretpostavimo 
da imamo vodeni kanal određene dubine i 
širine (spojen s velikim spremnikom vode), u 
kojemu je voda na dva nivoa podijeljena bra- 
nom (Slika 12.24c). Val možemo pokrenuti 
tako da naglo podignemo branu i pustimo 
da se val vode s višeg nivoa prelijeva preko 
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fokusirani 
udarni 
/ valovi 


S 


(a) 


bubrežni kamenci usitnjavaju 
se fokusiranim udarnim 


ostaci usitnjenih 
kamenaca izlučuju se kroz 


valovima urinarni trakt 
radijalno (b) širenje | (9 
“ЧЕ “> fokus udarnih > fokus 


impuls 


valova => 


elektronika 23 
generiranje pulsa 


polusferična 
Al obloga 


izolirajuća folija 
metalna membrana \ 
zavojnica 


nizovi lektričnih 
уо; iezoelektrični 
parabolični reflektor kristala 


Slika 12.22: (a) Primjena udarnih valova u 
razbijanju bubrežnih kamenaca. (b) Elek- 
tromagnetski generator udarnih valova (c) 
Piezoelektrični generator udarnih valova 


vode na nižem nivou. (Sličan pokus možemo 
načiniti tako da u kanalu bez brane koris- 
timo pregradu kojom zatim, poput klipa, 
naguramo i podržavamo val). 

Brzina vala na dubljoj vodi u kanalu je 
veća pa će nastala vodena stepenica poste- 
peno postajati sve oštrija, dok se konačno 
vodeni val ne počne prelijevati preko valne 
fronte. Slično opažamo kod prelijevanja i 
razbijanja valova na plaži mora. Tamo va- 
lovi pristižu s pučine s određenom brzinom, 
ali morsko dno postaje sve pliće kako se val 
približava obali pa viši dio vala prestiže niži 
i dolazi do prelijevanja. Isti mehanizam, 
samo na daleko dramatičnijoj skali, nastaje 
kod stvaranja velikih plimnih valova, ,,tsuna- 
mija" (Slika 12.23), kao rezultat podmorskih 
potresa većih razmjera. 

Proces možemo polukvantitativno analizi- 
rati korištenjem jednostavnog modela (Slika 
12.24b). Pretpostavimo da se voda na vi- 
šem nivou Лә kreće brzinom v, dok se valna 
fronta kreće brzinom u u smjeru mirne vode 
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koja je na nivou hi. 


generiranje (na otvorenom moru) 


val raste i poplavljuje 


dubina 
(nije u proporciji) 


Slika 12.23: Tsunami 


Zadatak nam je izračunati u. U nekom 
vremenskom intervalu, vertikalna ravnina 
kroz vodu na višoj razini koja se nalazila 
kod zi i definirala neke čestice vode, po- 
makla se do mjesta kod тә. Kroz to vrijeme, 
valna fronta pomakla se iz položaja x3 do 
položaja 24. Udaljenost 12 — zi је vAt, a 
udaljenost х4 — «3 je uAt. Ukoliko je voda 
ispod valne fronte mirna, onda je pomak vo- 
lumena vode po jedinici širine kanala, hovAt, 
kompenziran pomakom istog volumena vode 
(ho — hi)uAt. Princip očuvanja mase vode 
nam daje: 


hov = (h2 = hi)u 


Ako znamo jedino iznose hı i h2, onda nam, 
za izračunavanje u i v, treba još informa- 
cija. To možemo dobiti iz principa očuvanja 
impulsa. Tlak vode raste proporcionalno 
iznosu h pa možemo reći da je prosječni tlak 
vode na plohi kod zi jednak 2 pgh2. Ovaj 
tlak tjera vodu u smjeru većeg x-a. Sila je 
produkt tlaka i površine i, po jedinici širine 
kanala kod zi, iznosi spgh3. Sila koja se 
suprotstavlja ovoj sili je 2pgh?. Budući da 
voda navire s lijeva, dodatna masa vode koja 
u vremenu At treba biti ubrzana iz stanja 
mirovanja do brzine v, je voda koja odgo- 
vara masi mirne vode koju je prekrio val, a 
to је phruAt. No, impuls ove mase odgovara 
djelovanju sile koja vodu ubrzava u vremenu 


At: 
1 1 
(Ph2u— phov)At-v =  - = د‎ ( -At 
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Eliminacijom v (= toha -u) dobijemo: 
د‎ gh2 
ш = < (uth 
а 


Ako је valna stepenica mala, onda је h1 = hə 


pa imamo 
u= gh 


što je istina samo ako je valna dužina veća, 
od h. 


plimni val 


kopno 


dolazna 
plima 


ocean 


Slika 12.24: Plimni val u kanalu 


Ako pokušamo provjeriti očuvanje ener- 
gije, vidimo da je опа ,očuvana" samo u 
slučaju malih valova. Čim val naraste i po- 
činje se prelijevati, energija se disipira na 
trenju. Ovo, naravno, vrijedi i za zvučni val; 
udarni zvučni val ostavlja zrak toplijim na- 
kon prolaska kroz medij pa energija samoga 
vala nije očuvana. 

Ako pokušamo načiniti val u kanalu tako 
što počnemo s hə < hi, vidimo da je ener- 
gija potrošena u jedinici vremena negativna 
i nema je što generirati pa takav val ne može 
postojati u stabilnom obliku. U stvari, utje- 
caj razlike u razini vode koji je prije doprino- 
sio zaoštravanju vala, sada je suprotan i val 
se razmazuje u prostoru. 1, opet, analogno 
vrijedi za zvuk; udarni val ne može se postići 
»implozijom". 

Ovi naši modeli su dosta naivni iz raznih 
razloga. Viskoznost vode nije zanemariva i 
geometrija kanala ima utjecaj. U praksi, vo- 
deni kanali su katkada poprište zanimljivih 
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pojava kao što su nelinearni samotni valovi, 
tzv. solitoni. Ovi solitoni, upravo zbog svoje 
nelinearnosti, teško disipiraju svoju energiju 
i znadu putovati kilometrima. Na oceanima 
se, pod utjecajem kombinacija morskih i 
zračnih strujanja, također mogu stvarati so- 
litoni, katkada vrlo opasni (eng. freak wa- 
ves) jer prelaze velike udaljenosti, gotovo 
bez atenuacije, i mogu prevrnuti brod „iz 
čista mira". 


12.5.3 Valovi u čvrstom tijelu 


U čvrstom tijelu pojavljuju se valovi ana- 
logni onima u plinovima i fluidima. Ako na 
jednom mjestu u čvrstom tijelu naglo nas- 
tane višak tlaka, taj se porast tlaka prenosi 
po tijelu analogno kao i u fluidu. No, u 
čvrstim tijelima moguće je izazvati i jednu 
vrstu valova koji ne nastaju u fluidima, a to 
su valovi posmaka. Ako tijelo mjestimično 
naglo deformiramo na posmak i otpustimo, 
valovi posmaka šire se tijelom. Vidimo da 
ovi valovi posmaka transverzalni i mogu biti 
polarizirani u različitim smjerovima u od- 
nosu na smjer širenja. Brzina posmičnih 
valova redovno je manja od brzine longitu- 
dinalnih valova. 

Minimalna valna dužina valova u čvrstom 
tijelu je ona koja odgovara interatomskim 
udaljenostima. U slučaju kad promatramo 
ovako kratke valne dužine, možemo kristalnu 
rešetku zamisliti kao sistem spojenih oscila- 
tora, analogno slučaju spojenih njihala. Naj- 
viši modovi će odgovarati slučaju u kojemu 
svaki atom oscilira u smjeru suprotnom od 
susjednog atoma, dok su niži modovi oni kod 
kojih dolazi do progresivnog kretanja više 
atoma zajedno. Ovo je od naročitog interesa 
u proučavanju termodinamike čvrstih tijela. 
Dakako, na tim skalama dimenzija, valjana 
analiza je jedino kvantnomehanička. Kako 
što smo već napomenuli, kvante vibracija 
kristalne rešetke nazivamo fononima. 

Zemaljska kugla je komplicirano tijelo 
koje se sastoji od čvrste materije do dubine 
reda nekoliko kilometara, da bi ispod tog 
sloja materija poprimila sve više osobine 
fluida, najprije vrlo viskoznog, a kasnije po- 
nešto manje viskoznoga i konačno opet do 
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čvrste materije pod ogromnim tlakovima. 
Potresi dovode do generacije svih mogućih 
valova, od kojih su neki (ali ne svi) analogni 
valovima u čvrstom tijelu. Valovi potresa 
imaju redovno velike valne dužine i kreću 
se, kako transverzalno, tako i longitudinalno. 
Upravo vrlo pažljiva analiza ovakvih valova, 
dovela je do saznanja o strukturi Zemlje. To 
je specijalizirano područje kojime se bavi 
geofizika. 

Udarni valovi u čvrstom tijelu analogni 
su donekle, ali ne sasvim, onima u fluidima. 
Valja, naime imati u vidu da je čvrsto tijelo 
medij i kojemu se manji pomaci pojedinih 
dijelova materije, pod utjecajem manjih sila, 
odvijaju kao elastične deformacije i takvi 
pomaci tvore okosnicu proučavanja zvuka 
u tim sistemima. No, pod utjecajem veli- 
kih tlakova koji izazivaju deformacije iznad 
granice elastičnosti čvrstog tijela (tzv. Hu- 
goniotovog elastičnog limita) tijelo se sve 
više ponaša plastično. Plastična deforma- 
cija je tipična za tekućinu, a ne za čvrsto 
tijelo pa se, kod sila daleko iznad Hugonioto- 
vog elastičnog limita, problemi deformacije 
moraju promatrati kroz mehaniku viskoznih 
fluida. Ovo je, dakle, područje koje nadilazi 
naše trenutne ciljeve istraživanja, ali dobro 
je imati na umu da su Hugoniotovi elastični 
limiti za metale dosta niski pa je promatra- 
nje širenja zvuka u metalima ograničeno na 
relativno male deformacije. 


12.5.4 Površinski valovi 


Valovi na vodi često se uzimaju kao primjer 
„lijepih” valova. U stvari, oni su doista loš 
primjer, jer su komplicirani. Pogledajmo 
valove u dubokoj vodi. Jesu li oni transver- 
zalni ili možda malo i longitudinalni? Voda 
u prosjeku miruje; samo se valovi giblju. No, 
to još nije nikakav dokaz bilo kakvih valova. 
Ipak, intuitivno zaključujemo da voda ne 
može jednostavno ići gore-dolje. Naime, ako 
je voda nestlačiva, kretanje gore-dolje bi im- 
pliciralo tlačenje i širenje medija. Naravno, 
postoje valovi koji nastaju tlačenjem vode, 
ali to su valovi zvuka u vodi koji su longi- 
tudinalni i putuju daleko brže. Ovdje nas 
zanimaju samo površinski valovi. 
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U stvari, valovi na vodi (i na tekućinama 
uopće) nisu ni longitudinalni ni transvrzalni, 
već se voda u površinskim valovima tako 
kreće da čestice opisuju kružne putanje, pri 
čemu su ravnine kružnih staza paralelne 
sa smjerom putovanja vala i također su u 
smjeru djelovanja gravitacijske sile (Slika 
12.25). Kako idemo više u dubinu, kružne 
putanje su sve manjeg radijusa, dok u dubini 
koja je reda valne dužine ili veća, voda je 
praktički mirna. 


nivo mirne površine 
| 


1 DE ده‎ 
DD 

i 0 

maa 


smjer kretanja vala 


valna duljina 


amplituda 


= 1 -- brijeg vala 


е -4-- dol vala 


orbitalna putanja 
molekule vode 
na površini 


Slika 12.25: Valovi u dubokoj vodi nastaju 
od čestica koje se kreću u krugovima. Obra- 
tite pažnju na sustavne pomake faza iz kruga 
u krug. Kako bi se kretao lebdeći objekt? 


Možemo već iz samog načina gibanja za- 
ključiti da je izračunavanje brzine ovakvog 
vala nešto složeniji problem. Očekujemo 
da će brzina biti funkcija gustoće tekućine, 
gravitacijske akceleracije, te možda valne 
dužine kao i dubine vode. Ako se ograni- 
čimo na specijalni slučaj vrlo duboke vode, 
tj. kažemo da je dubina beskonačna, onda 
će brzina biti, naravno, neovisna o dubini 
pa imamo jednu varijablu manje. Ako koris- 
timo dimenzionalnu analizu (nap. vidi o 
tome posebno poglavlje) nalazimo da gravi- 
tacijsku konstantu i valnu dužinu možemo 
kombinirati samo kao /gA, a gustoća ne 
ulazi u formulu. Detaljnija analiza pokazuje 
da је fazna brzina ,, gravitacijskih" valova na 
vodi 

gA 


27 


/ 7۸ ,GRAVITACIJSKE" 
VALOVE?" / 


vr = 


Vidimo da dugi valovi putuju brže od krat- 
kih. (I zaista, vrlo dugi valovi koje proizvode 


POJAVNOST, IDEJA I FORMULACIJA 


OTVORENA INTERNETSKA VERZIJA PRELOMLJENA 31. PROSINCA 2024.@ 02:25 


12.5 Specijalne valne pojave 


495 


podmorski potresi mogu imati kilometarske 
valne dužine i vrlo male amplitude. No, zbog 
ogromne brzine, reda stotina km/h, dovode 
do razornih ,tsunamija"). U to se možemo 
uvjeriti ako pažljivo promatramo valove koji 
stižu na obalu nakon što ih je proizveo neki 
brod. Prvo stižu dulji valovi, a zatim sve 
kraći, što možemo pratiti i osluškivanjem 
razbijanja kresta valova na plaži; intervali 
razbijanja valova postaju sve kraći. 

Dakako, grupna brzina nam daje informa- 
ciju o tome kad će valovi s broda stići do 
obale. Može se pokazati (a intuitivno to 
pogađamo) da je grupna brzina valova na 
vodi polovina fazne brzine, te ovisi jednako 
o korijenu valne dužine. Interesantno je gle- 
dati kako valovi koje brod proizvodi putuju 
dvaput brže kroz grupu, dok grupa putuje s 
pola fazne brzine! Kad val stigne do pročelja 
grupe, on se ,,ugasi", a drugi slabiji iza njega 
poprimi veću amplitudu. Iz ovog razloga, 
valovi koje proizvodi brod ne tvore obični 
konus na vodi, već trokutasti sistem ravnih i 
kosih valova. Oni ravni (začelni) valovi koje 
brod ostavlja iza sebe imaju grupnu brzinu 
jednaku brzini broda (Slika 12.26). Ovdje 
se ipak radi o kompliciranoj pojavi; grupa 
pramčanih valova ,inducira" i prateće ravne 
valove iste grupne brzine. 


Slika 12.26: Trag čamca: lateralni i tran- 
sverzalni valovi. Pramčani i krmni valovi. 


Kad valovi postanu vrlo mali i kratki, sila 
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restitucije nije više uglavnom gravitacijska, 
već se njoj pridružuje i sila površinske na- 
petosti. Ako se ograničimo samo na silu 
površinske napetosti, dobivamo izraz za br- 
zinu valova: 


27۴ 


Ap 


/*ZA ,KAPILARNE" 
VALOVE* / 


vr = 


gdje je a površinska napetost, a p gustoća 
tekućine. Od interesa je obratiti pažnju na 
činjenicu da ovdje imamo recipročnu ovis- 
nost brzine o valnoj dužini. Izraz za brzinu 
»Kombiniranih" valova (tj. onih koje stvarno 
opažamo) je 


k 
ko g 
p k 


/*ZA „KOMBINIRANE” 
= VALOVE* / 

gdje је k = 27/۸, tj. valni broj. Grafički ргі- 
kaz brzine ,kombiniranih" (tj. stvarnih) va- 
lova pokazuje minimum od 23cm/s kod valne 
dužine A=17mm. (Slika 12.27b). Grupna 
brzina za kapilarne valove je 3/2 fazne br- 
zine. 


: 
upadno sunčevo : 


atmosfera zračenje | 


brzina vjetra 


toplinski tok temperatura 


(promjena temperature) 


+ 


toplinski tok 
(latentna toplina) 


zračni 
laminarni 
podsloj ~> 


7 
Р 


turbulentne vrtložne 
struje 
narušeni laminarni 


ocean podslojevi 


H 
o 
o 


л 
о 


Vtaznalcm/s) 


Slika 12.27: (a)Uzroci nastajanja valova na 
površini oceana. (b)Fazna brzina vs. valne 
duljine za valove na vodi. 


Za valove s manjim valnim dužinama od 
17 mm. grupna brzina je veća od fazne, 
a za dulje valove je obrnuto. Ako, dakle, 
pokrenemo vodu u nekom bazenu tako da 
npr. bacimo kamenčić, najdalje će odmak- 
nuti vrlo kratki i vrlo dugi valovi (ove druge 
je teže uočiti); tek kasnije stižu oni srednji. 
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U dosadašnjoj diskusiji zanemarili smo 
utjecaj dubine na brzinu valova. Činjenica 
je da je u plitkoj vodi brzina valova manja. 
Kad se valovi s dubokog mora približavaju 
obali, utjecaj pličine postaje očit negdje kad 
dubina postane manja od valne dužine vala. 
Već smo vidjeli da ovo proizvodi efekte udar- 
nog vala. U svakodnevnici ovo ima za pos- 
ljedicu obično prelijevanje vala. 

Kod valova koji su predominantno kapi- 
larni možemo uočiti jednu zanimljivu po- 
javu. Kad se brod kreće po vodi, valovi 
koje proizvodi su mahom gravitacijski i već 
smo opisali kako im je fazna brzina upravo 
jednaka brzini broda (jer bi inače valovi za- 
ostali iza broda!). Ali kod gravitacijskih 
valova grupna brzina je samo polovina fazne 
pa grupa kao takva zaostaje iza broda koji 
je stvara. Ako su valovi kapilarni, grupna 
brzina je veća od fazne pa će valovi odmi- 
cati ispred predmeta koji ih proizvodi. U 
to se možemo uvjeriti ako gledamo valove 
koje proizvode grančice umočene u potok 
koji mirno teče; mali valovi odmiču od gran- 
čice u smjeru odakle voda nailazi. Sličnu 
pojavu možemo uočiti kad tekućinu lijevamo 
iz jedne posude u drugu. 


12.6 Osjet sluha; uho 


Uho organ za primanje zvučnih valova. Po- 
sebno je razvijen u životinja koje same pro- 
izvode glasove, kukaca i kralježnjaka. Jed- 
nostavni organi sluha u kukaca su timpanalni 
organi. Smješteni su na različitim mjestima 
na tijelu (nogama, zatku). Imaju bubnjić 
(membrana tympani) od hitinske kožice, na- 
pete preko hitinskoga prstena, poput kože 
na bubnju, ispod koje se nalazi mjehurasto 
proširena traheja što služi kao rezonator, a 
na njezinu su dnu osjetne stanice s osjet- 
nim štapićima (skolopidijama) povezane sa 
živčanim nastavcima. 


12.6.1 Građa uha kod kralježnjaka 


U kralježnjaka je slušni organ lagena, dio 
labirinta unutarnjeg uha. U riba kao rezo- 
nator služi plivaći mjehur, a srednjeg uha 
nema. Od plivaćeg mjehura do labirinta, 
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zvuk se u nekih vrsta prenosi s pomoću tzv. 
Weberovih košćica. U vodozemaca je srednje 
uho s jedne strane omeđeno bubnjićem, a s 
druge je strane povezano s usnom šupljinom 
s pomoću Eustahijeve cijevi. U srednjem 
uhu koščica (columella auris) s jedne strane 
dodiruje bubnjić, a s druge malu koščicu 
poklopčić (operculum ili stapes) koja je pri- 
legnuta na ovalni prozorčić (fenestra ovalis) 
što vodi u šupljinu unutarnjeg uha. Pok- 
lopčić služi za prenošenje titraja s tla na 
unutarnje uho preko prednjih nogu. Organ 
sluha u gmazova građen je od bubnjića, sred- 
njeg i unutarnjeg uha. Srednje uho spojeno 
je s usnom šupljinom Eustahijevom cijevi. 
U njem je štapić (columella) jednim krajem 
prislonjen na bubnjić, a drugim na ovalni 
prozorčić slušne čahure. U gmazova se po- 
javljuje i tzv. okrugli prozorčić (fenestra 
rotunda). 


12.6.2 Građa uha kod ptica 


U ptica je razvijeno vanjsko uho, a sove 
imaju ušku od perja. U sisavaca je potpuno 
razvijeno vanjsko uho i uška što se pomoću 
mišića može usmjeravati u smjeru iz kojega 
dolazi zvuk. U primata i kopnenih sisavaca 
je uška (auricula) reducirana u različitom 
stupnju, a vodeni je sisavci (kit, tuljan) i 
podzemni (krtica, sljepaš) nemaju. Najbo- 
lje je razvijena u netopira. U uhu ptica i 
sisavaca između srednjeg i unutarnjeg uha 
nalaze se ovalni prozorčić i okrugli prozorčić. 
U srednjem uhu sisavaca nalaze se tri slušne 
koščice: čekić (malleus), nakovanj (incus) 
i stremen (stapes), što povezuju bubnjić s 
ovalnim prozorčićem. Unutarnje uho sastoji 
se od kožastoga labirinta uloženog u kost. 
Uz utikul (mjehur) i sakul (vrećicu) jako je 
razvijena pužnica (cochlea). 


12.6.3 Građa uha kod čovjeka 


U čovjeka, uho je organ u kojem se uz osje- 
tilo sluha nalazi i osjetilo ravnoteže. Di- 
jeli se na vanjsko, srednje i unutarnje uho. 
Vanjsko uho tvori uška i vanjski zvukovod. 
Uška je građena od hrskavice pokrivene ko- 
žom. Njezini su nabori oblikovani tako da 
usmjeruju zvučne valove prema otvoru vanj- 
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skog zvukovoda. Vanjski zvukovod (meatus 
acusticus erternus) počinje kao hrskavični 
kanal koji se nastavlja u koštani kanal u 
sljepoočnoj kosti. Obložen je kožom u ko- 
joj su, osim dlaka i žlijezda lojnica, žlijezde 
koje izlučuju ušnu smolu (cerumen). Seže 
do bubnjića, vezivne opne obložene epite- 
lom koja odjeljuje vanjsko uho od srednjega. 
Srednje uho nalazi se u tzv. piramidi sljepo- 
očne kosti. Ono je nepravilan zračni prostor 
obložen epitelom, nazvan bubnjište (cavum 
tympani). Ondje se na unutar. plohu bub- 
njića nastavljaju slušne koščice: čekić, na- 
kovanj, stremen. Čekić je svojim kratkim 
nastavkom srašten s bubnjićem, a dugim je 
uzglobljen s nakovnjem, koji je pričvršćen 
uza stremen. Stremen ima osnovicu koja 
je uložena u ovalni prozorčić predvorja, što 
spaja šupljinu bubnjišta s unutarnjim uhom. 
U srednjem su uhu i dva mišića koja odr- 
žavaju potrebnu napetost bubnjića. Ono 
je preko slušne cijevi (eustahijeva cijev) 
spojeno sa ždrijelom, gdje se otvara prili- 
kom gutanja i zijevanja te izjednačuje tlak 
u bubnjištu s onim u ždrijelu (tj. s vanjskim 
tlakom); to se osjeti kao pucketanje u uhu, 
npr. pri naglom uspinjanju ili spuštanju (u 
dizalu ili zrakoplovu). Unutarnje uho nalazi 
se u najtvrđem dijelu (pars petrosa) sljepo- 
očne kosti, iza ovalnoga prozorčića, te ima 
tri dijela: pužnicu, predvorje (vestibulum) i 
polukružne cijevi (canales semicirculares); 
zbog svoje složene građe nazvano je labirint. 
U njem su smješteni organ sluha i ravnoteže. 
Pužnica je šupljina u kosti, nalik puževoj 
kućici, s dva i pol zavoja, širokim otvorom 
usmjerena prema srednjem uhu. Uzdužno je 
pregrađena na dva dijela, a u jednom od njih 
posebna spiralna opna oblikuje hodnik puž- 
nice (ductus cochlearis), na čijoj se osnovici 
(bazilarnoj membrani) nalaze slušne stanice, 
koje zajedno s tom membranom tvore Cor- 
tijev organ. Sve kanale ispunjava tekućina, 
endolimfa. Predvorje je povezano s pužni- 
com; u njem se nalaze dva mjehurića građena 
od vezivnoga tkiva i ispunjena endolimfom: 
sakul i utrikul. U svakom su od njih naku- 
pine osjetnih stanica s pomoću kojih čovjek 
osjeća položaj glave u prostoru; taj je uređaj 
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nazvan statičkim uređajem. 


srednje 
ې‎ unutarnje uho 


| „_ _ stremen 
sljepoočna 
kost 


vanjsko uho 


окш! vestibularni 


živac 


čekić 


pužnica 


Eustahijeva cijev 


Slika 12.28: Struktura uha 


Osjetne stanice na površini imaju dlačice 
međusobno slijepljene želatinoznom sluzi, u 
kojoj su sitni kamenčići kalcijeva karbonata 
(otoliti); oni pritišću osjetne stanice, pa se 
tako pri pomicanju glave osjeća promjena 
njezina položaja u prostoru. Tri polukružne 
koštane cijevi počinju i završavaju u pre- 
dvorju i postavljene su okomito jedna na 
drugu, u sve tri prostorne ravnine. U tim 
se cijevima nalaze tanki polukružni mem- 
branski vodovi ispunjeni endolimfom, koji 
su na jednom kraju prošireni; ondje se nalaze 
skupine osjetnih stanica u obliku grebenčića 
(crista ampullaris), od kojih polaze živčana 
vlakna i provode podražaje u mozgovna sre- 
dišta. Pri pokretima glave u bilo kojem 
smjeru pokreće se i stjenka membranskog 
voda, a endolimfa zaostaje (zbog inercije), 
pa se pomiče po stjenci voda u suprotnom 
smjeru. Tim strujanjem endolimfe pokrenu 
se osjetne stanice grebenčića i čovjek spoz- 
naje osjet kretnje. Polukružne cijevi i mem- 
branski vodovi uvjetuju refleksne kretnje 
očiju te omogućuju reflekse potrebne za odr- 
žavanje ravnoteže. 
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А1 Dimenzionalna analiza 


Kao prvo, važno je napomenuti da je vrijeme 
bitno različito od drugih dimenzija. Tako, 
npr. vrijeme ne možemo proizvoljno ,nado- 
vezati" poput dužine. 

Postoje primarna mjerenja, poput dužine 
(L) i vremena (T) i sekundarna, poput br- 
zine (2). Izbor primarnog, odnosno se- 
kundarnog mjerenja ovisi o tehnici. Npr. 
masu možemo mjeriti vagom ili korištenjem 
F = тё tako da mjerimo Fiđitd. 

Promatrajmo ono što se naziva „ар- 
solutnim značenjem relativnih veličina? 
(A.5.R.Q.): 

Uzmimo dvije veličine, мед ТЇ i 
мед ТУ. Promatrajmo drugi sustav je- 
dinica gdje se М mjeri u jedinicama Које 
su u puta manje (također L, A puta ma- 
nje і Т, т puta manje). U prvom slučaju, 
možemo mjeriti prvu veličinu u jedinicama 
druge. Tako izmjeren relativni iznos je: 


МРІЛТ] 
و‎ LSTI 
Za druge, manje, jedinice analogni postupak 
daje: 
uUMPAL{TT) 
uUMSALŠTT) 
Rezultat je, kako vidimo, isti. Drugim rije- 
čima, sve sekundarne veličine date su pro- 
duktom potencija primarnih. 
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Valja naglasiti da dimenzionalna formula 
ne mora sadržavati jedinstvene fizikalne ve- 
ličine (npr. energija i moment oboje imaju 
dimenzije ML?T-?) ali ipak predstavlja ko- 
risnu mnemoničku konstrukciju. 

Dimenzionalna jednadžba predstavlja pot- 
punu jednadžbu u smislu da se ne mije- 
nja pri promjeni jedinica, ali fundamentalne 
jednadžbe mogu zahtijevati dimenzionalnu 
konstantu (kao npr. g). 


А.1.1 II-teorem 


Bilo koja matematička relacija između ve- 
ličina poput T1,T2,13,... može se prikazati 
kao f(11,1%2,13,...) = 0. U određenim fi- 
zikalnim situacijama, ovo se može izraziti 
kao cjelovita jednadžba (u matematici mogu 
postojati ograničenja). II-teorem je prvi for- 
mulirao E. Buchingham i koristi se otkada 
je J.B. Fourier uveo dimenzionalnu analizu. 
On glasi (podložan jednom važnom ograniče- 
nju): ,Osnovna relacija mora biti iskazana 
u obliku koji sadrži kao argument takve pro- 
dukte potencija fizikalnih parametara i di- 
menzionalnih konstanti, da zajedno imaju 
dimenziju nula u svim fundamentalnim ve- 
ličinama". Ograničenje: Ne smije postojati 
više od jedne neovisne funkcionalne ovisnosti 
između veličina. II-teorem, dakle, implicira 
princip dimenzionalne homogenosti. tj. 


F(Ti,T2,T3,...) 0 (A.1) 
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gdje su п; bezdimenzionalni produkti sa- 
činjeni od svih parametara. Jednadžbu A.1 
možemo riješiti za jedan argument, recimo 
Ti i izraziti mı u obliku parametara, npr. 
p$, p,p} i tada riješit jednadžbu A.1 kao: 


р? = рур»? f (по,тз,...) = 0 (А.2) 

S obzirom da је f bez dimenzija, nove 
dimenzije nisu uvedene pa je jednadžba A.2 
dimenzionalno homogena i 


dim [р] = dim [pz Poz | 


Ako je broj parametara n, a broj vrsta fun- 
damentalnih jedinica m, onda možemo obra- 
zovati n— m neovisnih bezdimenzionalnih 
produkata. (Kao primjer uzmimo Stokesovu 
sferu koja propada kroz viskoznu tekućinu. 
Ne postoji akceleracija i, u postojanom sta- 
nju, možemo koristiti silu kao ,,dobru jedi- 
nicu", tj. sada imamo 4 jedinice, L,M,T i F. 
Drugim riječima, manje neovisnih bezdimen- 
zionalnih produkata). Očito je beskorisno 
povećavati m ako ovo dovodi do unošenja 
dimenzionalnih konstanti. 


А.1.2 Primjeri 

Njihalo 

Parametri: masa kugle i duljina niti. Osci- 
lacije karakterizirane amplitudom definira- 
nom kutom 6 njihanja. Sila restitucije unosi 
dimenzionalnu konstantu g. Parametri su, 
dakle: т, 1,0,9 i т (vrijeme jedne oscilacije). 
Dimenzije su M,L,0,LT 2? i Т. Ovo je pot- 
puna relacija pa II-teorem vrijedi. Također 
n=5,am=3,tj. valja imati dva bezdimen- 
zionalna produkta. Ali jedan produkt, 0, 
je nula. Ostali n = 4 parametri impliciraju 
jedan produkt. Dakle, 


ме? (LT?)T* =0 
То daje a= 0, 8+7= 0, —2y+ ô = 0. Ako 
uzmemo у kao proizvoljni izbor da izrazimo 


ostale potencije onda jea = 0, y = 8, В = ё. 
Prema II-teoremu: 


F(1-39870) =0 
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Detaljnija analiza pokazuje da, za 0 — 0, 
funkcija f (0) = 27. 

Ali, ako komplikacije nastanu, npr. tako 
da viskoznost (u) medija poput zraka ulazi 
u problem, onda je [и] = [ML-'T-!'] i 
imamo: 


F (1729?) (паи) g =0 


u odsutnosti ostalih informacija, problem 
očito postaje vrlo kompliciran. 


Tijelo određenog oblika kreće se kroz viskozni 
kontinuum (avioni, podmornice, projektili, ali 
ne i brodovi) 

Parametre dijelimo na one koji se odnose na 
tijelo i one koji se odnose na fluid. Fluid 
ima viskoznost, gustoću i kompresibilnost 
definiranu brzinom zvuka. Tijelo utječe na 
problem svojim oblikom, veličinom i putem 
osobina svoje površine. Problem površine 
možemo pojednostavniti tako da zamislimo 
nepomični granični sloj. Veličinu tijela mo- 
žemo povezati s njegovim oblikom; npr. ako 
je tijelo elipsoidalno, možemo odrediti omjer 
osi. Ovaj je, naravno, bez dimenzija. Nači- 
nimo listu parametara: 

Otpor...R— MLT? 

Brzina...v— LT-! 

Gustoća fluida...p = M L173 

Viskoznost fluida...u — ML-'T-! 

Brzina zvuka u fluidu...v' — 27-1 

Fiducijalne dimenzije tijela...l — L 

Faktori oblika...r1,r2,...— 0 

Mnoge osobine fluida mogu biti irele- 
vantne za problem (npr. magnetska i elek- 
trična svojstva) ali neke ne (npr. latentna i 
specifična toplina, točka vrenja i t.d.). Pro- 
blem, dakle, valja ograničiti. 

Primijenimo II-teorem: 

Faktor oblika, ovdje prisutan, kao i omjer 
i su bez dimenzija. Imamo, dakle, 5 para- 
metara: R,v,p,u,l. Općenito, n-m = 2 i 
svaki produkt će sadržavati 4 od 5 parame- 
tara. Od nekoliko mogućnosti valja uklju- 
čiti R samo u jednom produktu, jer je od 
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interesa da ovaj parametar izdvojimo. Tako- 
đer je zgodno isključiti u iz ovog produkta. 
Postupak je analogan kao u prethodnom 


primjeru: 
) =й 
пр v' 


R= 02124 (22 ra) =0 
u v 


1 / 
Е кезг ZP P rro.. 
10 


Ovo možemo napisati kao 


gdje ostavljamo f bez restrikcija. 

Kod niskih brzina problem se svodi na 
postojano stanje u viskoznom fluidu. Pod 
ovim okolnostima, gustoća fluida i brzina 
avuka ne ulaze u problem. Ako gustoća 
otpada, onda je f linearna u recipročnom 
prvom parametru i rješenje je 

R= uvlp(ri,r2,...) =0 (A.3) 
gdje p nema restrikcija. Kod malih brzina 
imamo nešto poput male kapi kiše u padu. 

Ako je v povišena, imamo odstupanje od 
laminarnog toka. Kod turbulentnog toka, 
impuls fluida ulazi u problem, a time i gus- 
toća, ali fluid još uvijek možemo smatrati 

U 


nestlačivim. Time 7 izlazi iz razmatranja: 


1 £ 
R = v?lždf!' (=. U riro, a =0 (A4) 
0 
Ovo je prikladno za avione manjih brzina, 
tj. v «v. Očito je tranzicija iz režima 
A.3 u režim A.4 u području gdje odstupanje 
وه‎ vlp ! 
funkcije f’ (E, 
vid 
M 


T1,72,... ) od linearnosti 


u argumentu postaje važno, tj. kad 2/4 
dosegne neku kritičnu vrijednost. Ova veli- 
čina, i ima svije ime: to je Reynoldsov 
broj. Ako se ograničimo na geometrijski 
slična tijela, tada r1,72,... ostaju ista i f’ је 
funkcija samo Reynoldsovog broja. To znači 
da možemo mijenjati bilo koju varijablu u 
izrazu za Reynoldsov broj koristeći se mo- 
delima umjesto prototipovima. Međutim, 
za model, npr. avion, vidimo da produkt 
vl mora biti isti za model kao i za prototip. 
Ako je, dakle, model, recimo, 15 veličine 
prototipa, brzina u zračnom tunelu valja 
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biti 10 puta veća. Ovo je očito uglavnom 
neprihvatljiva opcija. Na sreću, iznad nekih 
vrijednosti Reynoldsovih brojeva, funkcija 
f' teži asimptotski konstantnoj vrijednosti. 
Fizikalni razlog valja tražiti u prirodi turbu- 
lencije, ali ako je Reynoldsov broj u priklad- 
nom području , model i prototip mogu biti 
iskušani kod različitih Reynoldsovih brojeva, 
a da ipak pokus bude informativan. 

Kod brzina v = о! očito je da model i 
prototip moraju biti barem približno isti. 
Pokusi pokazuju da, za transsoničke brzine, 
otpor je proporcionalan površini presjeka 
tijela. 


Problem prijenosa topline 
Tijelo određenog oblika uronjeno je u struju 
fluida koji teče oko tijela konstantnom br- 
zinom. Tijelo je na određenoj temperaturi 
koja je viša od temperature fluida (možemo 
imati i suprotan slučaj). Koliki je prijenos 
topline između tijela i fluida? Egzaktno rje- 
šenje je vrlo komplicirano i općenito teško. 
Pretpostavljamo: a) brzina fluida je mala pa 
imamo laminarno strujanje, b) distribucija 
toka je neovisna od viskoznosti, c) gustoća 
fluida je konstantna, d) granični sloj je nepo- 
mičan i e) prijenos topline u jedinici vremena 
ovisi o gradijentu temperature na granici me- 
dija (eng. interface) što povlači i ovisnost o 
toplinskoj vodljivosti fluida, toplinskom ka- 
pacitetu i brzini fluida. Pretpostavimo da je 
toplinska vodljivost tijela puno veća od one 
fluida. Problem je specijalan pa možemo 
koristiti i specijalni skup primarnih jedinica: 

Tok topline iz tijela u fluid ... h— HT-! 

Brzina fluida ... v— LT! 

Temperaturna razlika ... T— T 

Toplinska vodljivost fluida 
Hr 

Specifični toplinski kapacitet fluida ... c— 
HL-*r-! 

Linearne dimenzije tijela ... /— L 

Faktori oblika ... 71,72,73,...— 0 

Ovdje, dakle, uvodimo posebne ,,dimen- 
zije”, kao što su količina topline [H] i razlika 
бетрегабше[т], ali ne i masu. Razlog je u 
tome što imamo postojeće stanje (steady 
state) i mase se ne mijenjaju s vremenom. 
Dakako, Н i т se mogu izraziti pomoću os- 


k= 
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novnih dimenzija, ali ovo bi samo povećalo 
iznos n— m, tj. dovelo bi do povećanja op- 
cionalnih produkata. Imamo, dakle, n = 6 i 
m = 4. Il-teorem vodi do dvaju bezdimenzi- 
onalnih produkata. Budući da nas zanima 
h, držimo ga u jednom produktu. Dakle, 


h l 
F (= E misran) = 0 
{кт к 


Rješenje za h daje 


l 
h=lkrf (Em) =0 
к 


gdje је / proizvoljan і bez ograničenja. 


10. 


Iz ovoga vidimo da je vođenje topline, tj. 
tok topline h proporcionalan i linearan s 
т. Eksperiment s modelom identične f im- 
plicira povećanje brzine strujanja propor- 
cinalno smanjenju linearnih dimenzija. U 
području gdje je tok topline proporcionalan 
brzini, on je također proporcionalan kva- 
dratu linearnih dimenzija (što je očito) i 
također neovisan о к, tj.prijenos topline je 
potpuno konvektivan. U ovom režimu, sma- 
njenje parametra c može se kompenzirati 
povećanjem brzine v. 


A.1.3 Zakon sličnosti 


Iz onoga što smo do sada promatrali, vidimo 
da dimenzionalna analiza implicira zakon 
sličnosti. Modeli i stvarni sistemi ponašaju 
se slično, ako su im npr. Reynoldsovi bro- 
jevi isti itd. U ovom slučaju vidimo da se 
Reynoldsov broj svodi na omjer: 


INERCIJALNE SILE (PSEUDOSILE) 0 


SILE TRENJA (VISKOZNOST) Hu 


gdje je p gustoća, a u viskoznost. Često se 
ovaj omjer izražava kao jedan parametar, v 
pa se Reylnoldsov broj piše kao ш, 

Ovi opći principi se mogu direktno primi- 
jeniti i na probleme poput kretanja broda na 
vodi. Pri tome, stvaranje valova implicira 
djelovanje gravitacije (što smo već vidjeli; 
zanemarujemo valove nastale površinskom 
napetošću). gravitacijsku silu po jedinici 
volumena možemo izraziti kao y= pg. Ako 
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sada zanemarimo viskoznost, onda možemo 
promatrati omjer: 


INERCIJALNE SILE (PSEUDOSILE) وم‎ 


وم 


= konst. 

GRAVITACIJSKA SILA 
gdje je lokalna brzina v proporcionalna vo, tj. 
brzini daleko od tijela (broda). Ovo vrijedi 
i za lokalne promjene brzine dv, tj. dv x 
vo. Inercijalna sila je, dakle, proporcionalna 
vg, a udaljenosti između lokalnih točaka dx 
proporcionalne su linearnim dimenzijama 
tijela (1). Dakle možemo pisati: 


INERCIJALNE SILE vê 


GRAVITACIJSKA SILA gl 


Vidimo da gustoća fluida ispada iz omjera 
(baš kao i kod izvoda brzine valova). Omjer 
ostaje bezdimenzionalna veličina u kojoj su 
jedinice vo,l i g proizvoljne. Ovaj omjer, 
dakle, vrijedi, za bilo koje brzine i za bilo 
koje dimenzije (tako dugo dok još imamo 
posla s kretanjem broda u režimu „normalne” 
plovidbe, a ne npr. planiranja po vodi). Broj 
ima svoj naziv; to je Froudeov broj (Wil- 
liam Froude, 1870.). Često se obilježava s 
F. Vidimo da će se model broda veličine 
npr. 1/100 dimenzija prototipa ponašati po- 
put prototipa, ako brzina kretanja u bazenu 
bude 1/10 one koju ima prototip. Froudeov 
zakon (kako ga se često naziva) koristi se 
gdje god imamo posla s hidrodinamikom slo- 
bodnih površina. 

Valja napomenuti da ne postoji moguć- 
nost da se oba zakona sličnosti, tj. onaj 
koji kombinira inercijalne sile i viskoznost 
(Reynolds) i onaj koji kombinira inercijalne 
sile i gravitacijsku (Froude), kombiniraju u 
jedan koji bi vrijedio za jedan te isti fluid. 
Korištenjem dvaju fluida različitih dinamič- 
kih viskoznosti to je moguće, bar u principu. 
U praksi, ovo nije ni važno, jer ne postoje 
fluidi tako različitih vrijednosti v. Omjer 
dinamičkih viskoznosti bi, naime, bio 


Froudeova procedura je tradicionalno obu- 
hvaćala posebna njerenja viskoznog otpora 
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modela, a zatim otpora valova na modelu. 
Tada bi se u računu za potpuni otpor broda 
ovi otpori sumirali. Ova je procedura op- 
ćenito bila netočna pa su modeli brodova 
trebali biti dosta veliki da se netočnosti sma- 
nje na prihvatljiv opseg. Danas se ovi, a 
i ostali računi u hidrodinamici, sve češće 
vrše numeričkim metodama konačnih eleme- 
nata pomoću računala. Ipak, za jednostavne 
probleme, zakon sličnosti je još uvijek vrlo 
koristan. 
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А 

adijabata, 458 

adijabatska kompresija, 425 

aerogel, 455 

afel, 5 

agregatno stanje, 10 

akceleracija, 43, 92, 145, 351 

akromatski par, 346 

aktivni element strujnog kruga, 298 

akustika, 469 

anihilacija, 16 

anizotropija mikrovalnog pozadinskog zra- 
čenja, 9 

anomalni lom svjetlosti, 386 

antičestica, 16 

antielektron, 16 

antiferoelektrici, 235 

antimaterija, 61 

antiproton, 16 

apsolutna brzina gibanja, 89 

apsolutni horizont događanja, 20 

Arhimedov zakon poluge, 24 

armilarna sfera, 6 

astrolab, 6 

astronomska aberacija, 396 

atom, 7 

atomske jezgre, 17 

aurora borealis, 221 

Avogadrov broj, 428, 441 

Avogadrov zakon, 423 
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B 

bariogeneza, 9 

barioni, 17 

baud, 308 

baždarno načelo lokalne simetrije, 15 
bel, 471 

Bernoulijev teorem, 148 

Big Bang, 75 

Biot-Savartov zakon, 261 
bobina, 296 

Bohrov radijus atoma, 408 
Boltzmanova konstanta, 428 
Braggova relacija, 407 
Braggovo raspršenje, 482 
Braheove tabele, 39 
bremsstrahlung, 392 
Brewsterov kut, 384 

Brownovo gibanje, 10, 435, 440 
brzina zvuka, 138, 474 


C 

Cassegrainov reflektor, 348 
Cavendisheva aparatura, 41 
centar mase, 101 

centralni sraz, 49, 50 
centrifugalna sila, 67 
centripetalna akceleracija, 56, 105 
cirkularno polarizirana svjetlost, 388 
Clausius-Mossotti jednadžba, 231 
Comptonovo raspršenje, 61 
Coriolisova sila, 111, 112 
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Cornuova spirala, 362 
Cortijev organ, 497 
Coulombov zakon, 159, 181 
Coulombova torziona vaga, 163 
Coulombova vaga, 162 
Coulombovo polje, 326 
crna rupa, 20 

crne rupe, 76 

crno tijelo, 437 

crvotočine, 21 

Curiev zakon, 229 
Curie-Weissov zakon, 234 


С 

Čerenkovljeva svjetlost, 490 
četverovektor, 80, 92, 93 
četverovektor impulsa, 93 
čigra, 116 


D 

Debyeva dužina, 208 

decibel, 471 

derivacija, 43 

dielektrična konstanta, 224 

dielektrik, 201 

diferencijalne jednadžbe s konstantnim ko- 
eficijentima, 119 

digitalni osciloskop, 28 

dinamički model atoma, 189 

dinamometar, 133 

dipolni oscilator, 349 

dipolni radijator, 349 

disonantne note, 486 

disperzija, 345, 368 

disperzija signala, 307 

disperzijska jednadžba, 368 

distorzija signala, 307 

divergencija, 170 

Dopplerov efekt, 94 

drugi Keplerov zakon, 39 

drugi Newtonov aksiom, 46 

Drugi zakon termodinamike, 456 

dvoatomski plin, 433 

dvolom, 386 


E 

Eddingtonova ekspedicija, 42 
ekspanzija svemira, 76 
eksperimentalna znanost, 3 
ekstraordinarna zraka, 387 
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elektret, 232 
električna sila, 157 

električna susceptibilnost, 224 
električno polje, 12 

elektrokemijski potencijal, 299 
elektrolit, 299 

elektromotorna sila, 277 
elektroslaba sila, 14 

elektrostatika, 181 

elektrostrikcija, 234 

elongacija, 119, 133 

endolimfa, 497 

energija harmoničkog oscilatora, 120 
energija ionizacije atoma vodika, 409 
energija mirovanja, 85 

Eratostenov eksperiment, 4 

eter, 77 

euklidska geometrija, 4 

Eulerova sila, 142 

eustahijeva cijev, 497 


F 

fatamorgana, 339 

fazna brzina, 369 

Fermatov princip, 338, 365 
fermioni, 157 
feroelektricitet, 232 
feroelektrik, 232 
feromagnetizam, 232 

fizika elementarnih čestica, 18 
Fleming, John Ambrose, 58 
flintsko staklo, 345 
fluktuacija, 32 

fononi, 470 
fotoelasticimetrija, 382 
fotoelektrični efekt, 61 
fotonaponski efekt, 300 
fotoni, 14 

fotonski plin, 425 
fotovoltaični materijali, 300 
Fourierov razvoj, 485 
Fourierova analiza, 487 
Fourierove komponente, 487 
Fourierove transformacije, 128 
funkcija rada, 444 


G 

Galilejev dalekozor, 348 
Galilejeva relativnost gibanja, 47 
Gaussova, distribucija, 36 
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Generator, 298 

generator izmjenične struje, 298 
geodezika, 91, 93 
geodezike, 81 

geometrijska aberacija, 345 
Geometrijska optika, 337 
gluoni, 14, 212 

gradijent, 74 

graviton, 23 

gravitoni, 14 

greda, 26 

grupna brzina, 477 

gustoća vjerojatnosti, 36 


H 

hadroni, 212 

harmonički oscilator, 119 

Hawking, Stephen, 45 

Hawkingovo zračenje, 22 

Heisenbergov princip neodređenosti, 189, 
402 

hidraulička preša, 144 

hidraulički tijesak, 144 

hidrauličko frakturiranje, 144 

Higgsov bozon, 8 

hiperfragment, 18 

hiperjezgra, 18 

hipping, 145 

homogeno brzinsko polje, 151 

homokiralnost, 53 

Hookeov zakon, 66, 132 

horizont događanja, 20 

Hubbleov zakon, 76 

Hubblov radijus, 76 

Hubblov zakon, 75 

Hubblova konstanta, 75 

Hugoniotov elastični limit, 48 


I 

Idealizirana induktancija, 296 
idealna reverzibilna mašina, 25 
iduktancija, 296 

impedancija vakuuma, 374 
indeks apsorpcije, 370 

indeks loma, 338 

indukcijski motor, 282 
inercija, 11, 39 

inercijalne sile, 67 

infuzorije, 347 

intenzitet vala, 372 
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inviscidni tok, 149 
inviscidno strujanje, 150 
ionska polarizacija, 232 
ireverzibilnost, 466 
Islandski dvolomac, 386 
izborna pravila, 447 
izostatska preša, 144 
izoterma, 458 


J 

Jacobijeve eliptične funkcije, 143 
jaka sila, 212 

jedinična ćelija, 407 

jedinični vektor normale, 57 
jedinični vektori, 58 

jednadžba disperzije, 368 
jednadžba hidrostatike, 144 
jednadžba uvećanja leće, 344 
jednoatomski plin, 425 
Jednofazni asinkroni motori, 283 
jednostavno njihalo, 26 
Johnsonov šum, 436, 440 


K 

kapacitancija, 296 

karakteristična frekvencija plazme, 207 

Kartezijev koordinatni sustav, 44, 84 

katadioptrički teleskop, 348 

kaustična ploha, 345 

kemijska ćelija, 299 

kemijska veza, 157 

kemijski element, 7 

Kerrova ćelija, 383 

kinetička energija, 26 

kiralnost, 57 

Kirchhoffova pravila, 301 

klasična fizika, 7 

klasični radijus elektrona, 375, 437 

koeficijent mobilnosti, 452 

koeficijent prigušenja, 122 

koeficijent trenja, 65 

kolotura, 26 

komponente vektora, 46 

kompresijski valovi, 138 

koncept propagatora, 185 

koncept vremensko-prostornog kontinu- 
uma, 13 

koncept zakrivljenog vremensko prostornog 
kontinuuma, 13 

kondenzator, 164 
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konsonantne note, 486 magnetostatika, 181 
konstanta fine strukture, 15 magnetski monopoli, 164 
konus budućnosti, 89 matematičko njihalo, 26 
konus prošlosti, 89 materijalne točke, 11 
konzervativne sile, 69 Maxwellov Demon, 465 
korijen srednjeg kvadrata, 35 Maxwellova raspodjela brzina, 37 
kornea, 412 Maxwellova struja pomaka, 165 
korona, 202 Maxwellove jednadžbe, 251, 314 
kosi hitac, 44, 45 međukapacitet, 309 
kosina, 26 međumolekularne sile, 66 
kozmičko sinkrotronsko zračenje, 392 međusimbolska interferencija, 307 
kromatska aberacija, 345 Mendeljejev periodni sustav elemenata, 
krunsko staklo, 346 189 
kruto tijelo, 102 metoda C-14, 28 
kvadrupolni potencijal, 199 metoda Greenovih funkcija, 128 
kvanti polja, 185 metoda konačnih elemenata, 382, 482 
kvantizacija naboja, 12, 164 metoda triangulacije, 5 
kvantna elektrodinamika, 14 metoda virtualnog rada, 26 
kvantna kromodinamika, 15, 17 metrika, 92 
kvantna mehanika, 189 mezoni, 17 
kvantna teorija gravitacije, 19 mikroskop, 347 
kvantna teorija polja, 15 mikrovalno pozadinsko zračenje, 9 
kvark, 17 milibarn, 31 

mion, 8 
L mobilnost, 452 
lagena, 496 moć disperzije, 346 
lagrangžijan, 52 moć rezolucije, 348 
Lambda čestica, 18 Model velikog praska, 75 
Laplaceov operator, 172 moderna fizika, 7 
laplasijan, 172 modul istezanja, 132 
laser, 448 Moho, 138 
Lechlanchćov članak, 299 Moho sloj, 138 
leptoni, 212 molekule, 9 
LIGO eksperiment, 23 moment dipola, 196 
LIGO interferometar, 23 moment impulsa, 27 
linearni impuls, 27 moment inercije, 105 
linearni problem, 127 moment sile, 103 
linearni sistem, 127 Monod, Jacques, 446 
Lićnard-Wiechertov potencijal, 327 
longitudinalni valovi, 470 N 
Lorentzova invarijantnost, 52 naboj polarizacije, 224 
Lorentzova sila, 159 narušeje pariteta, 60 
Lorentzove transformacije, 80, 85 nastanak zvučnih valova, 471 
Lorentzovo baždarenje, 320 nasumični hod, 440 
Loveovi valovi, 138 nasumično gibanje, 34 
lupa, 346 neinercijalni sustavi, 67 

nelinearni problemi, 128 
M nepostojanje simultanosti na udaljenost, 84 
macula lutea, 412 neproničnost, 12 
maglena komora, 16 neutronska zvijezda, 20 
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Newtonov opći zakon gravitacije, 46 
Newtonov teleskop, 348 

Newtonov univerzalni zakon gravitacije, 40 
Newtonova optika, 417 

Newtonova teorija gravitacije, 40 
Newtonovi zakoni, 54 

Newtonovi zakoni dinamike, 13 
Nicol prizma, 387 

normalizirana devijacija, 35 
nuklearne sile, 212 

nutacija, 117 


Nj 
njihalo, 26 


O 

ohmski otpor, 296 

okultacija Sunca, 42 

okus, 62 

operator, 126 

opruga, 133 

optička prizma, 346 

optički mikroskop, 347 
ordinarna zraka, 387 
oscilatorne pojave, 119 
oscilatorno gibanje, 119 
osjetljivost ljudskog uha, 471 
osnovno jedinstvo prirode, 244 
otpor zračenja, 373 


P 

paraksijalne zrake, 341 
Pascalov dijagram, 33 

Pascalov princip, 144 

Paulijev princip, 20, 157, 409 
Paulijev princip zabrane, 158 
periodni sustav elemenata, 8 
perpetuum mobile, 25 
perpetuum mobile prve vrste, 24 
Peulijev princip isključenja, 189 
piezoelektricitet, 232 

pion, 31 

piroelektricitet, 232 

Planckova energija, 63 
Planckova konstanta, 13 
plazma, 10 

plazmoni, 207 

pobrzanje, 84 

pobudna sila, 121 

Poissonov omjer, 132 


ANDROIĆ, HORVATIĆ, LEONTIĆ: FIZIKA 


pokretljivost, 452 

polarizabilnost, 228 

poluga, 24 

polje električne sile, 68 

polje sile, 12 

polje skalara, 160 

poprostoren interval, 89 

potencijal, 74 

potencijalna energija, 25 

poučak o okomitim osima, 110 

povećalo, 347 

povećanje, 344 

povratna elektromotorna sila, 291 

površinski valovi, 494 

pozitron, 16 

Pradoks blizanaca, 90 

prasila, 14 

pravilo desne ruke, 58 

prigušenje signala, 307 

prijenosna linija, 307 

princip ekvivalencije, 67 

princip filtriranja, 127 

princip kauzalnosti, 89 

princip neodređenosti, 13 

Princip reciprociteta, 339 

princip superpozicije, 68 

prizmatični spektrometar, 346 

problem krila, 150 

proces pražnjenja oblaka, 221 

produkcija para, 61 

proizvedeni napon, 277 

propagatori, 17 

prostorno-vremenski kontinuum, 81, 89 

protanopija, 418 

protuEMS, 291 

prvi Keplerov zakon, 39 

Prvi zakon termodinamike, 456 

prvog pravog planiranog fizikalnog mjere- 
nja, 4 

pseudosile, 67 

pupilla, 412 

Purkinjev efekt, 413 


R 

rad, 57, 70 

rad plina, 424 

radijacije crnog tijela, 438 
radijalna Coriolisova sila, 112 
radioaktivnost, 24 
Rayleighov zakon, 438 
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Rayleighova formula, 439 
Rayleighovi valovi, 138 
reflektorski teleskop, 348 
refraktorski teleskop, 348 
rektifikacija, 489 
renormalizabilnost, 15 
retardirano Coulombovo polje, 326 
retina, 412 

reverzibilna mašina, 25 
rezonancija, 121 

rezonantna stanja, 18 

rhodopsin, 419 

Ritzov princip, 410 

rotacija, 170 

rotacija četverovektora, 80 

rotor vektora, 170 

Ruhmkorffova zavojnica, 296, 336 
Rydbergova energija, 409 


S 

Sahina jednadžba, 445 
Schmidtov teleskop, 348 
Schwartzschildov radijus, 76 
Schwarzschildov limit, 20 
Schwarzschildov radijus, 20 
sekstant, 6 

sferna aberacija, 345 

sila, 11 

sila posmaka, 133 

Silnice, 160 

sinterirani materijali, 145 
sinterirani metali, 145 
skalabilni fizikalni zakoni, 106 
skalarni produkt vektora, 57 
skalarno polje, 160 

složeno gibanje, 44 

snaga, 70 

snaga vala, 372 

Snellov zakon, 338, 365 
somoindukcija, 279 
specifična toplina, 433 
specifični toplinski kapacitet, 433 
spektralna raspodjela, 437 
spin, 157 

Srednji slobodni put, 450 
staklasto tijelo, 412 
Standardni model, 9 
Steinerov teorem, 110 
Stevin, Simon, 26 
Stevinusov epitaf, 26 
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stojni val, 470 

strijela vremena, 468 
svjetska linija čestice, 93 
svjetske linije, 81 


Š 
šum, 484 
T 


teleskop James Webb, 6 
temperatura, 426 


tenzor naprezanja energije, 93 


teorem o gibanju središta mase, 105 


teorem o paralelnim osima, 109 


Teorija svega, 22 
Termalna ionizacija, 444 
Termionska emisija, 443 
termodinamika, 423 
težište, 101 
Thermopane, 455 


Thomsonovo raspršenje, 61, 401 


timpanalni organi, 496 
tlak naprezanja, 143 
tlak plina, 423 

tlak zračenja, 397 

ton, 484 

torziona vaga, 162 
transverzalni valovi, 470 
tranzienti, 121 

treći Keplerov zakon, 39 
tri Keplerova zakona, 39 
triangulacija, 5 
trikromacija, 418 


U 
ubrzanje, 43 
udarni presjek, 31, 450 


udarni presjek za Thomsonovo raspršenje, 


378 
udarni valovi, 491 
unutrašnji napon, 277 
uzgon, 152 


V 

valni paket, 405 
vektorska analiza, 55 
vektorski operator, 170 
vektorski produkt, 159 


vektorski produkt vektora, 57, 58, 113 


vektorsko polje, 159 
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Veliki prasak, 323 

vezani elektroni, 409 

viskoznost tekućine, 149 

vizualni purpur, 419 

vlačna sila, 131 

vodljivost, 296 

vremenolik interval, 89 

vremensko prostorni kontinuum, 244 
vrijednost srednjeg kvadrata, 34 


WwW 

W= bozoni, 14 

Weilova definicija simetričnosti, 51 
Wheatstoneov most, 301 
Wilsonov model, 220 


Y 
Youngov modul, 132 


Z 

Z9 bozon, 14 

zakočno zračenje, 392 

zakon akcije masa, 446 

zakon konstantnih omjera, 423 
zakon poluge, 4, 24 

zakon sačuvanja mehaničke energije, 24 
zakoni širenja svjetlosti, 76 
Zakretni moment, 104 
zakretni moment, 103 
zasjenjenje, 210 

znanstvena metoda, 6 

zonalne zrake, 341 

zračenje crnog tijela, 189 
zrcalna simetrija, 52, 58 
zrcalna slika naboja, 199 
zrcalne jezgre, 212 

zvrk, 116, 466 

zvuk, 411, 470 


Nr 


N< 


iroskop, 116, 281 
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= 
(o 
mo 
O 
Л 
Ф 
u 
O 
= 
5 


Adams — John Couch Adams, 106 

Anderson — Carl David Anderson, 8 

Angstrom — Andreas Jonas Angstrom, 10 

Apolonije iz Perge > Apolonije iz Perge, 
200 

Arhimed > Arhimed, 4 

Arrhenius, > Svante August Arrhenius, 7 


B 

Bell > Jocelyn Bell Burnell, 21 
Biot > Jean-Baptiste Biot, 261 
Born > Max Born, 92 

Bošković > Ruđer Bošković, 7, 12 


C 

Carnot > Sadi Carnot, 24, 456 

Cavendish > Henry Cavendish, 41 

Chadwick > James Chadwick, 19 

Chandrasekhar > Subrahmanian Chandra- 
sekhar, 20 

Coriolis > Gaspard Gustave Coriolis, 111 

Coulomb > Charles Augustin de Coulomb, 
68, 159 


Су 


Čerenkov — Pavel Aleksejevič Čerenkov, 
490 


D 
Dalton > John Dalton, 7 
Demokrit > Demokrit, 7 
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Descartes (lat. Cartesius) > Renć Descar- 
tes, 44 

Dirac > Paul Adrien Maurice Dirac, 16, 
158 

Dollond > John Dollond, 346 

Doppler > Christian Johann Doppler, 6 


E 

Einstein > Albert Einstein, 13 
Englert > Francois Englert, 14 
Eratosten > Eratosten, 4 


F 

Faraday > Michael Faraday, 7, 162 

Fermat — Pierre de Fermat, 44 

Fermi > Enrico Fermi, 19, 158 

Feynman > Richard Phillips Feynman, 15, 
326, 329 

Fleming > John Ambrose Fleming, 58 

Fraunhoffer > Joseph Fraunhofer, 106, 346 


G 

Galilei > Galileo Galilei, 3 

Galle > Johann Gottfried Galle, 106 
Gell-Mann > Murray Gell-Mann, 62 
Gilbert > William Gilbert, 167 
Glashow —> Sheldon Lee Glashow, 14 


H 

Hawking > Stephen Willam Hawking, 21, 
92 

Heisenberg > Werner Karl Heisenberg, 13 
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Helmholtz > Hermann Ludwig Ferdinand 
von Helmholtz, 418 

Higgs > Peter W. Higgs, 14 

Hooft > Gerardus 't Hooft, 14 

Hubble > Edwin Powell Hubble, 6 

Huygens > Christiaan Huygens, 347, 417 


I 
Israel > Werner Israel, 21 


K 
Kepler > Johannes Kepler, 40, 347, 417 


L 

Lagrange > Joseph Louis de Lagrange, 52 

Lanchester > Frederick William Lanches- 
ter, 151 

Landau > Lev Davidovič Landau, 20 

Le Verrier > Urbain Le Verrier, 106 

Leclanchć > Georges Leclanchć, 222 

Leeuwenhoek > Antoni van Leeuwenhoek, 
347 

Lorentz > Hendrik Antoon Lorentz, 77, 
159 


M 

Magnus > Heinrich Gustav Magnus , 152 
Maxwell > James Clerk Maxwell, 37, 77, 
164, 167 

Mendeljejev > Dmitrij Ivanovič Mendelje- 
jev, 7 

Michelson > Albert Abraham Michelson, 
78 

Morley > Edward Williams Morley, 78 


N 

Napier > John Napier, 471 

Newton > Isaac Newton, 4, 27, 40, 43, 45, 
46, 74, 108, 186, 348, 417 
Noether > Emmy (Amelie) Noether, 52 


0 
Ørsted > Hans Christian Ørsted, 167 
Oppenheimer > Robert Oppenheimer, 20 


P 

Pascal — Blaise Pascal, 471 

Pauli + Wolfgang Pauli, 18, 158, 409 
Penrose > Roger Penrose, 21, 92 
Poincaré > Henri Poincaré, 77 
Prandtl > Ludwig Prandtl, 151 


Prigogine > Ilya Prigogine, 449 
Ptolomej > Klaudije Ptolomej, 6 


R 

Reines > Frederick Reines, 19 

Ritz > Walter Ritz, 410 

Rutherford > Rutherford, Ernest, 7 
Rydberg > Johannes Robert Rydberg, 409 


S 

Saha > Meghnad Saha, 444 

Salam — Abdus Salam, 14 

Savart — Felix Savart, 261 

Scheiner > Christoph Scheiner, 347 
Schmidt > Maarten Schmidt, 21 
Schwarzschild > Karl Schwarzschild, 21 
Sommerfeld > Arnold Sommerfeld, 15 


V 
Veltman > Martinus Ј.С. Veltman, 14 


W 

Weinberg > Steven Weinberg, 14 

Weyl > Hermann Klaus Hugo Weyl, 51 
Wheeler > John Wheeler, 20 


Y 
Young > Thomas Young, 418 
Yukava > Hideki Yukawa, 17 
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Knjiga FIZIKA — pojavnost, ideje i formulacije elektronička je knjiga otvorenog 
pristupa i otvorenog sadržaja koja nudi široki raspon fizikalnih tema ne samo 
studentima fizike ili fizičarima-profesionalcima već i široj, inženjerskoj i matematički 
pismenoj, javnosti zainteresiranoj za probleme i fenomene suvremene fizike. U 
vremenu kad u fizikalnoj literaturi prevladavaju, s jedne strane, standardno ujednačeni 
kursovi opće fizike s bezbrojnim varijacijama numeričkih zadataka za samoučenje, a 
s druge strane znanstveno-popularna literatura u kojoj su čak i najsloženiji fizikalni 
pojmovi pojednostavljeni do banalnosti, ova knjiga pokušava naći srednji put koristeći 
prikaz fizikalnih koncepata spregnutih plauzibilnim matematičkim aparatom. 
Knjiga ima dugačku povijest nastanka. Okosnicu knjige predstavljaju tekstovi koje 
je profesor Boran Leontić pripravio za svoje studente dok je sedamdesetih i osam- 
desetih godina prošlog stoljeća bio nositelj četiri-semestralnog kolegija Opća fizika 
na zagrebačkom PMF-u. Tekstovi inspirirani zabilješkama s predavanja nobelovca 
Richarda Feynmana održanih na Caltechu od 1961. do 1964. narativom slijede 
uvriježeni raspored fizikalnih tema na kolegiju opće fizike: mehanika, elektromag- 
netizam, valne pojave i termodinamika. Sam materijal obiluje brojnim originalnim 
zabilješkama, komentarima i matematičkim izvodima koji po svom sadržaju i formi 
daleko nadmašuju oblik kondenzirane skripte kreirane za pomoć studentima koji 
nisu vični učenju iz literature na stranom jeziku. 

Stjecajem okolnosti taj se rukopis, kodiran u LaTeX-u i bez ijedne ilustracije, 
u elektroničkoj formi na disketi našao kod profesora Darka Androića koji je na 
zagrebačkom PMF-u godinama bio nositelj dvo-semestralnog kolegija Uvod u 
opću fiziku za matematičare. Ideja fuzije edukacijskih materijala dva, osim po 
imenu, potpuno različita kolegija, dvojice fizičara različite generacijske i znanstvene 
provenijencije isprva se nije činila ostvarivom. Prvenstveno je trebalo razriješiti 
izostanak ilustriranja postojećih tekstualnih sadržaja. U prvoj iteraciji profesor 
Androić prikupio je, što iz svoje arhive, što iz internetskih izvora, preko pet stotina, 
više ili manje adekvatnih, ilustracija fizikalne problematike koja se izlaže u knjizi. 
Pored mjestimično disonantnih tonova prisutnih u tekstu pisanom tijekom dugog 
vremenskog razdoblja stilom dva potpuno različita autora prijelomom je dominirala 
stilska kakofonija eklektično prikupljenih ilustracija. U tom se momentu u projekt 
uključila dr. Vlasta Horvatić, jednako kao i prof. Androić studentica prof. Leontića 
i poklonica Feynmanovih lekcija iz fizike. Svojim talentom potpuno je promijenila 
vizualni izgled knjige, te fizikalnim znanjem unaprijedila brojne ne samo izgledom 
neatraktivne već i sadržajno netočne slikovne predloške. 

Prema riječima iz predgovora knjiga je još daleko od svoje finalne verzije s obzirom 
da postoje brojni elementi koje bi trebalo unaprijediti. Autori očekuju da će 
otvorenim pristupom knjizi osigurati ne samo veću vidljivost fizike u populaciji već i 
potaknuti svoje kolege fizičare, osobito one koji s njima dijele fascinaciju djelom 
Richarda Feynmana, da se aktivno uključe u popravak i nadopunu do sada objavljenih 
materijala. Knjiga je, za sada, objavljena u vlastitoj nakladi, nema recenzen(a)ta, 
niti je lektorirana od strane jezičnog profesionalca. Otvorenom e-formom knjige želi 
se kreirati aktualno i dobro formulirano fizikalno štivo. 
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